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TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 
DE  DYNAMiqtJEi 


SECTION  I. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


Définitioo  de  la  Djnamiquc.  Détaili  hlitoriquri.  Relaüoni  ijui  lient  U théorie 
de  l'équilibre  k celle  du  mouTement. 

666.  La  Dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  apprend  à ré- 
soudre les  questions  relatives  aux  mouvement»  des  systèmes  de  corps  , 
en  considérant  le  mouvement  particulier  de  chaque  corps  de  ces  systèmes, 
comme  produit,  tant  par  les  actions  que  les  autres  corps  exercent  sur  lui , 
que  par  les  actions  des  puissances  quelconques  auxquelles  il  est  soumis.  (') 
Les  données  et  les  inconnues  de  ces  questions  peuvent  se  rapporter, 
et  aux  systèmes  de  forces , et  aux  systèmes  de  corps.  Ainsi , par  exemple , 
lorsqu’un  système  donné  de  ces  corps  doit  avoir  des  mouvements  dont 
on  attend  des  effets  déterminés,  on  assigne,  par  les  règles  de  la  Dyna- 
mique , les  forces  capables  d’opérer  ces  mouvements  ; et  réciproque- (*) 


(*)  Le  mot  Djmami<fue,  dérivé  de  , force  , puitsmee  , devrait, 

dan»  l’acception  étymologique  , désigner  la  science  générale  des  force!  ; mais 
on  est  convenu  d’appellcr  Statiifue,  de  STCCTlxoi  , qui  a Us  force  d'arrêter,  la 
partie  de  cette  icience  qui  traite  apécialement  de  l’équilibre , et  le  mot  Dyna- 
mique est  reitreint  h désigner  la  partie  de  la  même  science  qui  traite  du  mpu- 
vement.  De  plus  ces  deuwnots  Statique  et  Dynamique , s’appliquent  spéciale- 
ment à l’équilibre  et  au  mouvement  des  corps  solides;  et  lorsqu’il  s’agit  de 
l’équilibre  et  du  mouvement  des  corps  fluides,  on  les  lie  k un  autre  mot  Hydro 
( dérivé  de  Tdeaç , eau  ) pour  en  faire  les  mots  composés  Bydrostatique  et 
Hydrodynamique, 
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Dynamique  élémentaire. 
ment,  si  on  est  obligé  d'employer  des  forces  données  pour  obtenir  des 
effets  déterminés,  on  assigne,  par  les  mêmes  règles,  la  comjiosition  du 
système  de  corps  auquel  il  faut  appliquer  les  forces,  la  durée  de  leur 
action  nécessaire  pour  la  production  des  effets  demandés,  etc.  ; la  théo- 
rie générale  des  machines  est  un  des  corollaires  des  solutions  de  ces 
deux  problèmes. 

Dans  d’autres  cas  , un  système  de  corps  est  assujéti  à des  change- 
ments de  formes  , dépendants  des  forces  qui  le  sollicitent,  et  ces  forces 
dépendent  elles-mêmes  des  positions  respectives  des  corps  ; si  les  lois  , 
auxquelles  leurs  actions  se  trouvent  soumises,  sont  connues,  et  que  \'élut 
du  système  soit  aussi  connu,  pour  une  certaine  époque,  la  Dynamique 
fournit  des  méthodes  pour  en  conclure  Vêlai  du  même  système  à des  é- 
poques  quelconques  antérieures  ou  postérieures  à celle  qui  correspond 
ù Vétal  donné.  La  théorie  de  Vaslronomic  physique  découle  des 
principes  sur  lesquels  ces  méthodes  sont  fondées,  etc. 

667.  La  Dynamique  est  une  science  nouvelle  ;'il  y a environ  deux 
siècles  que  l’illustre  6'a///ce  a ■découvert  les  premières  vérités  qui  lui 
servent  de  fondement,  et  les  a publiées  dans  son  ouvrage  intitulé  Dià- 
loghi  AcUe  scienze  nuove , mis  au  jour,  pour  la  première  fois,  à 
Leydc  en  i638.  Archimède  avait  crée  la  Statique , posé  les  bases  de 
la  théorie  de  l’équilibre  des  corps  Jloltants  (*)  et  , pendant  les  18 
siècles  qui  se  sont  écoulés  entre  lui  et  Galilée  , la  mécanique  était,  à 
peu  de  chose  j>rès,  restée  dans  le  même  état  où  l’ijvait  mise  la  puissance 
de  son  génie  ; mais,  après  une  si  longue  enfance , elle  a fait , tout-à-coup, 
des  progrès  dont  la  rapidité  ofl’re,  aux  annales  de  l’esprit  humain  , un 
de  leurs  faits  remarquables  ; celte  science  , l’une  des  moins  avancées 
avant  l’invention  du  calcul  différentiel , est  maintenant  celle  qui  ap- 
proche le  plus  de  sa  perfection  ( quant  à la  partie  théorique  ) si  toutes- 
fois  elle  n’y  touche  pas. 

668.  La  Dynamique  présente,  en  général,  des  sujets  de  mé-ditation 
et  d’étude  plus  composé's  et  plus  difficiles  que  ceux  dont  on  a à s’oc- 
CHper  dans  la  Statique  , restreinte  à la  considération  des  forces  de  pres- 
sion y pareeque  la  première  embrasse  et  met  en  truvre  la  totalité  de  ce 
qu’on  peut  appeler  les  matériaux  primitifs  de  la  mécanique,  dont  j'ai 


(*)  Traitci  (le  t équilibre  des  plans  et  des  corps  portés  sur  un  Jtuidc. 
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donné  l'énuméralion  article  3,  au  lieu  que  la  seconde,  nVmplo\'ant  au- 
rime  des  quantités  qui  dépendent  du  temps , ne  se  rapporte,  d’ailleurs, 
qu’à  un  cas  particulier  de  l’action  des  forces , et  ne  considère  les  sys- 
tèmes de  corps  auxquels  ces  forces  sont  appliquées  , que  comme  de 
simples  moyens  de  transmission  de  leurs  actions  (voyez  l'art.  35);  il 
reste  même  encore,  après  les  cas  d’équilibre  traité  dans  la  première 
partie  de  ce  cours,  l’examen  important  de  ceux  qui  ont  lieu  entre  les 
corps  en  mouvement  , examen  qui  appartient  proprement  à la  Dyna- 
mique , et  qui , en  complétant  la  science  de  l'équilibre  , mettra  dans 
tout  leur  jour,  et  son  unité  de  principe  , et  les  relations  qui  la  lient 
à la  science  du  mouvement. 

669.  On  verra , quand  J’aurai  fait  les  rapprocMtments  fournis  par  les 
relations  dont  je  viens  de  ]>arler,  que  la  Statique  n’est,  nu  fond,  qu'un 
corollaire  de  la  Djaiamique;  la  vérité  de  cette  proposition  doit  être  na- 
turellement pressentie  quand  on  considère,  soit  les  rapports  qui  existent 
entre  les  diverses  tbéories  mathématiques  à mesure  qu’elles  acquièrent 
plus  de  généralité,  «oit  la  propriété  qu’ont  les  formules  analytiques 
de  s’appliquer  à toutes  les  valeurs  et  à tous  les  états  possibles  des 
variables  qu’elles  renferment  ; et  , si  ces  variables  se  rapjiortent  au 
motivement  les  formules  doivent  donner  les  cas,  soit  du  mouvement 
'nul  ou  évanescent,  soit  du  mouvement  acquis  et  actuel  dont  les  change- 
ments sont  nuis , cas  qui  ont  lieu  lorsque  les  systèmes  de  cor[>s  et  de 
forces  sont  tellement  combinés  qB'ces  forces  se  contrebalancent  réci- 
proquement, et  se  font  équilibre. 

Ces  observations  et  quelques  autres  que  je  supprime  pour  abréger 
prouvent  qu'on  pourrait , -ainsi  que  je  l’ai  déjà  insinué  , art.  i3,  com- 
mencer l’étude  de  la  mécanique  par  la  partie  de  cette  fitience  qui  traite 
du  mouvement , et  même  ne  pas  regarder  la^Statique  comme  une  de 
ses  divisions  particulières  , en  liant  la  série  des  propositions  qu’on  y 
démontre  aux  questions  de  mouvement.  Cette  marche  serait  peut-être-, 
philosophiquement  parlant , la  plus  régulière , et  même  il  est  conve- 
nable de  la  suivre , ainsi  que  je  l’ai  fait , au  moins  en  présentant  les 
premières  notions  sur  la  force  ou  puissance,  notions  auxquelles  je  suis 
parvenu  par  la  considé-ration  du  mouvement,  les  rattachant  par  là  aux 
effets  qui  frappent  le  plus  souvent  et  le  plus  vivement  nos  sens  ; 
c’est  après  les  avoir  ainsi  ctabTies  que  je  me  suis  restreint  à un  cas  par- 
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ticulier  de  l’action  de  la  force,  pour  établir  la  théorie  de  l’équilibre  des 
/nessions  sur  laquelle  la  théorie  du  mouvement  jette  encore  quelque 
jour,  quelque  claire  et  rigoureuse  que  soit  son  exposition  immédiate 
et  isolée. 

670.  J'ai  déjà  dit  que  l’organisation  et  le  but  des  études  de  l’école, 
pour  laquelle  ce  cours  est  rédigé  , motivaient  et  rendaient  nécessaire 
l’enseignement  séparé  et  préliminaire  de  la  Statique.  Si  la  nature  offre 
à nos  yeux  beaucoup  plus  de  phénomènes  de  mouvement  que  de  cas 
d’équilibre  , si  elle  nous  indique  le  passage  des  premiers  aux  der- 
niers comme  le  plus  conforme  à la  saine  méthode  de  raisonner,  d’un 
autre  coté,  les  besoins  des  arts  et  la  science  de  l’ingénieur  fournissent  à 
chaque  instant  des  ocoksions  de  traiter  des  questions  importantes  qui  ap- 
partiennent à la  Statique  ; cette  partie  de  la  mécanique  est  un  instru- 
ment dont  on  a à se  servir  si  fréquemment  , qu’on  ne  saurait  trop  tôt 
s’en  rendre  l’usage  extrêmement  familier.  J’ajouterai,  par  anticipation, 
que  la  Dynamique  , elle  même  , apri-s  avoir  donné  naissance  à la  Sta- 
tique, trouve  ensuite,  dans  les  formules  de  celle-çi , des  moyens  pour 
la  mise  en  éqtuitmn  des  problèmes  auxquels  elle  doit,  principalement, 
son  état  actuel  d’avancement  .et  de  perfection. 

Du  temps , considéré  comme  quantité  mathématique  , et  de  sa  mesure. 

671.  Les  formules,  tant  de  la  SAque  que  de  la  Dynamique,  ren- 
ferment , comme  variables  ou  constantes  , connues  ou  inconnues , les 
intensités  des  forces,  les  quantités  par  lesquelles  on  détermine  leurs 
directions  et  leurs  sens  d’action,  les  dimensions,  les  formes  et  les  positions 
des  systèmes  airxquels  elles  sont  appliquées;  mais,  parmi  les  quantités 
qui  se  rapportent  aux  dimensions  de  l’espace,  il  en  est  d’employées  ex- 
clusivement par  la  Dynamique , savoir  celles  au  moyen  desquelles  on 
fixe  les  jxtsitions  successives  d’un  |K>int  matériel  ou  d’tin  corps  qui  en 
change  contiriuellement.  Ces  indéterminées  doivent  être  soigneusement 
distinguées  de  celles  qui  se  rapportent  aux  positions  respectives  des  dif- 
férents points  d'un  corps  ou  d’un  système  de  corps,  et  déterminent,  par 
conVquent , son  étendue  et  sa  forme  ; les  unes  et  les  autres  sont , à la 
vérité  , destinées  à repré-senter  et  à mesurer  les  trois  dimensions  de 
l’espace,  mais  les  premières  dépendent  toujours,  et  csscnticllentent  du 
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temps  f c’est-k-dire  qu’elles  sont  fonctions  du  temps , constantes  et 
variables  avec  lui.  Le  temps , dont  la  considération  était  étrangère  à 
nos  précédentes  recherches  sur  l’équilibre  , doit  donc  devenir  un  élé- 
ment de  calcul  dans  celles  qui  vont  nous  occuper,  et  il  faut  désormais 
le  considérer  comme  une  quantité  mathématique. 

67a.  La  mémoire  nous  fournit  un  premier  moyen  de  nous  repré- 
senter le  temps , comme  susceptible  de  plus  et  de  moins,  lorsqu’elle 
retrace  à notre  esprit*une  série  de  sensations  ou  d’idées  qui  l’ont  suc- 
cessivement occupé  ; il  est  naturel  d’alTirmer  que  la  durée  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  surpasse  la  durée  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
deux , que  la  durée  des  trois  premières  surpasse  celle? d’une  ou  de  deux 
quelconques  de  ces  trois  premières  etc.  ; nos  jugements  sur  le  temps 
écoulé , sont  même  tellement  dépendants  de  nos  sensations  et  de  nos 
idées  successives , que  si  nous  avons  été  totalement  privés  de  ces  sen- 
sations, ou  idées,  entre  deux  instants,  qui  peuvent  être  séparés  par 
une  durée  quelconque  , nous  n’avons  aucun  sentiment  de  cette  durée, 
les  deux  instants  qui  l’ont  commencée  et  finie  se  confondant  pour  nous 
en  un  seul. 

Ainsi  l’homme,  en  qui  l’attribut  essentiel  de  la  quantité , c’est-à-dire 
la  propriété  de  pouvoir  être  augmenté  ou  diminué , est  naturellfmcnt 
lié  à l’idée  du  temps  , ne  trouvant  dans  ses  facultés  individuelles  , 
pour  comparer  diverses  duiées  , qu’une  échelle  oivne  peut  pas  plus  in- 
fidèle et  fautive,  a besoin  de  chercher  hors  de  lui,  un  type  déterminé 
et  invariable,  auquel  il  puisse  rapporter  cette  espèce  de  quantité,  lors- 
qu’il s’agit  de  l’introduire  dans  des  calculs  rigoureux.  J’ai  fait  voir  , 
art.  14,  qu’il  en  était  de  même  de  Xa  force  ou  puissance  , et  la  pe- 
santeur, à qui  la  statique  doit  les  moyens  de  mesurer  celle-ci,  va  aussi 
nous  fournir  Yunité  ou  le  terme  de  comparaison  du  temps, 

. Imaginons  un  nombre  indéfini  de  fils,  attachés  à une  même  ligne 
horizontale  , à chacun  desquels  soit  suspendu  un  point  matériel  pesant , 
et  formant,  par  conséquent,  un  système  de  pendules,  que  je  suppose 
de  même  matière,  parfaitement  semblables  et  égaux  à tous  égards  } 
imaginons,  de  plus,  que  ces  pendules  sont  retenus  dans  le  plan  verti- 
cal qui  passe  par  la  ligne  horizontale  de  suspension , et  dans  des  posi- 
tions inclinées , de  manière  que  chaque  fil  fasse  le  même  angle  avec 
la  verticale  ; silpposons  enfin  que  l’obstacle  qui  tient  le  premier  pro- 
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dulc  (celui  qui  est  h ^c>ll■^Tllité  du  système)  incline,  soit  tout-ii-roup 
détruit,  sans  qu’il  en  résulte  aucune  action  sur  le  pendule,  de  manière 
que  ce  pendule  , ci'dant  à la  pesanteur , aille  reprendre  sa  *situatiôn 
verticale,  qu’nussitôt  qu’il  est  dans  cette  situation,  le  a',  pendule  soit 
lâché,  puis  le  3'.  dès  que  le  2'.  est  devenu  vertical,  et  ainsi  des  autivs; 
on  peut , si  l'on  veut , supposer  encore  qu’aussitét  que  chacun  de  ces 
pendtiles  arrive  dans  la  verticale  , il  est  subitement  caché  de  manière 
à disparaître  aux  yeux  du  spectateur  qui  a la  perception  de  leurs  chutes 
successives  ; ce  spectateur  sera,  dans  cette' circonstance,  et  pour  cette 
espèce  particulière  de  phénomène,  en  droit  d'affirmer  que  le  rapport  de 
la  durée  partielle'd’unc  des  sensations  causées  par  les  chutes  de  cw  pen- 
dules , est  à leur  durée  totale  comme  l’iinité  est  au  nombre  des  sensa- 
tions; il  en  est  de  cette  proposition  comme  de  celle  qui  m’a  conduit , art. 
16  et  suivants,  h la  détermination  du  type  naturel  de  la  force  ou  puis- 
sance, on  ne  saurait  la  nier  qu’apri-s  avoir  ruiné  toute  base  de  raisonne- 
ment en  phvsiqtie.  Le  spectaleurdont  j’alparitvpoMra  donc  désormais,  sans 
s’occuper  de  la  chute  de  ces  pendules  qiii  est  censée  continuée  indéli- 
niment,  comparer  exactement  entr’elles  les  diverses  portions  de  la  du- 
rée de  sa  vie,  s’il  connaît  les  nombres  des  chutes  qui  ont  eu  lieu  pen- 
dant chacune  de  ces  portions  de  durée,  prise  pour  unité  de  temps. 

Les  sous-divisions  égales  de  cette  unité  ne  sont  pas,  comme  je  le 
ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  données ^ar  les  sous-divisions  égales 
des  arcji  que  décrivent  les  pendules  , mais  on  peut  les  obtenir  par  un 
autre  système  de  pendules,  tel  que  deux  , trois  etc.  chutes,  dans  ce 
deuxième  système  , correspondent  i tinc  seule  chute  du  premier. 

678.  Ces  moyens  de  mesurer  le  temps,  sont  effectivement  ceux  qu’on 
emploie , avec  cette  différence,  qu’un  seul  pendule  tient  lieu  du  système 
que  j’ai  supposé  en  contenir  un  nombre  indélini.  Cette  substitution  est 
fondée  sur  la  propriété  qu’a  le  pendule  (si  certaines  conditions, quo 
je  ferai  connoîire  quand  il  sera  temps,  se  trouvent  remplies),  lorstpi’il 
est  arrivé  à la  verticale,  de  décrire  en  montant,  de  l’autre  côté  de  cette 
verticale,  un  arc  égal  à celui  qu’il  a décrit  en  descendant;  de  plus, 
chacun  de  ces  arcs  est  parcouru  dans  le  même  temps,  et  le  chemin  que 
fait  le  pendule,  en  les  parcourant  tous  deux  , se  nomme  une  oseil la- 
lion  ) lorsqu’il  a fait  cette  osci/lafion  dans  un  sens,  il  en  fait  une 
parfaitément  égale  et  de  même  durée  dans  le  sens  opposé,  laquelle 
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fst  suivie  d’une  3*.  remplissant  les  mêmes  conditions,  et  ainsi  de  suite. 
Une  machine  fait  ordinairement. l’office  de  compteur , et  sert  <i  indi- 
quer le  nombre  des  oscillations  qui  mesure  le  temps  écoulé  entre'  deux 
instans  , le  pendule  mathématitjue , dofit  je  viens  de  parler,  pouvant 
toujours  être  remplacé  par  une  masse  finie,  qui  oscille  autour  d’un  axe 
horizontal,  lorsque  la  distance  entre  cet  axe  et  un  point  de  la  niasse  , 
que  les  élèves  apprendront  à déterminer  dans  la  suite  du  cours , est 
égale  à la  longueur  du  pendule  mathématique. 

674.  Dès  qu'on  a une  seule  de  ces  machines,  construite  de  manière 
& être  un  chronomètre  régulier , on  en  [leut  construire  un  nonibre  ar- 
bitraire d’autres,  auxquelles  elle  sert  de  modèle  ou  à’étalon , et  ai%ir 
en  divers  temps,  dans  un  même  lieu,  des  types  de  durée  comparables 
entr’eux  , comme  on  en  a pour  toute  autre  espèce  d’objet  mensurable  ; 
mais  quelques  précautions  qu’on  prenne  pour  rendre  un  type , fourni 
par  l’art , aussi  exact  et  aussi  peu  altérable  que  puissent  l’être  des  ou- 
vrages sortis  de  la  main  des  hommes,  il  n’en  est  pas  moins  très-impor- 
tant de  sa/oir  si  la  nature  ne  nous  en  fournirait  pas  un  autte  qu’au- 
cune cause  de  destruction  et  de  vicissitude  , dépendante  des  lois  con- 
nues auxquelles  elle  est  soumise  , ne  puiss?  atteindre  ; ce  type  naturel 
et  invariable  existe,  on  peut  y avoir  recours,  avec  la  même  facilité, 
dans  tous  les  temps  et  dans  tous  les  lieux  , et  il  est  donné  par  la  ré-- 
volution  de  la  terre  sur  son  axe,  autour  duquel  elle  décrit , dans  des 
temps  égaux  , des  angles  dont  l’égalité  est  également  constatée,  et  par 
la  théorie  et  par  l’observation. 

L’intervalle  de  temps  écoulé  entre  deux  retouis  du  même  méridien  à 
un  plan  qui , parallèle  à un  autre  ])lan  fixe,  passe  par  l’axe  de  rotation  de 
la  terre,  est  ce  qu’on  ap[)clle  un  \<3ux  sydéral.  Pour  rapporter  ce  jour  et 
ses  sous-divisions  h des  mesures  absolues,  il  faut  avoir,  à la  latitude  de 
Paris,  un  jiendule  physique,  faisant,  dans  un  temps  donné,  un  nombre 
d’oscillations  égal  à celui  qu’on  obtiendrait,  jwndant  le  même  temps,  du 
pendule  mathématique  dont  j’ai  parlé  à l’art,  précédent  (nombre  qui  me 
détennine  , avec  la  plus  grande  précision,  par  le  calcul)  et  supposant 
que  le  dernier  pendule  ait  une  longueur  de  o‘“,73786ii,  la  durée  du 
jour  sydcral  sera  exactement  mcsui-ée  par  100000  de  ces  oscillations. 

Cette  longueur  convient  au  niveau  de  la  mer  et  à la  latitude  de 
Paris  ; à une  latitude  quelconque  et  toujours  au  niveau  de  lu  mer , 
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la  longueur  du  jjendule  qui  donne  un  looooo'.  du  jour  syd^ral  se  calcule  j 
comme  je  leferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  par  uneformulequi  contient 
un  terme  constant  et  un  terme  proportionnel  au  quarré  du  sinus  de  la 
latitude,  formule  à laquelle »on  peut  en  substituer  une  contenant  un 
terme  constant  et  un  autre  terme  proportionnel  au  cosinus  du  double 
de  la  latitude  ; le  terme  constant  de  la  première  formule  étant  la  lon- 
gueur du  pendule  s y de  ra!  sous  l’équateur,  et  le  terme  constant  de  la 
seconde,  la  longueur  du  même  pendule  sous  le  parallèle  moyen. 

Si  on  divisait  le  jour  sydéral  en  24  heures,  et  chaque  heure  en  60 
minutes  , ou  36oo  secondes , une  de  ces  secondes  serait  mesurée  par 
Itscillation  d’un  pendule  de  o™, 9884327  de  longueur. 

6y5.  Le  terni»  sydéral  dont  les  astronomes  font  un  fréquent  usage , 
a cependant , pour  les  usages  civils , des  inconvénients  qui  ne  ix^rmettent 
]>as  de  remployer  : inconvénients  qui  tiennent  à la  dilTércnce  entre  le 
jour  sidéral  et  le  jour  solàire  celui  qui  s’écoule  entre  deux  passages 
consécutifs  du  soleil  par  le  même  méridien.  Si  une  horloge,  réglée  sur  le 
temps  sydéral , marque  rnidi^.u»joor  dwiné,  au  moment  où  le  soleil 
traverse  ce  méàdien  ,'le  lendemain  l’instant  de  son  midi  précédera  le 
midi  solaire,  d’environ  , de  jour,  et  l’intervalle  de  temp  entre  les 
deux  midi,  s’accroîtra  de  jour  en  jour,  de  manière  que  l’horloge  sjy- 
dérale  ne  sera  nullement  propre  ù indiquer,  même  à peu  près,  soit 
l’instant  du  midi  solaire,  soit  les  divisions  du  jour  rapportées  à cet  ins- 
tant , et  il  est  indispensable  qu’une  horloge  adaptée  aux  besoins  de  la 
société  remplisse  cette  condition.  L’exi>édicnt,  qui  se  présente  naturel- 
lement dans  cette  circonstance , est  de  prendre  le  jour  solaire  pour 
type  du  temps  civil,  mais,  par  cet  expédient,  on  n’arriverait  point 
encore  au  but  proposé,  pareeque  les  jours  solaires  ne  sont  point  égaux 
entr’eux.  Pour  se  tirer  de  ces  divers  embarras  et  avoir  une  mesure  du 
temps  invariable  et  convenable  aux  usages  civils,  on  a adopté  un  jour 
fictif  qu’on  appelle  jour  moyen , dont  la  durée  qui  tient  un  certain  mi- 
lieu entre  les  plus  grands  et  les  plus  petits  jours  solaires,  est  telle  que 
si  une  horloge , réglée  sur  le  temps  moyen  , indique  midi , h l’instant 
du  passage  du  soleil  au  méridien,  son  midi  dilTèrera,  le  lendemain,  du 
midi  solaire;  cette  différence  s’accroitra  les  jours  suivants,  mais  sans 
aller  au  delà  d’une  certaine  limite;  arrivée  à cette  limite,  la  différence 
diminuera  pour  reprendre  ensuite  des  accroissements,  et  aura  lieu  ainsi , 

tantôt 
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Untôl  en  plus,  tantôt  en  moins,  de  manière  cependant  que  jamais, 
l'instant  de  déport  étant  convenablement  choisi , l’avance  ou  le  retard 
du  midi  moyen  sur  le  midi  solaire,  qui  s’appelle  équation  du  temps, 
n’excède  de  jour  environ;  on  trouve  l’équation  du  temps , pour 
chaque  jour  de  l’année,  dans  le  livre  de  la  connaissance  des  temps  et 
dans  Vannuaire  du  bureau  des  longitudes. 

676.  La  longueur  du  pendule,  qui,  k la  latitude  de  Paris,  fait  100000 

oscillations  pendant  un  jour  moyen,  est  de  o“, 74 19070  et  celle  du 
pendule,  qui,  k la  même  latitude,  divise  ce  jour  en  86400  pqjties,  est 
de  O"*, 9988536;  je  démontrerai , dans  la  suite  du  cours,  la  théorie  sur 
laquelle  ces  déterminations  sont  fondées.  Le  premier  pendide  s’appelle 
pendule  décimal , et  le  second,  sexagésimal.  On  prend  pour 

unité  de  temps  la  durée  d’une  oscillation , ou  de  l’un  ou  de  l’autre,  et , 
Iqrsque  je  donnerai  des  mesure»  absolues  de  durée,  j’aurai  soin  de  dire 
si  elles  se  rapportent  k la  division  décimale  ou  k la  division  sexagési- 
male du  jour  moyen. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  le  jour  moyen  étant  représenté  par 
l’unité,  le  jour  sera  = 0,997369.57;  la  différence  = 0,00378048 

de  jour  moyen  , et,  en  division  sexagésimale  de  ce  jour,  3'.  55",  9091. 
Réciproquement  si  le  jour  sydéral  = i , le  jour  moyen  = 1,00378791. 

CoDsiflérationi  géncralct  sur  les  rclationa  entre  les  espaces  parcourus  par  un 
point  matériel,  et  les  temps  employés  ^-parcourir  ces  espaces.  DifTérenlea 
espèces  de  mouvements  que  comportent  ces  relations.  Dé6nilions  du  mouve- 
ment uniforme  et  du  mouvement  varié.  Ce  qu’on  entend  par  mouvement  ac- 
céléré et  mouvement  retardé.  Considérations  analytiques  applicables  à tout 
les  genres  de  mouvements. 

• 

677.  La  ybree  ou  puissance  'étant  une  propriété  de  la  matière , et 
une  faculté  des  êtres  animés,  dont  la  nature  intime  nous  est  inconnue, 
et  dont  nous  ne  pouvons  nous  faire  une  idée  que  par  ses  effets,  je  dois, 
avant  de  la  considérer  comme  produisant  un  mouvement  actuel,  et  de 
poser  les  principes  relatifs  k sa  mesure  et  k son  introduction  dans  le 
calcul,  sous  ce  point  de  vue,  parler  d’abord  du  mouvement,  abstrac- 
tion faite  de  la  cause  motrice , et  chercher  k faire  un  classement  des 
phénomènes  qu’il  offre  k nos  yeux.  On  verra  bientôt  combien  cet  ordre 
d’exposition  est  utile  et  même  indispensable  pour  la  clarté. 

I 3 
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Je  ne  considérerai , dans  ces  premières  notions  , qii’un  seul  corps 
mobile,  et  même  ce  mobile  sera  réduit  à n'ètre  qu'un  point  matériel.  Je 
supposerai  de  plus,  pour  fixer  davantage  les  idé'CS.que  la  ligue  dé-crite  par 
ce  point  mobile,  dans  l'espace,  est  une  ligne  droite  donnée  de  position 
quoique  Cette  dernière  hypothèse  ne  soit  pas  absolument  né-cessaire  à 
l'intelligence  de  ce  que  je  vais  dire. 

Dans  cet  état  de  choses,  si,  en  observant  les  difTérents  points  de  la  ligne 
du  mouvement  que  le  mobile  occtipe  successivement , on  observe  simul- 
tanément le  nombre  d'unités  de  temps  indiquées  par  un  chronomètre, 
et  qu’on^omme  / le  nombre  de  ces  unités  comptées  à l'instant  où  le 
mobile  est  à une  distance  ar  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite  du 
mouvement,  l'expression  analytique  des  lois  auxquelles  sont  soumis  les 
phénomènes  apparents  du  mouvement  dont  il  s'agit  ne  pourra  être  que 
l’énonciation  de  certaines  relations  enlr^  les,quanlilés  x et  t,  quantités 
dont  le  rapprochement  fournira  bientôt  des  bases  importantes  de  théorie. 

6“8.  Les  n’sultats  de  ce  rapprochement  seront  donc  énoncés  par  des 
formules  dans  lesquelles  x et  / se  trouveront  combinées  ensemble;  mais 
ces  quantités  sont  de  natures  dlflérentes  et  II  faut  d’abord  expliquer 
comment  elles  doivent  être  envisagé-es  , lorsqu’on  les  introduit  dans  une 
même  équation. 

Une  quantité,  de  quelque  nature  qu’elle  soit,  ne  peut  devenir  l’é- 
lément d'un  calcul  qu’autant  qu’elle  est  rapportée  à une  unité,  ou  à une 
autre  quantité  de  même  nature  qu’elle,  dont  la  fixation  est  arbitraire, 
mais  qui,  une  fois  fixée,  ne  doit  jdus  changer,  du  moins  t.mt  qu’elle  est 
employée  dans  un  même  calcul;  l’énoncé  numéritfuc  de  cette  quantité 
n’est  autre  chose  que.  l’énoncé  du  rapport  qu’elle  a avec  la  quantité 
déterminée  choisit^  |>our  son  unité',  ainsi  prenant  la  looooo*.  partie  du 
jour  moyen  pour  la  quantité  déterminée  de  temps  qui  doit  servir  d'u  - 
nité  aux  quantités  de  son  espèce,  le  signe  t n'est  que  l’indication  du 
nombre  de  fois  qu’un  temps  quelconque  contient  ce  temps  déterminé 
é'galà  la  looooo*.  partie  du  jour  moyen.  On  voit,  par  la,  comnrent  l’in- 
troduction de  t dans  le  calcul  a’est  que  celle  du  rapport  entre  deux 
quantités  de  même  espèce,  ou  d’im  nombre  abstrait. 

Les  mêmes  raisonnements  s’appliquent  à la  quantité  x relativement 
à l’iinUé  de  longueur,  et  dès-lors  la  co-existence  de  x et  L dans  une 
même  équation  n’oiïre  plua  de  düTiculté. 
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« 679.  Cm  pn'Iiininairps  pos^-s  et  étant  le  sij*ne  de  fonction , tout  ee 

«)uc  les  phénomènes  du  mouvement  rectiligne  d’u  1 point  mnlériél 
peuvent  offrir  à l’analyse  doit  pouvoir  s’exprimer  par  une  ét|«alion  qui 
a pour  symUMe  général 

(t, /)=o 


ou  s’cn  déduire,  les  diverses  espèces  de  mouvement  se  rapportant  à des 
cas  particuliers  de  celte  équation. 

J’observerai , avant  de  passer  à ces  différents  cas,  qu'on  ne  doit  point, 
en  général , ainsi  que  les  commençants  sont  presque  toujours  tentés  de 
le  faire,  considérer  comme  l’espace  parcouru  pendant  le  temps  t ; 
cette  circonstance  n’a  lieu  que  lorsque  l’équation  <î(a?,/)  = o est  telle 
qu’on  a en  même  temps,  C=o  et  37  = 0^'  dans  tout  les  autres  cas  si 
on  suppose  qu’en  faisant  / = o,  on  ait  x = E,  l’es|)ace  pareouru  , 
pendant  le  temps  t sera  x — E,  la  constante  E é'tant  la  distance  à 
laquelle  le  mobile  se  trouve  du  point  fixe,  pris  sur  la  ligne  du  mout  e- 
ment  pour  origine  des  x , lorsque  / = o.  Les  variations  de  x et  t sont , 
et  seront  dans  ce  qui  suit,  assujetties  à la  loi  de  eontinuitt'. 

680.  Le  cas  de  l’équation  générale  /)  = o,  qui  donne  la  relation 
la  plus  simple  entre  les  espaces  x — E et  les  temps  t employés  à par- 
courir ces  espaces,  a lieu  lorsque  t)=x — E — Vt  ou  lorsque 


y étant  une  quantité  constante.  Le  mouvement  qui  comporte  cette 
relation  s’appelle  mouvement  uniforme , j’en  parlerai  bientôt  avec 
quelque  détail. 


681.  Lorsque  la  relation  ^ V ■=■  o n’a  pas  lieu  le  mou- 

vement prend  la  dénomination  générique  de  mouvement  varié } ce 
genre  se  sous-divise,  ensuite,  en  deux  classes,  savoir  : le  mouvement 
aeeéléré  dans  lequel  le  rapport  entre  les  espaces  [larcourus  et  les  temps 
t employés  jjarcourir  ces  espaces  augmente  avec  t,  et  \e mouvement 
retardé  dans  lequel  ce  même  rapport  diminue  avec  t. 

682.  mouvement  uniforme,  dans  lequel  le  rapport  dont  je  viens 
de  parler  est  constant,  peut  ainsi  être  regardé,  soit  comme  le  passage 
du  mouvement  accéléré  au  mouvement  retardé,  soit  comme  le 
passage  inverse;  de  plus  il  résulte,  de  la  théorie  des  équations,  qu’un 
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mouvement  peut  être  successivement  accéléré  et  retardé  quoique  sa  loi 
ne  cesse  pas  d’étre  exprimée  par  une  même  équation  formant  un  cas  par- 
ticulier de  l'équation  générale  <}(x^/)  = oy  mais,  comme  je  suppose 
que  X et  r sont  assujettis  à la  loi  de  continuité,  je  pu*is  prAenter  le  clas- 
sement de  l’article  précédent  de  manière  à indiquer , sans  équivoque , 
le  mouvement  qui  a lieu  à un  instant  déterminé  en  disant  que  ce  mou- 
vement est  uniforme,  accéléré  , ou  retardé,  respectivement,  suivant 

que  constant,  croissant  ou  décroissant  lorsque  / varie  d'unequan- 

tité  infiniment  ]X"tite.  Je  prends  dt  pour  diflTérentielle  constante  et 
je  conserverai  cette  hypotlièse  dans  la  presque  totalité  des  questions  de 
mécanique,  auxquelles  l’analyse  devra  être  appliquée. 

6§3.  L’origine  de  la  variable  x est,  d’après  la  convention  faite  art.  679, 
à une  distance  £ du  point  où  le  mobile  se  trouve  lorsque  l’on  compte 
icro  temps  J pour  avoir,  à ce  dernier  point,  l’origine  des  espaces  par- 
courus pendant  les  temps  t,  et  désignés  pur  on  fera  x — £ = ^eton 
substituera  ^ E k x dans  l’équation  ^{.v,  t)=^o  j mais  on  a une 
métliode  générale  pour  déduire,  de  l’équation  (ê(.x,  /)  =0,  une  relation 
entre  des  espaces  quelconques,  désignés  j»r  e,  et  les  temps,  désignés 
par  T,  pendant  lesquels  ces  espaces  e sont  parcourus,  relation  qui,  don  ■ 
nant,  par  l’état  de  la  question,  e = o lorsque  r = o , permet  en  même 
temps  de  placer  l’origine  des  e & un  point  arbitraire  de  la  ligne  du  mou- 
vement. Supposant,  pour  plus  de  commodité,  que  l’é'quation  ^ (Xj/)  = o 
est  résolue  par  rapport  à x,  cette  équation  devient 


prenant  l’origine  de  « à l’extrémité  d’une  valeur  arbitraire  de  x,etfaisaut, 
pourabréger,  (t)  , 


etc.  (il  faut  se  rappeler  que  dl  doit  toujours  être  supposé  constant,  à 
moins  qu’on  ne  prévienne  qu’il  est  variable)  on  aura,  par  les  théorèmes 
d'analyse  connus, 

e = r/'  (/)-(-  i r3/"'  ( /)  + etc. 

/'(Or/"  (/),/'"  {/)x  etc.  représentent  ici  des  constantes  ; ce  sont 
des  quantités  qui  se  rapportent  à l’origine  de  r et  tant  que  celte  origine 
demeure  la  même  les  seules  variables  de  l’éqiialion  précé'dcntc  sont 
< et  r. 
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684.  Si  daBS  la  fonctlony’' ( /)  on  substitue  k t,  en  désignant 

par  il  une  quantité  positive  plus  petite  que  l’unité,  on  aura  par  le  thé- 
orème de  Lagrange 

cette  équation  me  servira  à éclaircir  quelques  points  de  théorie. 

Propriété!  du  mourement  uniforme.  Définition  de  la  vUeste.  Mouvement!  va- 
rie! qui , pour  certaine!  division!  du  temps  , offrent  lea  propriétés  du  mou- 
vement uniforme. 

685.  On  peut  énoncer  ainsi  la  propriété  fondamentale  du  mouvcrne/it 
uniforme:  « la  ligne  parcourue  par  le  point  mobile  étant  supposée 
« divisée  en  parties  égales,  les  temps  employés  à parcourir  chacune  de 
» ces  parties  seront  aussi  égainc  entr’eux,  quelque  soit  la  distance  entre 
« deux  |)oints  de  division  consécutifs  de  la  ligne  jiarcourue.  » 

Cette  propriété  fondamentale  est  évidemment  énoncée  par  l’équatiot» 
de  l’art.  680 

x — EJfVl; 

dans  laquelle  x est  la  distance  & laquelle  le  mobile  se  trouve,  au  bout 
du  temps  t , d’un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  du  mouvement,  E la  dis- 
tance de  ce  point  fixe  h celui  où  se  trouve  le  mobile  lorsque  l’on  compte 
iero  temps , et  V une  autre  constante. 

On  voit  en  effet  que  si,  par  exemple,  k partir  du  puint  où  x = E , on 
porte,  sur  la  ligne  des  x,  des  divisions  égales , la  longueur  d’une  de  ces 
divisions  , «que  je  désigne  par  ea  , étant  arbitraire,  les  valeurs  de  x , 
correspondantes  à chacune  d’elles,  de  part  et  d'autre  de  ce  point  où 
x — E,  seront  E-\-co,  i?4-3rjetc.  £ — e>jE — etc.  et  lés 

, O 3(0  3(u  ro 

valeurs  correspondantes  de  t seront  -p-j  > — y-  j etc. >' 

3(0  . 

-yr-  , etc.  de  manière  que  le  temps  employé  à parcourir  l’une 

quelconque  des  divisions  (o  aura  pour  valeur  numérique quelque 

soit  la  valeur  particulière  de  ro.  On  arriverait  k un  résultat  semblable  en 
plaçant  un  des  points  de  division  partout  ailleurs  qu’au  point  oiix  = E. 

686.  Les  valeurs  de  .r  et  / étant  quelconques  si  t augmente  d’une 
unité  de  temps , ou  de  i"^  l’équation  x = E V t deviendra; 


t4  D V N A M I Q V t K L l;  M F H T * I R E. 

X 4-  «=  E + i")  eu  désignant  par  a»  l’espace  parcouru  par  le 

mobile  pendant  j retranchant  la  première  équation  de  la  seconde 
<in  a = d'où  on  conclut  que  la  constante  y est  l’espace  que  le 
mobile  parcourt  pendant  chaque  unité  de  temps. 

Cette  constante^  est  une  quantitéque  j’appelle  carrrc/em/jyuej  jiarce- 
qu’elle  distingue  un  mouvement  uniforme  de  tout  autre  mouvement  du 
même  genre  ; une  propriété  semblalrle  ne  peut  point  appartenir  è-  la 
constante  E)  \si  que  cette  constante  dépend  de  la  position  de  l'origine 
des  .r,  laquelle  origine  peut , pour  un  mémo  mouvement,  être  placée  ar- 
bitrairement, au  lieu  que  y ne  peut  changer  qu’avec  le  mouvement. 

Par  cette  raison  on  a donné  ii  la  caractéristique  V un  iK)m  particulier 
et  on  l’a  appelé  vitesses  l’acception  de  ce  mot  est  parfaitement  con- 
forme à celle  qui  lui  est  attribuée  dans  le  langage  ordinaire;  on  dit 
qu’un  mobile  se  meut  plus  ou  moins  vile  qu’un  autre,  lorsqu’il  par- 
court un  même  espace  dans  un  temps  plus  ou  moins  court,  ce  qui, 
en  présupposant  l’unifbrmité  du  mouvement,  revient  à dire  qu’il  par- 
court, pendant  chaque  divisioa  égale  du  temps,  un  espace  plus  ou 
moios  long. 

687.  Lorsque  l’espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps 
n’est  jias  immédiatement  donné,  mais  que  l’on  connoit  l’rsparc  total 
X parcouru  pendant  un  temps  T,  on  en  conclut  la  vitesse  y en  subs- 
tituant , dans  l’équation  de  l’art. 685,  X k x — £ et  7’ à tj  ce  qui  donne 


« la  vitesse,  dans  le  mouvement  uniforme,  est  égale  à l'espace  parcouru 
« divisé  par  le  temps  employé  à jrarcourir  cet  espace,  a 

688.  L’équation  yT=X  àc  l’art,  précédent  sert  à déterminer  l’une 
quelconque  des  trois  quantités  P',  T cl  X lorsque  les  deux  autres  sont 
connues;  ainsi,  la  vitesse  et  le  temps  étant  les  données,  l’espace  par- 
couru se  calcule  en  multipliant  la  vitesse  par  le  temps;  « lorsque  ces 
« données  sont  l’espace  parcouru  et  la  vitesse  le  tem|is  se  calcule  en 
« divisant  l’espace  parcouru  par  la  vitesse.  » 

11  ne  faut  Jjas,  relativement  à ces  règles  de  calcul,  perdre  de  souve- 
nir les  explications,  consignées  dans  l’art. 678,  sur  la  manière  d’envi- 
sager les  quantités  X et  T lorsqu’elles  constituent  les  éléments  d’un 
même  calcul. 

• 
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689.  Si  plusieurs  points  mobiles  se  iiieuveiU  unifbrménRcnl , le  mou* 
vcmeiil  de  chacun  d'eux  sera  c.\pviiné  par  une  équation  de  la  forirte 
ir  = /?  + f't  ; on  peut  supposer  que  tous  ces  mobiles  marchent  sur  une 
même  ligne  droite  , et  chercher  leurs  distances  respectives  à des  ins- 
tants déterminés  , les  points  de  la  ligne  du  mouvement  oii  ils  se  ren- 
contrent deux  à deux,  trois  k trois,  etc.  les  instants  de  ces  rencontres 
etc.  ; ces  problèmes  sont  connus  sous  le  nom  de  problèmes  des  cour- 
riers} on  peut  encore  supposer  que  tous  ces  mobiles  circulent  autour 
d’une  même  courbe  fermée  (ce  cas  renferme  les  problèmes  des  aiguilles 
qui  parcourent  un  même  cadran)  ; dans  ce  ais  les  pliénomènes,  dont  je 
viens  de  parler,  se  renouvellent  périodiquement,  et  leurs  époques 
donnent  lieu  à des  déterminations  qui  s'obtiennent  généralement,  ainsi 
que  les  solutions  des  problèmes  des  courriers  , par  des  combinaisons 
d'équations  de  la  forme  x = E-\-  V tj  ces  problèmes  peuvent  fournir 
une  matière  d'exercice  aux  élèves,  mais  je  ne  m’y  artvlerai  point  vir 
leur  peu  d'utilité;  ils  trouveront  aux  art.  8 et  9 de  ma  Mécanique  phi- 
losophique, les  formules  générales  qni  les  résolvent. 

690.  J'ai  dit  , art.  672,  à propos  de  la  mesure  du  temps, que  les  os- 
cillations du  pendule  étaient  toutes  d’tgale  durée , mais  que  les  sous- 
divisions  égali's  de  l’arc  décrit  dans  une  oscillation  n’étaient  pas  par- 
courues dans  des  temps  égaux  ; d’après  cela,  si  on  portail  sur  une  même 
ligne  droite,  un  nombre  indéfini  de  longueurs  consécutives  et  contiguës, 
égales  à l’arc  dé’crit  |vir  le  point  infé-rieur  du  pendule,  dans  chaque  oscil- 
lation, et  qu’un  mobile  parcourut  successivement  ces  longueurs,  ayant, 
à un  point  quelconque  de  l’une  d’entr’elles , précisément  le  même  mou- 
vement dont  est  doué  le  point  inférieur  du  pendule , au  point  corres- 
pondant de  l'arc  qu'il  décrit,  il  résulterait  de  ces  dis|Kisitions  que  dcs*divi- 
sions  de  la  ligne  du  mouvement , égales  enlr'ellcs  et  k un  nombre  entier 
des  longueurs  dont  je  viens  de  parler,  seraient  parcourues  dans  des  temps 
égaux,  ce  qui  offre,  pour  ce  mode  de  sous -division,  la  propriété  du  mou- 
vement uniforme,  mais  celte  propriété  n'aurait  pas  lieu  pour  un  mode 
quelconque  ou  arbitraire  de  sous-division  de  la  ligne  du  mouvement. 

L'é(|uatioo  du  symixile  de  mouvement  uniforme  , dont  je  viens  dr 
parler,  en  ne  le  bornant  pas  au  cas  du  pcmlule,  mais  en  l’étendant  k temv 
les  cas  qui  offrent  des  phénomènes  de  même  espèce , est  © -f  t } 
X et  t ont  la  même  aiguilkaiiun  que  ci -dessus^  V est  une  cons- 
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tante  , et  & une  fonction  quelconque  ou  arbitraire  dos  quantités 

• t 

A , B sin.  — , C C08.  — ^ — j A , B et  C étant  des  constantes,  .T 

la  demi  circonférence  dont  le  rayon  = i et  A le  temps  constant  em- 
ployé par  le  mobile  à parcourir  une  des  divisions  de  la  ligne  du  mou- 
vement qui  offre  la  proprié'tc  de  l’uniformité.  Il  est  manifeste , en 
effet , que  a une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  / = o ^ 
t — h,  l — %1< t=:.nk  , n étant  un  nombre  entier  positif  ou  né- 

gatif. On  trouvera  , dans  la  suite  du  cours  , quelques  e.Yemples  de  l’es- 
pèce tjo  mouvement  dont  je  viens  de  parler. 

Pour  voir  les  relations  qui  lient  l’équation  x=  & + y t k l'équation 
* = £ -b  Vt,  il  faut  observer  qu’on  satisfait  également  aux  conditions 

de  l’uniformité  du  mouvement  par  l'équation  diffé-rentielle 


dy 


et  par  l'équation  aux  différences 


■ O J la  première,  par  une 


double  intégration  , conduit  purement  et  simplement  à la  relation 
x = E + yt,  les  constantes  arbitraires  étant  E et  y j mais  la  seconde, 
d’après  la  théorie  de  la  mé/hode  inverse  des  différences , conduit  à 
une  équation  finie  qui  n’acquiert  toute  la  généralité  dont  elle  est  sus- 
ceptible, que  lorsqu’on  y introduit  la  fonction  arbitraire  &;  or,  pour 
ramener  l’équation  finie,  fournie  par  l’équation  aux  différences,  k la 
forme  x = E-\-y  l ,\\  suffit  de  supixiser,  dans  O , l’incrément  du  temps 
infiniment  petit , c’est-à-dire  de  substituer  k h , la  quantité  A,  in  é- 
lant  un  nombre  entier  infini  , positif  ou  négatif  ; dès-lors  on  a , pour 

tout^  les  valeurs  possibles  de  sin. 

et  G devient  une  constante  absolue." 


i.)rt 
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De  U vitesse  dans  le  mouvement  varié  en  général. 

691.  D’après  les  principes  établis  dans  le  chapitre  précédent,  on 
ne  peut  concevoir  une  vitesse  dans  un  mouvement  qu’autant  qu’on 
peut  y assigner  des  parties  consé-cutives  et  contiguës  d’espaces  parcou- 
rus, respectivement  proportionnelles  au  temps  que  le  mobile  employé 
U les  parcourir,  et  ces  relations  de  longueurs  et  de  temps  sont  incom- 
patibles 
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)»iib1es  avec  la  définition  du  mouvement  varié  donnée',  article  68 1 , 
lorsqu’on  y compare  des  espaces  finis  avec  les  temps  finis  employés  à 
les  parcourir.  Il  existe  cependant  , dans  ce  genre  de  mouvement,  une 
quantité  qui  a une  valeur  déterminée  pour  chaque  instant,  mais  variable 
dW  instant  à l’autre , et  à laquelle  on  peut  rigoureusement  appliquer 
tout  ce  que  j’ai  dit  de  la  vitesse.  Voici  comment  on  obtient  l’expres- 
sion de. cette  quantité,  par  la  considération  des  infiniment  petits j 
j’observe,  d’une  part,  que  la  notion  de  vitesse  est  tout-à-fait  indépen*. 
dante  de  la  grandeur  absolue  de  l’espace  parcouru  , d’une  autre  part , 
que  d’après  la  théorie  des  équations  à deux  variables,  qu’on  i^ut  desi- 
gner par  X et  / , si  ^ est  la  dilTérence  entre  deux  valeurs  consécutives 
d’une  des  variables,  de  x par  exemple,  et  t la  différence  entre  les  deux 
valeurs  corres|)ondantes  de  l’autre,  l’équation  entre  ç et  r,  déduite  de 
celle  qui  existe  entre  les  deux  variables  et  qu’on  peut  représenter  par 
x=y(r),  approchera  d’autant  plus  d’être  de  la  forme  + ix  =s  o 
(a  et  ^ SC  composant  de  constantes  absolues  et  de  quantités  rapportées 
à l’origine  de  et  T et  considérées  comme  constantes)  que  f et  r seront 
plus  petites.  De  manière  que  si  f et  r deviennent  d.r  et  dt , la  n*.  partie 
de  dx  correspondra  h la  n'.  partie  de  dt,  quelque  soit  le  nombre  n j 
ainsi  x=y'(/)  étant  l’équation  d’un  mouvement  varié  quelconque  et 
5 dx  étant  l’incrément  de  x,  j di  sera  l’incrément  correspondant  de  t 

, dx  dt 

et  on  aura,  entre  les  espaces  parcourus  — et  les  temps em  - 

ployés  11  les  parcourir,  les  relations  qui  constituent  un  mouvement 
uniforme  dans  lequel  la  vitesse,- désignée  par  v,  aura  pour  valeur 
dx  dt  dx 
**  n ' n dt 

69a.  L’équation  de  l’art.  684  conduit  immédiatement  au  résultat  que 
je  viens  d’obtenir  d’une  manière  d’autant  plus  satisfaisante  qu’elle  four- 
nit la  démonstration  que  j’ai  supposée  connue  du  théorème  sur  la  li- 
mite du  rapport  de  è'  à f-  En  effet,  on  déduit  de  cette  équation  la  re- 
lation-^  =/”(/) -f  ■jry’"  (r r)  dans  laquelle  le  rapport  fini  de 

l’espace  parcouru  ^ au  tcmjw  r approche  d’autant  plus  d’être  égal  à la 
quantité  y' {/),  constante  par  rapport  à que  r est  plus  petit,  et  on 

peut  toujours  donner  à r une  valeur  telle  que-^ fit  (/)  soit  plus 

X 3 


Digitized  by  Google 


r8  DYNAMIQUEitéMENTAlRE. 

petit  qu’aucuiie  quantité  assignable;  donc,  à la  limite,  l’équation  qtrî 
exprime  la  relation  entre  les  espaces  parcounis  f et  les  temps  r em- 
ployés à les  |)arcourir , est  celle  d’un  mouvement  uniforme  dans  lequel 


la  vitesse  serait  égale  kj'  (r)  ou  à la  valeur  déterminée  qu’a 


l’origine  de 

698. 1.a  vitesse  n’est  plus  ici  comme  dans  le  cas  de  l’art.  686  une  quan- 
tité caractéristique  qui  distingue  un  mouvement  varié  des  autres  mouve- 
ments du  même  genre;  c’est  une  variable  e,qui  a pour  expression  générale 


et  qui  change,  par  conséquent,  k chaque  instant.  On  peut  toujours- 
assigner  dans  deux  mouvements  variés  quelconques  , très  - différents- 
d’ailleurs,  les  instants  où  elle  a une  valeur  commune. 

694.  Le  terme  -j  y"  + À r)  renferme  toutes  les  parties  de  la  valeur 
de  f qui  constituent  le  mobile  dans  l’état  de  mouvement  varie  ; si 
quelque  changement  à cet  état  occasionnait  l’anéantissement  de  ce 
ternie,  le  mobile  ne  cesserait  pas  de  se  mouvoir,  mais  sa  vitesse  ces- 
serait de  varier  et  il  continuerait  son  mouvement  avec  la  vitesse  cons- 


d.v 

tante  y”  (r)  ou  - - ■ , en  donnant  à celte  expression  la  valeur  qu’elle 

doit  avoir  au  moment  où  le  changement  de  l’état  du  corps  s’est  opéré. 

690.  Les  élèves  trouveront-,  dans  la  suite  du  cours,  quelques  exemples 
de  mouvements  qui,  par  leur  nature,  tendent  ù l’uniformité  et  l’atteignent 
par  fois,  sensiblement,  dans  un  temps  très-court.  Tels  sont  lès  mouve. 
ments  dans  lesquels  l’équation,  qui  donne  la  vitesseà  chaque  instant,  est  de 

la  forme  v — V • ' 1 “ x ^ i l > ^ i ^ étant  des  constantes  ; 

les  valeurs  de  ces  constantes  prtivent  être  telles  qu’ni  supposant  / égal 
k un  petit  nombre  d'unités,  le  terme  fractionnaire  multiplié  par  f’’ de- 
vienne, sensiblement,  00  l’unité  ou-un  nombre  déterminé,  et  / pourra, 
dans  tous  les  cas,  acquérir  une  valeur  qui  remplisse  cette  condition. 


Ou  mouvement  unirbrrnément  varié. 


6ç6.  Je  dors,  avant  de  passer  aux  notions  <pii  coneernem  la  forte' 
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Eonsidén'e  rplativ.ement  à la  production  d’un  luuuveincni  actuel,  joindre 
à la  théorie  du  mouvement  uniforme  que  j’ai  exposée  dans  les  art.  68-5 
et  suivants,  celle  d’une  première  espèce  de  mouvoment  varié,  dont  il 
est  important  que  , les  élèves  se  rendent  les  formules  très-fam  iières. 

Le  mouvement  dont  je  parle  et  qu’on  appelle  mouvement  nnijor- 
mémeiit  varie  est  celui  dans  lequel  il  existe  entre  les  augmentations  ou 
les  diminutions  de  vitesse  du  mobile,  et  les  temps  pendant  lesquels 
ces  changemens  de  vitesse  s’opèrent,  précisément  les  mêmes  relations 
assignées , art.  685  , dans  le  mouvement  uniforme , entre  les  espaces 
parcourus  et  les  temps  employés  à parcourir  ces  espaces,  relations  qui 
caractérisent  ce  dernier  mouvement  ou  le  constituent  ce  qu’il  est. 

Le  mouvement  iinij'qrmément  varié  est  désigné  particulièrement 
par  les  noms  de  mouvement  unSformément  accéléré  ou  un  {formé - 
ment  retardé , respectivement,  suivant  que  la  vitesse  croit  pu  diminue 
lorsque  le  temp  augmente. 

697.11  s’agit  donc,  pour  exprimer  analytiquement  les  loix  du  mou- 
vement uniformément  varié , de  poser  une  équation,  entre  les  vitesses 
V et  les  temps  t , énonçant  que  les  variations  de  v sont  proportionnelles 
aux  variations  correspondantes  de  t ; cette  équation,  entre  v et  doit 
évidemment  être  de  la  mî-me  forme  que  l’équation,  entre  x et  t,  de 
l’art.  685,  c’est-à-dire  qu’on  a 

v=ü±gts 

les  signes  supérieurs  et  inférieui-s  se  rapportent,  respectivement,  aux 
cas  des  mouvements  uniformément  accéléré  et  uniformément  re  - 
tardé , U et  g sont  deux  constantc>s;  la  première  est  la  vitesse  qui  a 
lieu  lorsque  l’on  compte  zéro  temps  de  la  même  manière  que  dans 
l’équation  de  l’art.  685 , E était , pour  le  même  cas  de  7 = 0,  la  valeur 
correspondante  de  x où  la  distance  du  mobile  a un  point  (ixe  pris  sur 
la  ligue  du  mouvement. 

La  vitesse  acquise  dans  le  rrujuvement  uniformément  accéléré  ou 
perdue  dans  le  mouvement  uniformément  retardé,  depuis  l’origine  du 
temps  t,  est,  respectivement,  v — U ou  U — v,  quantité  proportion- 
nelle à r,  comme  l’était  x — £idans  l’é-quation  de  l’art.  68.5. 

69g.  De  plus  la  constante.,?'  est  la  caractérisliquie  d’un  mouvement 
uniformément  varié,  considéré  en  particulier,  c’est-à-dire  la  quantité 
qui  distingue  ce  mouvement  de  tout  autre  mouvement  de  son  espèce, 
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comme  la  quamitc  V était  la  cnractérislique  du  mouvement  uniforme. 
En  clTet  la  constante  U de  l’équation  v=  U + ou  la  vitesse  initiale 
peut  être  commune  h une  infinité  de  mouvements  uniformément  variés, 
diU'érents  les  uns  des  autres,  mais  pour  chacun  de  ces  mouve- 
ments, ne  peut  pas  changer  sans  que  ce  mouvement  ne  change. 

La  propriété  coraclérisliqne  dont  je  viens  de  parler  devient  mani- 
feste si  on  observe  que  cette  quantité  g est,  suivant  que  le  mouvement 
est  accéléré  ou  retardé,  l’augmentation  ou  la  diminution  de  vitesse  que 
le  mobile  éprouve,  dans  le  cours  de  son  mouvement,  pendant  chaque 
unité  de  temps;  car  si  on  substitue  t + i"  ii  t , ce  qui  donnera 
v' = Z/  + /y(/+ i"),  et  qu’on  i-etranche  de  cette  équation  l’équation 
»'=:£/  + on  aura  g=  + (e' — v)  , les  signes  supérieur  et  inférieur 
SC  rapportant  encore,  respectivement,  au  cas  du  mouvement  accéléré 
et  à celui  du  mouvement  retardé. 

699.  J’ai  dit  art.  686  qu’on  avait  désigné,  |>ar  un  nom  particulier,  ha 
caraclérisliqite  V ; on  en  a aussi  donné  uni  \a  cnractérislique  ,çqui 
s’appelle  force  accélératrice.  Je  reviendrai  bientôt  sur  cette  expression. 

Lorsque  yf  n’est  pas  donné  immédiatement,  et  qu’on  connaît  la  vitesse 
Jf^gagnéc  ou  perdue  pendant  un  temps  T,  c’est-à-dire  ajoutée  à celle 
que  le  mobile  avait  déjà  au  commencement  de  ce  temps  T ou  retran- 
chée de  cette  vitesse  initiale,  on  peut  déterminer  ^ par  le  moyen  de  Ji'' 
et  en  substituant,  dans  l’équation  v — £/=  j IV à v — V et  T 

TV 

a t , ce  qui  donne  TV  = +gT  et  ^ = + —^r  ' 

Au  moyen  de  cette  équation  TP^  = ^g  T l’une  quelconque  des  trois 
quantités  TV , g el  T se-  détermine  par  les  deux  autres. 

11  est  inutile  d’insister  sur  l'analogie  qui  existe  entre  ce  que  je  viens 
de  dire  dans  cet  article  cl  le  précédent  et  ce  que  j’ai  expliqué  dans 
les  art.  687  et  688  sur  la  quantité  V,  sa  détermination  par  l’équation 
X — VTet  la  dépendance  muluelle  des  quantités  X,  V et  T. 

700.  Ainsi  l’analyse  des  lois  du  mouvement  uniformément  varié, 
considéré  quand  à la  relation  entre  les  vitesses  et  les  temps,  est  abso- 
lument la  même  que  celle  des  lois  du  mouvement  uniforme,  les  for- 
mules de  l’un  devenant  celles  de  l’autre  par  le  simple  changement  de- 
e en  ïT  et  de  la  signification  des  lettres  qui  repré-senlent  les  constantes. 

L’examen  des  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps,  vai 
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nous  faire  découvrir  des  propriétés  qui  sont  particulières  au  mouvement 
uniformément  varié. 

Gmtinuant  à désigner  pai^Æ  la  distance  à laquelle  le  mobile  se  trouve, 
au  bout  du  temps  l , d’un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite  de  son 


mouvement,  j’observe  que,  d’après  la  valeur  générale  de  la  vitesse 
donnée  art.  698  , je  puis  dans  l’équation  v — U -Y  gt  substituer 

à V ce  qui  donne 

dx  = V dl  -Y  gt  dt ( I ) 

et  en  intégrant 

x~Ey  ü t-Y  xgt' (2) 


les  signes  supérieur  et  inférieur  continuent  à se  rapporter,  respective- 
ment, au  cas  du  mouvement  accéléré  et  k celui  du  mouvement  retardé, 
£ est  la  constante  arbitraire  introduite  par  l’intégration;  c’est  la  dis- 
tance à laquelle  le  mobile  se  trouve  de  l’origine  lorsque  l'on  compte 
zéro  temps. 

701.  X — £ est  l’espace  parcouru  pendant  le  temps  e et  cet  espace 
se  compose  i”.  d’un  espace  Vt  proportionnel  au  temps  t et  égal  à celui 
que  le  mobile  aurait  parcouru  d’un  mouvement  uniforme  si , depuis 
l’origine  de  l,  il  n’eût  été  animé  que  de  la  vitesse  constante  et  initiale 
V j 2°.  d’un  espace  + t gt^r  proportionnel  au  carré  du  temps  et  4 la 
caractéristique  g ••  c’est  l’expression  + ^gt*  qui  détermine  la  variation 
du  mouvement , lequel , sans  celte  expression,  serait  uniforme. 

702.  Je  puis,  pour  simplifier  et  sans  nuire  à la  généralité  des  résultats, 
supposer  que  le  mobile  se  trouve  à.  l’origine  des  x lorsque  l’on  compte 
as>ole/7i//setleséqualionsdu  mouvement  uniformément  varié  deviennent 

v=U  ± gt (i) 

X^Vt+tgl2 (j) 

Tous  les  problèmes  relatifs  au  mouvement  uniformément  varié  se 
n’suivcnt  par  ces  deux  équations,  mais  on  peut,  pour  plus  de  facilité, 
en  éliminant  t,  déduire  de  leur  combinaison  une  relation  immédiate 
entre  les  espaces  parcourus  et  les  vitesses , relation  donnée  par  l’équa-^ 
tion  suivante 


V»— 17» 
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703.  Si  on  suppose  de  plus  que  la  vitesse  initiale  V est  égale  à zéro , les 
formules  applicables  au  mouvement  uniformément  acpéiléré  deviennent 

v — gtj  x={gt»}  2/.r=r*. 

la  vitesse  absolue,  au  bout  du  temps  t , est  proportionnelle  à ce  temps, 
l’espace  parcouru  est  proportionnel  nu  quarré  du  temps  employé  |)ar 
le  mobile  à parcourir  cet  espace , ou  au  quarré  de  la  vitesse  acquise 
pendant  le  meme  temps. 

704.  Dans  cette  dernière  hypothèse  , si  le  mobile,  après  avoir  ac- 
quis la  vitesse  gt , au  bout  d’un  temps  t pendant  lequel  il  a parcouru 
l’espace  \gt*  continuait  à se  mouvoir,  pendant  un  second  intervalle 
de  temps  t , égal  au  premier,  non  d'un  mouvement  accéléré,  mais  d’un 
mouvement  uniforme,  en  conservant  la  vitesse  gt , il  parcourrait  art. 
668,  en  vertu  de  cette  vitesse  , pendant  ce  second  temps  t , un  espace 
égal  k gt  X / ou  à gt*  double  de  l’espace  7^/’  parcouru  d’un  mouve- 
ment accéléré  pendant  le  premier  temps  /. 

On  tire,  de  cette  propriété  du  mouvement  uniformément  varié,  une 
conséquence  remarquable  relativement  à la  valeur  de  la  caractéristique 
g } si  le  premier  temps  / est  égal  à l’imité,  la  vitesse  acquise,  pendant 
ce  temps,  sera  g et  l’espace  parcouru  jg;  d’oii  on  déduit  le  théorème 
suivant  : « la  force  accélératrice , dans  le  mouvement  uniformément  ac- 
«f  céléré,  qui,  art.  698,  est  la  valeur  de  la  vitesse  gagnée  par  le  mobile 
« pendant  chaque  unité  de  temps,  est  aussi  celle  du  double  de  l’espace 
» parcouru  pendant  la  première  unité  de  temps , la  vitesse  initiale,  celle 
« qui  a lieu  lorsque  l’on  compte  zéro  temps , étant  supposée  nulle.  » 

705.  Dans  le  cas  du  mouvement  uniformément  retardé  dont  les 

. jji 

équations  sont  e=  V — gt,  x~llt — \gri , ctx= , la 

caractéristique  g prend  le  nom  de  force  retardattice  j l’équation 
^ fait  voir  que  cette  caractéristique  a pour  valeur  la  vi- 
tesse perdue  pendant  chaque  unité  de  temps.  Si  on  veut  rapporter  la 
valeur  de  cette  même  caractéristique  à une  certaine  portion  de  l’es- 
pace parcouru  |jar  le  mobile , dans  le  cours  de  son  mouvement , ainsi 
qu’on  l’a  fait,  à l’art,  précédent , pour  le  cas  de  la  force  accélératrice,  il 
faut,  pour  plus  de  commodité,  prendre  l'origine  des  temps  à l’instant  où  la 
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vitesse  initiale  U se  trouve,  par  les  diminutions  graduelles  qu’elle 
éprouve,  entièrement  épuisée,  c’est-à-dire  à l’instant  oîi  e = o,  ce  qui 

arrive  après  un  temps  , le  mobile  étant  alois  à la  distance  — — 

g 

de  son  point  de  départ,  et  déterminer  les  positions  de  ce  mobile  par 
ses  distances  au  point  où  il  a ainsi  perdu  toute  sa  vitesse  ; en  consé- 
quence on  fera,  dans  la  l're.  et  la*B”.  des  équations  ci-dessus  rappor- 
U £/* 

lécs,/= T,  .r  ^ et  le»  relations  entre  ê,  r et  1/ 

g 

seront  exprimées  par  les  équations 

v = gTj  J d'oit^  = igr\ 

dans  l’iiypothèse  de  r = i"  on  a v=ge\  f = f g } d’où  on  conclut  que 
\v^  force  retardalrice  g est  doubla  de  la  distance  à laquelle  le  mobile 
se  trouve  du  point  où  sa  vitesse  initiale  est  anéantie,  lorsipic  le  temps, 
qui  lui  est  nécessaire  pour  arriver  à ce  poim,  est  égal  à runité. 

J’observerai , avant  d’aller  plus  loin,  et  à propos  de  la  force  accélé- 
ratrice et  de  la  force  rctatdatrice  , dont  j’ai  donné  la  définition  et  la 
valeur , que  l’intelligence  de  la  signification  de  ces  deux  dénominations, 
quoique  le  mot  force  y soit  introduit , est  ccjxmJant  tout-à-fait  indé- 
pendante de  la  Considération  de  la  cause  nmtrice,  et  porte  entièrement 
sur  la  considération  des  effets  ou  |)bénomènes,  ce  qui  est  une  consé  - 
quence  manifeste  de  tout  ce  que  j’ai  dit  depuis  l’art.  677. 

706.  Pendant  la  durée  du  mouvement  qui  suit  l'instant  où  la  vitesse 
initiale  s’est  trouvée  épuisée  , la  valeur  de  V — gt  devient  néga- 
tive , parccqu'on  a gt  V , et  cette  valeur  est  confinuclleincnt  crois- 

f/3 (.a 

santé  , en  conservant  le  signe  négatif.  La  valeur  de  x= 

^g 

conserve  encore  le  signe  poskif,  mais , de  croissante  qu'elle  était , de- 
puis / = o jusqu’à  S==  S—  , elle  devient  décroissante,'  tellement  que 

le  mobile  se  retrouve  au  point  de  départ  lorsque  le  quarré  e*  est  re- 
redevenn  égal  à ou  a repris  la  valeur  qu’il  avoit  à l’instant  où  011 
comptait  t.éro  temps.  A partir  de  ce  même  instant,  x devient  négatif 
et  ses  valeurs  négatives  ont  des  accroissements  sans  limifes.  Je  revien- 
drai sur  cCs  divers  pitén'omènes  de  mouvement  lorsque  je  traiterai  du 
mouvement  des  corps  graves  considéré  avec  les  diverses  circonstances 
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physiques,  par  lesquelles  il  est  modifié  dans  le  passage  de  ces  cor|)s  au 

travers  de  l’atmosphère. 

Application  de  la  théorie  du  mouvement  uniformément  varié  au  mouvement 
vertical  des  corps  graves  dans  le  vide. 

707.  J’ai  dit  art.  667  que  G«///ée^avait  )>osé  les  premiers  fondements 
de  la  dynamique } scs  principales  découvertes  sur  cette  science,  ab- 
solument ignorée  avant  lui,  sont  les  lois  du  monrement  composé,  dont 
je  parlerai  bientôt,  et  les.  lois  du  mouvement  de»  corps  graves  près  de  la 
surface  de  la  terre.  Il  a reconnu,  sans  le  secours  de  l’observation  et  par  la 
seule  force  de  son  génie,  que  ces  dernières  iow  étoient  celles  du  mouve- 
ment uniformément  varié,  exposées  tians  le  chapitre  préct-dent  ; et  il  a 
établi  à priori  la  théorie  de  ce  mouvement  par  la  méthode  synthétique 
des  anciens.  Les  moyens  de  soumettre  les  phénomènes  de  la  chute  des 
graves  à des  expériences  précises  n’ont  été  imaginés  qu’apri'S  lui. 

708.  Je  vais  parler  des  lois  de  ces  phénomènes  comme  de  vérités  de 
fait,  parfaitement  constatées,  lesquelles,  d’une  part,  fourniront  des  quan  - 
tités  ou  des  nombres  absolus  qtt’on  a très -souvent  occasion  d’employer 
dans  les  formules  et  les  calculs  de  dynamique,  et  d’une  autre  part  ser- 
viront de  confirmation  aux  principes  reçus  sur  la  mesure  des  forces. 

Si  on  suppose  qu’un  point  matériel  libre  et  pesant  est  abandonné 
à la  pesanteur,  dans  le  vide,  sans  vitesse  initiale,  il  se  mouvra  dans 
une  ligne  verticale  ; prenant , à son  point  de  départ,  l'origine  des  es- 
paces parcourus  x , comptant  zéro  temps  au  moment  de  ce  départ,  et 
désignant  par  v la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t , les  relations 
entre  les  espaces  parcourus,  les  vitesses  et  les  temps,  seront  celles 
qu’expriment  les  équations  de  l’art.  708. 

e* 

x = ifft»  J vz=gt  J x = — — • 

On  pourra  donc,  dès  qu’on  connaîtra  une  seule  des  indéterminées  x , 
V ou  t , assigner  les  deux  autres  en  nombres  si  on  connaît  la  constante 
ou  caractéristique  g.  Or  la  valeur  de  cette  caractéristique,  déduite  de 
l’observation  et  du  calcul  par  les  moyens  que  j’indiquerai  dans  la  suite 
du  cours,  est,  au  niveau  de  la  mer  et  i la  latitude  de  Paris,  égale  à 
9"  ,809.  Il  suffit,  dans  presque  tous  les  cas  d’application,  d’employer 
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le  nombre  9™,8i  et  on  le  fixera  dans  sa  mémoire  en  obserx’ant  que 
les  parties  de  ce  nombre  qui  se  trouvent  à gauche  et  h droite  de  la. 
virgule  sont,  respectivement,  les  2'.  et  4'.  puissances  de  3. 

709.  La  caractéristique  ou  force  accélératrice  9™, 81 , constante  au 
niveau  de  la  mer  sous  le  parallèle  de  l’observatoire  de  Paris , varie 
avec  la  latitude  en  la  supposant  toujours  prise  au  niveauide  la  mer; 
elle  a,  depuis  l’Équateur  jusqu’au  P6le , des  augmentations  proportion  • 
nelles  au  carré  de  la  latitude,  et  en  désignant  cette  latitude  par  L on 
a en  général. 


L'uniié  de  Umpirtt 
une  partie  du  jour 
moyen  égal  a 


— • S = 7,3oo.v8  + o,o3863  sin.»  L ; 
-rrisTT  • #=9.77980  + 0,06174  sin.»  Lf 


le  terme  constant  du  a',  membre  est  la  valeur  de  g sous  l’Équateur  ; si 
on  vent  prendre  pour  type  la  valeur  de  g sous  le  parallèle  moyen  on 
employera  les  deux  équations  suivantes  qui  ont  les  premiers  termes 
de  leurs  2'.  membres  égaux  à la  valeur  de  ^sous  ce  parallèle  moyen, 


L’unité deteiiiptest  f . 

une  partie  du  jour/ 
moyen  égale  à \ 


^=7,81989  — 0,01931.  COS.  2.Lj 
9,80667 — 0,02687  COS.  i.L  ; 


toutes  ces  valeurs  sont,  ainsi  que  j’en  ai  prévenu,  prises  It  la  surface  de 
la  mer,  mais  à partir  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  la  valeur 
de  g varie  encore  à mesure  qu’on  s’élève;  je  donnerai,  dans  la  suite  du 
cours,  la  loi  de  cette  variation  en  hauteur  quand  j’aurai  expliqué  la 
théorie  sur  laquelle  sa  loi  est  fondée. 

710.  Tous  ce  que  j’ai  dit  depuis  l’art.  707,  convient  particulièrement 
au  cas  du  mouvement  vertical  de  descente  d’un  corps  grave;  ce  corps, 
pour  SC  mouvoir  verticalement  de  bas  en  haut,  doit  avoir,  au  point  de 
départ,  une  vitesse  initiale  qui  diminue,  ensuite,  graduellement  jusqu’à 
ce  qu’elle  soit  éteinte;  lorsque  cette  vitesse  initiale  sc  trouve  épuisée 
le  corps  (.St  parvenu  au  point  culminant  de  sa  marclie  ; k ce  point  il 
se  trouve  dans  le  cas  d’un  corps  grave  libre  et  abandonné  sans  vitesse 
initiale  à la  tendance  qu'il  a à descendre  et  à laquelle  il  cède  jiou'r .se  mou- 
voir de  haut  en  bas  pendant  un  temps  indéfini  ; toutes  ces  circonstances 
sont  exprimées  par  les  équations  du  mnuveitfent  uniformément  retardé 
données  art.  706,  et  contenant  la  caractéristique  g laquelle  conserve, 
• 4 
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(i’nprès  la  définition  de  ce  mouvement , la  même  valeur  tant  dans  la 
«narche  directe  que  dans  la  marche  rétrograde  du  mobile. 

Le  raisonnement  et  l’expérience  s’accordent  pour  prouver  que  les 
mêmes  équations  rcpré'scntent  les  phénomènes  des  mouvements  suc- 
cessifs d’ascension  et  de  descente  d’un  grave  lancé  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  initiale.  Je  ne  dois  en  ce  moment , d’après  la  manière  dont  je 
suis  convenu,  art. 677,  d’envisager  le  mouvement,  donner  cette  propo- 
sition que  comme  l’énoncé  d’une  vérité  de  fait,  cependant  on  s’assurera 
aisément  que  le  mouvement  vertical  et  ascensionnel  des  graves  est 
uniformément  retardé  avec  une  caractérislit/ue  négative  numéri- 
quement égale  à celle  du  mouvement  uniformément  accéléré  de 
leur  chute,  si  on  considère  que  la  cause  motrice  qtii,  pendant  chacun 
des  éléments  égaux  de  temps  dt  de  la  descente  d’un  mobile,  ajoute  à 
sa  vitesse  acquise  un  élément  de  vitesse  constant  dv^  en  agissant  sur 
lui  dans  le  sens  de  son  mouvement,  doit,  lorsqu’elle  agit  dans  un  sens 
contraire  à celui  de  ce  mouvement,  c’est-à-dire  lorsque  le  corps 
monte,  retrancher,  pendant  chaque  instant  dl  de  sa  vitesse  actuelle,  le 
même  élément  de  vitesse  qu’elle  y ajoute  dans  le  cas  de  la  descente. 

Les  équations  de  l’art,  yoô  sont  donc  applicables  aux  mouvements 
successifs  de  montée  et  de  descente  d’un  grave  lancé  verticalement  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale,  et  la  constante  g doit,  dans  l’ap: 
plicution  doiit  je  parle,  avoir  pour  valeur  numérique  9“',8i  à la  la- 
titude de  Paris  et  au  niveau  de  la  mer,  les  valeurs  numériques,  au 
même  niveau  et  à différentes  latitudes , devant  se  calculer  d’après  les 
formules  de  l’art.  709.  ^ , 


71 1.  D’après  le  contenu  départ,  précédent  et  l’équation  

de  Part.  ~o5,  si  un  corps  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  de  bas  en  haut, 
avec  une  vitesse  initiale  U , le  maximum  de  la  hauteur  à laquelle  il 
U*  . . 

s’élèvera  sera  — : — ; mais,  d’après  l’équation  = de  Part.  708, 

ce  corps  grave  , supposé'  libre  et  abandonné  à lui  même  sans  vitesse 
initiale,  aura  acquis  la  vitesse  U lorsqu’il  sera  tombé  d’une  hauteur 

— , d’où  on  conclut  « qu’un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut  avec 

s/ï'  • 

« une  certaine  vitesse  ü , s’élève,  d.aus  le  vide,  à la  même  hauteur  X 
« de  laquelle  il  faudrait  qu’il  tombât  pour  acquérir  cette  vitesse  U. 
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U est  ce  qu’on  nomme  la  vUesse  due  à la  hauteur  X,  et  réci- 
proquement A'  s’appelle  la  hauteur  due  à la  vitesse  U. 

Coraparaiion  d'un  moiiTCDirnl  varié,  d’utie  manière  quelconque,  avec  le  mou- 
vement uniformément  varié.  De  la  quantité  qui,  dana  un  mouvement  quel- 
conque , a le  nom  de  force  accélératrice^ 


712.  J’ai  expliqué,  art.  697,  698  cl  699,  tout  rc  qui  était  relatif  à 
la  quantité  appelée  force  accélératrice,  dans  le  mouvement  uniformé- 
nient  varié;  je  vais  , maintenant  , déterminer  une  quantité  analogue, 
dans  le  mouvement  varié  d’une  manière  quelconque,  en  le  comparant 
avec  le  mouvement  uniformément  varié  et  en  employant  une  marche  de 
raisonnement  semblable  ii  celle  par  laquelle  j’ai  déduit , art.  691  et  6^2, 
la  notion  et  la  valeur  de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  varié  en  géné- 
ral, de  la  comparaison  de  ce  mouvement  avec  le  mouvement  uniforme. 

La  valeur  instantanée  de  la  vitesse  v,  pour  un  mouvement  quel- 
conque, dans  lequel  x=f(t)  exprime  la  relation  entre  les  espaces 

parcourus  et  les  temps,  est,  art.  693,  v=  —fiO  S j’appelle 

v'  la  valeur  de  v au  bout  du  temps  / + r j et  faisant  d — e = v,  j’ob- 


serve que  plus  V et  r seront  petits,  plus  le  rapport  — — s’approchera 
d’être  constant  et  égal  à — - — , plus,  parconsc'quent,  la  valeur  de  e' s’ap- 
prochera  d’être  égale  à f (t)  -p  <pTj  <p  étant  une  quantité  constante  pen- 
dant le  temps  tj  (la  quantité  appartient  it  l’origine  de  r et  r et 


doit  être  considérée  comme  une  constante  dans  l’équation  qui  exprime 
la  relation  entre  ces  variables  v et  T ) ; mais  d = f (/)  -p  r est , 
art.  701 , l’équation  d’un  mouvement  uniformément  varié,  dans  lequel 
(f)  est  la  vitesse  initiale,  celle  qui  a lieu  lorsque  r=o,  et  la  carac- 
tériitique  ow  force  accélératrice , art.  698  et  699  , la  vitesse  v gagnée 
pendant  le  temps  r ayant,  pour  valeur,  v = <pr.  On  rattache  donc,  de 
cette  manière,  le.s  phénomènes  d’un  mouvement  varié  en  général,  k ceux 
du  mouvement  uniformément  varié,  et  l’identité  devient  rigoureuse  en 


supposant  r infiniment  petit  ; dans  ce  cas,  chaque  valeur — , répond 
à une  valeur  — — (//  étant  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que 
l’unité)  et  l’équation  v = çTj  dans  laquelle  r et  r deviennent  respec- 
tivement dé  et  dt,  donne  , . ,d  — =/’"(/) 

cette  quantité  remarquable  ^ , dont  nous  aurons  à faire  un  usage  conti- 
nuel dans  la  Dynamique , doit  porter  le  même  nom  que  son  analogue 


28 


Dynamique  élémentaire. 


dans  le  mouvement  uniformément  varié;  nous  l’appellerons,  en  consé- 
quence,yô«e  uccéléralrice.  Je  crois  devoir  répéter  ici  l’observation,  déjà 
consig'-ée  à l’art.  706,  que  quoique  l’usage  ait  introduit  le  mot  force 
dans  celte  dénomination,  cependant  la  considération  de  la  cause  mo- 
trice, peut  être,  relativement  à l’objet  que  j’ai  en  vue  dans  ce  chapitre 
et  le  précédent , séparée  de  la  notion  de  la  force  accéltratricc  qui  ne 
jiorte  que  sur  les  phénomènes  de  mouvement  dont  les  lois  sont  cen.sées 
données  par  le  fait.  Le  signe  ^ repré'scnlc  ici  un  rjfcl  analogue  à celui 
que  j’ai  désigné,  art.  698 , par  le  signe  g,  en  traitant  du  mouvement  uni- 
formémnet  varié  ; cet  effet  est  le  changement  de  vitesse  du  mobile  , 


i" 

= — — X (la  seconde  est  prise  pour  unité  de  temps)  qui  aurait  lieu 
si,  pendant  l'unité  de  temps,  le  rappiort  , ou  l’une  des  quantités 
équivalentes ety"(/), demeurait  ' 


le  cas  général  actuel  et  le  cas  particulier  du  mouvement  uniformément 
varié,  consiste  en  ce  que,  dans  celui-ci , \'cJJ'et  est  réellement  produit, 
au  lieu  que,  dans  le  cas  général , il  est  simplement  hypothétique. 

713.  Il  résulte  des  rapprochements,  précédemment  faits,  entre  les 
mouvements  uniforme , uniformement  varié  et  un  mouvement  varié 
suivant  une  loi  quelconque  et  formant  un  cas  particulier  de  l’équation 
générale  x=y(/),que  dans  le  développement  de  la  valeur  d'e  (voyez 
ixiur  la  notation  l’art.  683). 

e = rf  m + + -■-r  + ^'c. 

I®.  Les  coèflicients  de  r et  de  | r*  sont,  respectivement , la  vitesse  et  la 
force  accélératrice  à l’origine  de  r ou  à la  lin  de  t j 2®.  le  mouvement, 
dont  il  s’agit  ne  dilfèrc,  nendant  la  durée  de  r,  d’un  mouvement  unifor- 
mément varié,  dont  le  double  du  coèlficient  de  r’  est  la  caractéristirjue 
O»  force  accélératrice,  que  par  les  termes  contenant  les  puissances  de  r 
é'gale  et  supérieures  à la  troisième,  et  ne  difR'rc  d’un  mouvement  nni- 
Jorme , dont  le  coèlficient  de  r est  la  caractéristique  ou  la  vitesse , 
que  par  les  puissances  de  r égale  et  supérieures  à la  seconde. 

.‘\insi  le  mouvement  qui  a lieu  iiendant  le  temps  rapproche  d’autant 
plus  d’élre  un  mouvement,  soit  uniformément  varié , soit  un f orme , 
que  r est  plus  petit,  ce  qui  est  sur-tout  sensible  lorsqu’on  met  la  valeur 
de  e sous  l’une  des  formes  finies  e = rf  (t)  -I-  f"  (t  + Ar)  j 

A et  /,  étant  deux  nombres  positifs  plus  petits  que  l’unité  ; il  faut 
seulement  remarquer  qu’en  général  la  valeur  rigoureuse  de  e converge 
plus  rapidement  vers  celle  qui  convient  au  mouvement  uniformément 
varié  que  veis  celle  qui  convient  au  mouvement  uniforme , ou  , en 
d’autres  termes,  que,  janir  une  petite  valeur  déterminée  de  r,  on  com- 
met une  plus  grande  erreur  en  calculant  e d.ans  l'hypothèse  du  mou- 
vement uniforme  qu’en  le  calculant  dans  celle  du  niouveiiient  unifor- 
mément varié. 
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Cps  résultats,  ramenés  à des  considérations  géométriiiiies,  se  trmivc- 
roient  liés  à la  théorie  des  oscutations  de  difl'érents  ordres. 

CUisemenl  det  effeti  lijnamii/uet  produits  par  une  force  sur  un  corps.  Cas 
où  la  force,  après  U génération  instantanée  d*une  vitesse  6nie , cesse  d'a- 
gir sur  le  mobile.  Phénomènes  qui  ont  lieu  lorsque  ce  mobile  est  ainsi  aban- 
donné à lui  même.  De  la  force  tTinerlie, 

714.  Les  notions  et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précé- 
dents, sur  les  différentes  espèces  de  mouvement,  sur  les  cpiantités  t nrac‘ 
tcrislitiiies  qui  entrent  dans  leurs  équations,  ou  qui  s'en  déduisent, 
étaient  indispensables  pour  l’intelligence  de  ce  qui  me  reste ’i  dire  sur  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces,  envisagées  sous  le  point  de  vue  qui  . 
intéresse  la  Dynamique  } je  vais  faire  un  premier  usage  de  ces  notions, 
pour  rapportera  des  idées  nettes  et  classer  les  divers  effets  dynamiques 
d'une  force  sur  un  corps  qui  sera  d’abord  censé  êtn'un  |)oint  matériel. 

Ce  mobile,  mi»  en  mntivement  par  la  force  , se  meut,  h un  instant 
quelconque,  avec  une  certaine  vitesse  et  dans  tine  certaine  direction  ; or, 
on  peut  imaginer  qu'il  a acquis  cette  vitesse  par  l’action  instantanéé 
d’une  cause  motrice  qui,  après  la  lui  avoir  imprimée,  a ces«é  d'agir  sur  fui, 
ou  qu’il  l'a  acquise , par  l’action  jirolongée  et  soumise  à la  loi  de  continu- 
ité d'une  puissance  de  direction  et  d’intensité  constantes  ou  variables. 

Il  résulte  , de  ces  divers  modes  d’action,  des  états  très-différents  du 
corps  à l’instant  oit  il  commence  fi  être  mis  en  mouvement  ; dans  le 
premier  cas  , il  est  dès  ce  premier  instant,  par  hypotht'se,  animé  d’une 
vitesse  finie  , dans  le  second  il  a une  simple  vitesse  naissante  qui  ne 
di'vient  une  vitesse  finie  qu’au  bout  d’un  temps  fini , après  avoir  acquis, 
en  suivant  la  toi  de  çontinuité , toute»  les  valeurs  intermédiaires  entre 
zéro  et  sa  valeur  au  bout  de  ce  temps.  Je  vais  d’abord  m’occuper  du 
premier  cas  , celui  de  la  génération  instantanée  d'une  vitesse  finie  par 
une  force  qui,  après  l’avoir  imprimée,  cesse  d’agir  sur  le  mobile,  et 
l’abandonne  à lui-même. 

Je  commence  par  oliserver  que  cette  génération  subite  et  instantanée 
d'une  vitesse  finie  dans  un  corps  n’existe  pas,  selon  toute  apparence, 
dans  la  nature  , oit  la  communication  et  les  modifications  du  mouve- 
ment sont,  en  général  , soumises  h la  loi  de  continuité;  quelques  phé- 
nomènes, il  est  vrai,  semblent  contredire  cette  assertion  ,Jels  sont  ceux 
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qui  accompagnent  les  chàcs , les  explosions  de  pas  , etc.,  cependant 
en  examinant  les  choses  de  près,  on  reconnait  aisément  que  la  loi  de 
continuité  n*est  violée  dans  ces  phénomènes  qu’en  apparence;  on  s’as- 
sure que  les  modifications  successives  et  nuancées  du  mouvement  existent 
réellement , mais  qu’elles  écba|)|ient  à nos  sens  par  leur  rapidité.  D’apri-s 
ces  observations,  il  faut  considérer  la  durée  infiniment  petite  de  la  géné- 
ration d’une  vitesse  finie  comme  une  limite  qui  n’est  jamais  atteinte, 
et  dont  les  durées  effectives  des  phénomènes  de  ce  genre  s’approchent 
plus  ou  moins  ; je  n’en  résoudrai  jws  moins  des  questions  importantes 
do  dynamique  dans  l’hypothi-se  d’une  pareille  génération,  et  ce  n’est  pas 
la  seule  circonstance  où  , pour  se  préparer , avec  avantage , à des  ap- 
plications physiques,  il  faut  d’abord  traiter  des  cas  extrêmes , ou  abs- 
traits, qui  ne  sont  jamais  rigoureusement  ceux  de  la  nature. 

716.  Les  queslioru;  à faire  sur  les  phénomènes  résultants  de  l’impul- 
.sion  , ainsi  donnée  au  mobile,  portent  sur  la  direction  initiale  , sur  la 
ligne  qu’il  suivra  dans  l'espace,  et  sur  la  loi  de  son  mouvement  le  long 
de  cette  ligne,  c’est-à-dire  sur  la  relation  entre  les  longueurs  qu’il  jiar- 
courra  et  les  temps  qu’il  employera  à parcourir  ces  longueurs. 

I/i  réponse  à la  jiremière  question  est , que  la  direction  initiale  du 
mobile  sera  celle  suivant  laquelle  la  cause  motrice  aura  agi  sur  lui , 
proposition  qu’on  peut  regarder  comme  évidente  par  elle-même;  les  deux 
autres  questions  , relatives  à la  ligne  parcourue  et  à la  loi  du  mouve- 
ment le  long  de  cette  ligne  , se  résoudront  par  le  raisonnement  déjà 
employé  en  plusieurs  endroits  de  ce  cours,  et  particulièrement  à l'art. 
43  , par  leijiiel  on  s’assurera  que  le  corps  doit  suivre  la  ligne  droite 
suivant  laquelle  sa  direction  initiale  a lieu  , et  se  mouvoir  d’un  mou- 
vement uniforme;  en  efTét,  si  on  fait  passer, par  Ip  ligne  dont  je  viens 
de  parler,  un  plan  qui  peut  avoir,  d’ailleurs,  une  position  quelconque, 
et  qu’un  imagine,  dans  ce  plan,  deux  lignes  courbes  quelconques,  dé- 
crites de  part  et  d’autre  de  la  ligne  de  direction  initialç  du  mobile  , 
parfaitement  semblables  , égales  , placées  symétriquement  par  rapport 
à cette  ligne  de  direction  , l’une  de  ces  courbes  étant  siip|josée  devoir 
être  parcourue  par  le  mobile,  les  mêmes  raisonnements,  par  lesquels  on 
voudrtiit  prouver  que  le  mobile  doit  suivre  cette  dernière  courbe,  prou- 
verait également  qu’il  doit  suivre  l’autre;  d’où  on  conclut  qu'il  n’en 
suivra  aucunq  des  deux,  et  qu’il  ne  s'écartera  pas  de  la  ligne  droite  de 
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dirrction  initiale,  qui  divise  en  deux  parties  égales  les  distances  entre 
les  points  homologues  des  deux  courbes. 

Pareillement , si  on  dit  que  le  mobile  ne  se  mouvra  pas  uniformément 
sur  la  ligne,  il  faudra  prouver  que  son  mouvement  sera,  ou  accéléré, 
ou  retardé;  mais,  k un  instant  quelconque  de  ce  mouvement,  dont  l'équa- 
tion est  x=J'{t),  on  n’a  pas  plus  de  raison  |xnir  poser_/'  (^)= 


, donc  la  seule  hyjwthésc  recevable  est  celle  de 


quc/'(0  = ~4r 

f (/)  = o , c’est-k-dire  que  le  mouvement  est  uniforme. 

716.  Tous  les  raisonnements  qui  précédent  peuvent  aussi  être  appli- 
qués k un  corps  qui , après  avoir  acquis  une  vitesse  linie  par  des  gra- 
dations nuancées,  et  soumises  k la  loi  de  continuité,  est  ensuite  aban- 
donné k lui  même,  les  pui.ssanct's  qui  l’ont  mis  en  mouvement  ces-ant 
d’agir  sur  lui  ; k l’instant  où  cette  cessation  d'action  a lieu  , il  suit  néces- 
sairement une  certaine  direction  qu’il  conserve  dans  les  instants  suivants, 
en  se  mouvant  uniformément  le  long  de  la  droite  qui  a cette  direction. 

717.  Les  preuves  des  propositions  énoncées  dans  les  deux  articles 

précédents  tirent  essentiellement  leur  force  de  cette  loi  de  la  nature, 
déjà  citée  k l’art.  6,  par  laquelle  « un  corps  ne  passe  jamais  de  l’état 
« de  repos  k celui  de  mouvement,  et  réciproquement , sans  que  le  clian- 
4c  gement  d’état  ne  soit  la  suite  d'une  action  exercée  sur  ce  corps  |«r 
« un  agent  qui  en  est  indépendant.  » r 

Cette  inaptitude  d’un  corps  k changer  de  lui-méme  son  état  de  repos 
ou  de  mouvement  a été  nommée  force  d'inertie.  Je  conserverai  cette 
dénomination  , quoique  le  mot  force  n’y  soit  pas  placé  avec  plus  de 

raison  qu’il  ne  l’est  dans  la  dénomination  du  rap|x>rt  -—y-  , qu’on  a 

appelé,  art.  force  accélératrice j je  me  homerai  k observer  que 
l’existence  de  celie force  d'inertie  est  constatée,  tant  par  les  observa- 
tions des  phénomènes  de  mouvement  qui  se  passent  k chaque  instant 
autour  de  nous,  que  par  les  observations,  dont  les  conclusions  sont' 
encore  plus  rigoureuses,  des  mouvements  îles  corj»  cédestes.  \’ainemcnt 
voudrait-on  conclure  de  l’action  réciproque,  constatée  pr  ces  observa- 
tions, des  molécules  de  matière  les  unes  sur  les  autres,  qu’il  existe 
dans  les  corp  un  princii>e  de  mouvement  incompatible  avec  la  force 
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ii  iticrliej  celle  objection  aurait  toute  la  force  dont  elle  est' susceptible 
dans  le  cas,  purement  idéal,  d'un  point  matériel  agissant  par  altraction 
sur  un  autre  point  matériel,  qui  n’agirait  pas  sur  lui , et  veis  lequel  il  de- 
vrait se  mouvoir, comme  je  le  ferai  voir  par  la  sivte;  et  cependant,  même 
dans  ce  cas  idéal , la  force  ^d'inertie  n’en  subsisterait  |ws  moins  dans 
le  point  matériel  attirant,  puisque  son  mouvement  n’est  pas  le  résultat 
d’une  action  qu’il  exerce  sur  lui -mémo  , mais  exige  la  présence  d’un 
attire  corps  , hors  de  lui , sans  lequel  ce  mouvement  n’aurait  jxis  lieu; 
pour  rendre  les  propositions  relatives  à \xn force  d'inertie  , absolument 
indépendantes  de  la  considération  des  forces  de  la  nature  qui,  très- 
probablement,  tiennent  toutes  les  parties  de  la  matière  dans  un  mou- 
vement perpétuel,  il  faut  appliquer  ces  propositions  à un  point  matériel 
dans  riiy|xithèsc  où  il  n’y  aurait  pas,  dans  l’espace,  d’autre  matière  que 
la  sienne, 

Diverios  manières  d’agir  des  forces  dont  l’action  est  soumise  à la  loi  de  con- 
tinuité, eu  égard  au  mouvement  actuel  des  corps  qui  éprouvent  cette  action. 
Principes  sur  la  comparaison  de  ces  forces  entr’elles.  Définition  de  la  force 
motrice. 


718.  Les  forces  dont  l’action  est  soumise  <1  la  loi  de  continuité  sont , 
très- probablement, ainsi  que  je  l’ai  observé  dans  le  chapitre  précédent, 
les  seules  qui  existent  dant  la  nature  quoique,  eu  égard  à l’imijerfertion 
de  nos  organes,  les  phénomènes  sensibles  paraissent  souvent  contredire 
cette  assertion;  et  il  faut  d’abord  poser,  sur  leur  comparaison  et  leur 
mesure,  des  principes  qui  pourront  ensuite  s’appliquer  aux  cas  hypo- 
thétiques des  changements  brusques  dans  l’état  dynamique  des  corps. 
Avant  d’entrer  en  matière  sur  ces  objets , je  dois  faire  remarquer  quelques 
particularités,  dans  les  actions  continues  des  forces,  qui  établissent  , 
enlr’elles,  une  distinction  remarquable. 

Ces  particularité's  sont  relatives  à l’influence  qifa  la  vitesse  actu- 
elle d'un  corps,  ou  point  matériel  mis  en  mouvement,  sur  l’intensité 
de  l’action  qu’exerce  sur  lui  la  cause  motrice;  |K>ur  citer,  sur  cette 
influence,  un  exemple  bien  familier,  je  supposerai  qu’on  veut  aug- 
menter par  une  impulsion,  donnée  avec  la  main,  la  vitesse  d’un  cor|)S 
déjà  en  mouvement;  on  sait  par  expérience  que  pour  produire,  dans  ce 
corps,  une  accélération  déterminée,  la  vitesse  de  la  main  qui  le  suit, 

doit 
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doit  surpasser  la  sienne  d’une  quantité  pareillement  déterminée,  et 
que  sans  cet  excès  de  vitesse  le  corps  échapperait  entièrement  à l’action 
de  la  main. 

La  même  remarque  a lieu  pour  l'impulsion  donnée  par  un  ressort,  par 
un  fluide  etc.  le  point  matériel,  mis  en  mouvement,  éprouve  d'autant 
moins  l’action  du  corps  moteur  que  sa  vitesse  approche  davantage  de 
celle  du  point  de  ce  corps  moteur  avec  lequel  il  est  en  contact  ; les 
valeurs  de  l’une  et  l’autre  de  ces  deux  vitesses,  à un  instant  quelconque, 
ont  donc,  sur  la  variation  de  la  vitesse  du  mobile,  au  même  instant, 
une  influence  qui  doit  entrer  en  considération  dans  le  calcul  de  son 
mouvement. 

719.  Il  n’en  est  pas  de  même  de  certaines  forces  de  la  nature,  dont 
la  plus  généralement  connue,  par  scs  effets,  est  la  jiesanteur;  leur  action 
est  indé|iendantc  de  la  vitesse  actuelle  du  mobile  dans  le  sens  de  cette 
action.  Ainsi  un  grave  étant,  à partir  de  l’état  de  repos,  abandonné  à 
la  pesanteur,  il  en  recevra  un  certain  élément  de  vitesse,  ou  une  vitesse 
naissante  dv , au  bout  du  premier  instant  dl , égal  à l’incrément  que  la 
pesanteur  aurait  ajouté  à une  vitesse  finie  quelconque  dont  il  aurait  pu 
être  doué,  dans  le  sens  vertical,  au  commencement  de  ce  même  instant. 

La  pesanteur  ou  l'atraction  universelle  ne  possède  pas  exclusivement 
cette  propriété  ; d’autres  forces  de  la  nature  telles  que  les  attractions 
magnétiques,  les  attractions  et  répulsions  électriques,  en  jouissent  dans 
l’étendue  de  leur  sphère  d’activité  ; elle  parait  s’étendre  h toutes  les 
forces  dont  le  mode  matériel  d'action  sur  les  corp  échappe  à nos  sens; 
les  calculs  faits  dans  l’hypothèse  de  son  existence  sont  généralement 
confirmés  par  l’observation. 

On  peut  donner  une  explication  de  la  propriété  dont  je  viens  de 
parler  en  disant  que  la  propagation  des  actions  des  forces,  auxquelles 
elle  appartient,  a lieu  avec  une  vitesse  ou  infinie,  ou  si  grande  qu’on 
peut  la  regarder  comme  infinie , (*)  de  manière  que  les  corps  en  mouve- 

(*  } II  parait,  en  rlTct,  que  Ira  actiona  de  la  praanicur,  et  dra  autres  force.* 
de  même  nature  , ne  sont  pas  rigoureusrmrnt  indrpendanira  des  rileaaca  des 
coi-ps  soumis  à ces  actions;  voici  comment  s'explique,  à cet  égard,  l’illustre 
auteur  de  I*Expnsitirin  du  système  du  monde  et  de  la  niècanitfue  céleste  .* 
« Nous  n’avons  aucun  moyen  pour  mesurer  la  durée  de  la  propagation  de  la 
s pesanteur  ; pareeque,  l'altraclion  du  soleil  ayant  une  fois  atteint  les  planètes, 
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ment,  dans  le  sens  de  ces  actions,  en  reçoivent  des  impulsions  aussi 
énergiques  que  s’ils  étaient  en  repos,  ün  ramène  k ce  cas  les  actions  des 
forces  qui  y échappent  en  introduisant  dans  les  expressions  analytiques 
de  leurs  impulsions,  ou  pouvoirs  moteurs,  les  vitesses  relatives  comme 
on  le  verra  dans  la  suite  du  cours. 

7^0.  Avant  ainsi  réduit  les  diverses  espèces  de  forces  à un  mode 
commun  d’action,  il  s’agit  de  voir  comment  on  peut,  par  des  considéra- 
tions déduites  des  phénomènes  du  mouvement,  comparer  leurs  inten- 
sités. Un  moyen  simple  d'arriver , sur  cet  objet,  aux  résultats  générale- 
ment adoptés,  est  de  supposer  que  plusieurs  forces  impriment,  pendant 
un  même  instant  iU,  i®.  difTérenies  vitesses  élémentaires  à une  même 
masse  ou  point  matériel,  2®.  la  même  vitesse  élémentaire  à diflérentcs 
masses  ou  j>oints  matériels.  Après  avoir  examiné  ces  deux  cas  dans  l’hypo- 
tlu*sc  des  générations  des  vitesses  élémentaires  pendant  un  même  instant 
dt y je  rendrai  les  résultats  indépendants  de  cette  hvpotht*se,  et  je  les 
appliquerai  ensuite  à des  productions  instantanées  de  vîtt'sses  finies.  Or, 
dans  le  premier  cas,  les  rapports  entre  les  forces,  qui  agissent  sur  une 


U cet  flsire  continue  d*ogir  sur  elle*  comme  ti  la  force  attractive  «0  commu- 
« niquait,  dan«  un  instant,  aux  extrémités  du  svsiéme  planétaire,  on  ne  peut 

• donc  pas  savoir  en  combien  de  temps  clic  se  tr.insmet  à 1a  terre  ; de  ntéme 
« qu’il  eût  été  impossible,  sans  1rs  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  et  sans 

• Taberration,  de  reconnaître  le  mouvement  successif  de  la  lumière.  11  n’en 
« est  pas  ainsi  de  la  petite  dilTércnce  qui  peut  exister  dans  Taction  de  la  pe- 

• santeur  sur  les  corps,  suivant  la  direction  et  la  grandeur  de  leur  vitesse.  Le 
•t  calcul  m’a  fait  voir  qu’il  en  résulte  une  accélération  dans  les  moyens  mouve- 
« mrnts  des  planètes  autour  du  soleil  et  des  satellites  autour  de  leurs  planètes. 
« J'atais  imaginé  ce  moyen  d’expliquer  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  lors- 

• que  je  croyais,  avecMous  les  géomètres,  qu’elle  était  inexplicable  dans  les 

• hypothèses  admises  sur  l’acfion  de  la  pesanteur.  Je  trouvais  que,  si  elle  pro- 
« venait  de  cette  cause , it  futlaH  supposer  à la  Lune , pour  tu  soustraire  en~ 

fit  rement  <)  sa  pesanteur  \ers  la  terre , une  tUesse  %ers  le  centre  de  cette 
■ ncte  , au  moins  sert  mil/ions  de  fois  plus  grande  tfue  celle  de  la  lumièrt\  La 

• vraie  cause  de  l’enuation  séculaire  de  la  lune  étant  aujourd’hui  bien  connue, 

• nous  sommes  certains  que  T activité  de  la  pesanteur  est  beaucoup  ptus  grande 
<t  encore.  Cette  force  agit  donc  avec  une  vitesse  que  nous  pouvons  considérer 
« comme  infinie  ; et  nous  devons  en  conclure  que  Vattraction  du  Soleil  se  rr>//i- 

• munique  t tians  un  instant  prcsquüidùisible  , aux  cxlrénîUés  du  sjstéme 
» solaire.. 
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ni^me  masso,  no  peuvent  être  assignés  qu’au  moyen  dos  cfTcts  produits 
sur  cette  masse,  et  ces  oiretssc  réduisent  absolument  aux  vitesses  élémen- 
taires engendrées;  il  est  donc  bien  naturel  de  regarder  les  forces  comme 
projwrtionnelles  à ces  éléments  de  vitesses,  et  il  serait  peut-être  impos- 
sible , à priori,  de  donner  des  raisons  pour  prouver  qu’elles  sont  dans  une 
proportion  plus  grande,  qui  ne  s’appliquassent  également  à prouver 
<pi’elles  sont  dans  une  projjortion  plus  petite;  mais  à cette  considération, 
qui  est  du  plus  grand  poids,  se  joint  l’accord  de  tous  les  phénomènes 
avec  le  principe  qui  rend  la  force  proportionnelle  à la  vitesse,  la  masse 
étant  constante  ; ce  principe  est  donc  une  loi  de  la  nature;  je  ferai  voir 
dans  la  suite  du  cours  comme  elle  se  trouve  pleinement  confirmée  par 
les  piténomènes  du  mouvement  des  graves. 

Dans  le  second  cas,  celui  d’une  même  vitesse  élémentaire  imprimée 
par  diférentes  forces  à difl’érentes  masses,  on  a encore  la  réunion  et  de 
la  simplicité  du  principe  et  de  son  accord  avec  tous  les  phénomènes, 
pour  affirmer  que  les  forces  dont  il  s’agit  sont  entr’elles  comme  les 
masses  auxquelles  elles  impriment  une  vitesse  élémentaire  commune. 
Les  phénomènes  du  mouvement  des  graves  nous  offrent  , pareil  - 
lement  , une  preuve  , aussi  concluante  que  remarquable,  de  cette  se- 
conde loi  et  qui  est,  même,  plus  immédiate  que  celle  de  la  première, 
quoiqu’au  fond  l’une  et  l’autre  soient  également  bien  confirmées  par 
des  observations  qui  ne  laissent  rien  à désirer  et  dont  je  parlerai,  suc- 
cessivement , à mesure  que  les  élèves  connaitront  les  théories  propres 
à les  leur  faire  bien  concevoir  et  apprécier. 

721.  Puisque,  d’apri-s  la  première  des  deux  lois  jwsées  dans  l’article 
précédent,  la  puissance  est  proportionnelle  à l’élément  de  vitesse, 
lorsque  la  masse  est  constante,  et  k la  masse,  pour  un  même  incrément 
de  vitesse,  cette  puissance  est  en  général  proportionnelle  au  produit  de 
la  masse  pour  l’élément  de  la  vitesse.  J’ai  rapporté  les  actions  des 
diverses  jafissancra  à une  même  durée  infiniment  petite  r//  ; pour  arri- 
ver ii  des  résultats  indépendants  de  cette  hypothèse,  considérons  d’abord 
les  rapports  des  puissances  qui  impriment  aux  mobiles  des  mouvements 
tmiformément  variés.  Dans  un  de  ces  mouvements  pris  en  particulier, 
la  masse  du  mobile  étant  constante,  l’intensité  de  la  puissance  motrice 
est  aussi  constante  d’après  la  i'.  loi  de  l’article  précédent,  puisque, 
art.  697,  dans  tout  le  cours  du  mouvement,  à une  même  durée  dont 
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Jil  valeur  est  arbitraire  et  peut  être  ou  finie  ou  infiniment  petite, 
correspond  une  mOnie  variation  de  la  vitesse  ; si  une  autre  masse 
égale  k celle  dont  je  viens  de  parler  se  meut  aussi  d’un  mouvement 
uniformément  varié  mais  différent  du  précédent,  les  puissances  mo- 
trices, dans  ces  deux  mouvements,  seront  enir’elles,  d’après  la  même 
jiremlère  loi,  comme  les  éléments  différentiels  de  vitesses  qu’elles  en- 
gendrent pendant  un  même  élément  de  temps  dt , mais,  d’après  la 
propric-té  fondamentale  du  mouvement  uniformément  varié,  art.  698, 
les  rapports  de  ces  éléments  de  vitesses  sont  ceux  des  incréments  finis 
de  vitesses  engendrés  pendant  l’unité  de  temps  , c’est  - à - dire  ceux 
des  caractvrisliques  ou  forces  accélératrices  respectives  des  deux 
mouvements  ; or  dv  étant , dans  le  premier  mouvement  , l’élément 
de  vitesse  engendré  pendant  l’élément  de  temps  dt , et  dv'  l’élément 
de  vitesse  engendré  pendant  l’instant  dt'  dans  le  second  mouvement, 
les  forces  accélératrices  respectives  ont  article  699  pour  valeur 


le  rapport  de  dt  k dt'  étant  quelconque;  ainsi  lorsque 


dlffércBts  mouvements  uniformément  variés  sont  imprimés  à des  masses 
égales,  une  des  puissances,  qui  engendre  un  de  ces  mouvements,  est, 

en  général,  dans  ses  relations  avec  les  autres,  repré’sentéc  par 


ou  par  g,  l'équation  du  mouvement  déi  Je  cette  puissance  étant 
:r=A’+  (voyez  l’art.  700  pour  la  notation). 

Supposant  ensuite  que  les  mobiles  ainsi  soumis  k des  puissances 
constantes  ont  des  masses  différentes,  une  des  puissances  serait  d’après 
la  î'.  loi  de  l'article  précédent  proportionnelle  k la  masse  sur  laquelle 
elle  agit,  et  que  je  désigne  par  si  les  quantités  g étalent  é'gales 
entr’elles,  et  dans  le  cas  contraire  cette  puissance  est  par  la  réunion 

des  deux  lois  proportionnelle  au  produit  tn  , ou  au  produit  gm. 


722.  Passant,  maintenant,  k un  mouvement  varié  suivant  une  loi 
quelconque,  il  faut  se  rappeler  ce  qui  a été  dit  art.  712  que  dans 
un  pareil  mouvement  l’édémcnt  de  vitesse  dv , engendré  depuis  la 
fin  d’un  temps  quelconque  jusqu’à  la  fin  du  temps  t dt , pou  - 
vait  toujours  être  considéré  comme  appartenant  à un  mouvement 

uniformément  varié  dont  la  caractéristique  serait  - s donc,  au 
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bout  d'un  temps  quelconque  t,  quelle  que  soit  hi  loi  du  mouvement  d’u  - 
ne  masse  ni , la  puissance  est  proportionnelle  au  produit  de  cette  masse_ 

dv  dv 

m par  la  force  accéldratricc  -jj-  j ou  à 'n. 


7^3.  On  a donné,  à cette  expression  remarquable — ^ ‘l'*'  repré- 
sente l’intensité  momentanée  de  la  puissance,  le  nom  de  force  motrice  } 
je  suis  parvenu  k sa  détermination  générale  par  une  marche  de  raison- 
nement semblable  à celle  que  j’ai  suivie,  art.  71  a et  suivants,  pour  déduire 
de  la  notion  de  la  force  accélératrice  , dans  le  mouvement  uniformé- 
ment varié,  celle  delà  quantité  qui  lui  correspond  dans  un  mouvement 
quelconque,  en  profitant  ainsi  de  la  clarté  que  répand,  sur  les  raison- 
nements et  les  démonstrations,  le  passage  du  mouvement  uniforme 
au  mouvement  uniformément  varié,  et  de  celui-ci  au  mouvement  varié 
en  général , par  des  considérations  de  phénomènes  et  de  quantités  analo- 
gues dans  ces  divers  mouvements  j mais  on  arrive,  ordinairement,  à la 
notion  de  la  force  motrice , par  un  raisonnement  beaucoup  plus  court, 
en  disant  que,  pour  une  masse  constante,  la  puissance  doit  être  en  raison 
directe  de  l’élé-mcnt  de  vitesse  engendré,  et  en  raison  inverse  de  la  durée 
de  cette  génération,  ce  qui  la  rend  immédiatement  proportionnelle  à 

S et  comme  son  intensité  doit  être,  toutes  choses  égales  d’ailleurs, 
d'autant  plus  grande  que  la  masse  mise  en  mouvement  est  |>lus  considéra- 
ble, cette  puissance  est,  généralement,  représentée  par  le  produit  m. 


724.  Il  est  manifeste  que  ou  Jv  est  la  valeur  d’une  vitesse 

finie,  celle  qui  serait  engendrée  pendant  l’unité  de  temps,  si  à l’instant 
où  dv  a lieu  le  mouvement  était  modifié  de  jnaniére  que  dans  le 
développement  de  la  valeur  de  .t_,  donnée  par  l’équation  .T  = /'(r),  les 
termes  du  3'.  ordre  et  des  ordres  supérieurs  disparussent.  La  force  mo- 
trice est  donc  le  produit  de  la  masse  par  une  vitesse  finie. 


Introduction  , dans  la  mesure  des  forces,  en  dynamique  , des  memes  quantités 
tibiülues  qui  ont  servi  à la  mesure  des  forces  en  statique.  Équations  fonda- 
mentales du  mouvement  varié  avec  les  principales  formules  qui  s’en  déduisent. 


725.  Le  résultat  de  ce  qui  a été  dit,  dans  la  première  partie  du  cours ,. 
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sur  la  comparaison  des  iiuensités  des  forces  et  l’expression  de  ces  inten- 
sités en  nombres  absolus  |M'ut  être  ramené  à l’énoncé  suivant  : « si 
« une  force  quelconque  est  supposée  agir  verticalement  de  bas  en  haut 
« sur  un  corps  grave,  d’une  matière  homogène  celle  qui  est  choisie  pour 
•<  fournir  une  base  aux  mesures  de  poids,  et  que  le  corps,  (ju’on  suppose 
« n’avoir  encore  pris  aucun  mouvement,  perde,  par  cette  action,  toute 
U tendance  à descendre  de  manière  à céder  au  plus  petit  excédant  d’eflbrt 
U qui  tendrait  à le  faire  monter,  le  nombre  d'unité-s  cubiques  rapportées 
« à une  mesure  déterminée  de  longueur,  contenues  dans  le  volume  du 
« corps,  est  l’expression  numérique,  en  unité-s  de  poids,  de  l’intensité 
« de  la  force.  » Voyez  les  art.  i6  et  suivants. 

Ce  mode  de  comparaison  et  de  mesure  des  forces  détermine  parraiT 
tement  la  nature,  le  mode  d’action  et  l’t-spèce  de  cell«-s  dont  la  com- 
position, la  décomposition  et  l’équilibre  ont  été  les  objets  des  thé-orii-s 
exposées  dans  la  première  partie  du  cours  ; mais  les  principes  posés , 
depuis  le  commencement  de  cette -seconde  partie,  ajoutent  quelque 
chose  aux  connaissances  de  dé-tail  qui  les  concernent.  Si  on  a plusieurs 
masses  m',  ni" j m'" , etc.  de  la  matière  dont  il  est  question  dans  l;i 
règle  pré-cédente  , et  que  les  poids  de  ces  masses  soient  les  mesures 
respectives  d’autant  de  forces  F , F',  F" , etc.  11  est  évident  que  les 
tendances  à d«-scendr«i  de  m' , m" , ni"' , etc.  sont  uniquement  dues  à 
la  vitesse  élé-mentaire  gdt  que  leur  imprime  la  pesanteur  , et  les  rap- 
ports entre  les  efforts  exercés  par  ces  corps  contre  les  puissances  qui 
annulent  leurs  tendances  à descendre,  ou  entre  les  nombres  d’uniti-s  de 
poids  qui  représentent  les  valeurs  numériques  de  ces  puissances,  sont  aussi, 
an.  722,  ceux  des  forces  motrices  imprimées  à m' , m" , ni'" , en  vertu 
de  la  pe.sanleur , on  voit  donc , par  des  rapprochements  auxquels  la 
seule  considération  du  mouvement  pouvait  conduire,  que  la  pondéra- 
tion, {i  l.-Kjuellc  la  mesure  de  \a.  force  ou  puissance  a été  ramenée  en 
statique,  n’est  autre  chose  que  l’évaluation  des  rapports  entre  diverses 
Jiircrs  motrices , on  , art.  722  et  724,  entre  divers  produits  de  masst-s 
j),-ir  des  vitesses  finies  , et  une  quantité  déterminée  de  même  espi-ce 
prise  pour  tvpe  ou  terme  de  comparaison  général. 

-26.  Les  poids  et  \c%  forets  motrices  étant  ainsi  des  quantités  homo- 
gènes , la  pesanteur  peut  fournir,  en  dynamique  comme  en  statique, 
li-s  quantités  absolues  qui  entrent  dans  la  mesure  de.s  forces.  Soit  p 
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la  force  motrice  qui  a lieu  en  vertu  de  l’action  d’une  puissance  quel- 
conque sur  une  masse  m , à l’instant  où  cette  puissance  engendre,  dans 

cette  masse,  un  élément  de  vitesse  dv , on  a,  art.  722,  (t  — in. 
si  P est  le  poids  d’un  grave  de  même  masse  que  m,  on  aura,  d'après 


ce  qui  précède,  pt=gm  ou  m 


_ P 


J d'où  « = 


_ /' 


di’ 


g ' ' g dl 

luatiun  de  p se  trouve,  par  là,  rapportée  à celle  d’une  quantité//,  (pii 
SC  détermine  par  des  moyens  et  des  instruments  connus,  et  à une 

longueur  g=  9™,8t  à la  latitude  de  Paris.  dépend  de  la  loi  du 

mouvement,  c’est  la  fonclion  seconde  de  la  valeur  de  x dans  l’équa- 
tion qui  exprime  cette  loi. 

727.  Voici  un  tableau  des  équations  fondamentales  du  mouvement 
varié  et  des  formules  principales  qui  s’en  déduisent; 

I.e  temps  = tj 

La  distance  à laquelle  le  mobile  se  trouve,  au  bout 
du  temps  /,  d’un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite 

de  son  mouvement  = xj 

Sa  vitesse  au  bout  du  temps  / = - 

La  force  accélératrice  au  bout  du  temps  t = 

La  force  accélératrice  duc  à la  pesanteur  = /,'=9'”,8o9; 

La  niasse  du  mobile  = /«y 

Le  poids  d’un  grave  de  même  masse  que  lui  = ...  . pj 
1 ai  force  motrice  au  bout  du  temps  / = 

J'ai  démontré  les  équations  fondamentales 

= i'-i)  ■ .«  = 

ainsi  que  l’équation 

P dv 
g ' dt 


tndv 

~dr 


(4) 


Combinant  (i)  avec  (2)  et  (2)  avec  (3)  et  (4)  on  a 

(5)  . . . vdv  ~ iidr  1 (6)  ...  P = (7)  . . . p = ç. 


dd.r 


on  déduit  de  (1),  dv  = ~—^^- — ; cette  valeur  de  rfe,  sulislituée  dans  (2) 
(3)  et  (4),  donne 
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ddx  , , ddx 

(8)  (9)../A  = — 


dd.T 


L’intt'grale  de  (5),  dans  l’iiypothése  des  valeurs  simultanées  v~lV 
et  f^dx  = o,  donne 

(il) V*  = + i/ipdx  J 


et  en  substituant  pour  <p  sa  valeur-^  u 


(ti) 


e»  = + 


/ u dx. 


Loïc  du  mouvement  rectiligne  et  vertical  d*un  point  matériel  pesant,  en  ayant 
egard  aux  variations  que  subit  la  pesanteur  à diflerenles  distances  du  centre 
de  la  terre.  ( * ) 


728.  J’ai  donné , art.  707  et  suivants,  les  équations  du  mouvement  des 
graves,'  près  de  la  surface  de  la  terre,  qui  renferment,  avec  les  lois  de  ce 
niouvement  découvertes  par  Galilée,  les  termes  dûs  à la  variation  de  la 
pesanteur  à différentes  latitudes.  Ces  équations  satisfont  aux  phéno- 
mènes, avec  toute  l’exactitude  désirable,  à des  hauteurs  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer , ou  à des  profondeurs  au-dessous  de  ce  niveau,  tri’S- 
petites  par  rapport  aux  dimensions  de  la  terre  ; mais  cette  exactitude, 
sufllsantc  dans  une  infinité  de  cas,  n’est  pas  rigoureuse,  la  force  accé- 
lératrice, au  fieu  d’étre  constante,  comme  je  l’ai  supposé,  dans  une 
même  verticale  , change  aux  différents  points  de  cette  verticale , et  ce 
changement  est  déjà  sensible  au  sommet  des  montagnes  élevées.  La  loi 
à laquelle  il  est  soumis  n'est  pas  la  même  au-dessus  et  au-dessous  de 
la  surface  de  |a  qier  sup|)osée  sphérique  ; dans  le  premier  cas  la  force 
accélératrice  suit  la  raison  Inverse  du  quarré  des  distances  du  mobile  au 
centre  de  la  terre , et  cette  raison  inverse  devient  la  raison  directe  des 

(*)  Tout  ce  que  je  dii,  dans  ce  cliapitrc  et  dans  le  suivant,  (c’est-à-dire 
depuis  l’art.  728  jusqu’à  l’art.  745)  sur  le  mouvement  vertical  des  corps  graves, 
tant  dans  le  vide  que  dans  un  milieu  résistant,  aurait  pu,  d’apres  la  méthode 
d’exposition  que  j’ai  adoptée,  être  placé  à la  suite  de  l'art.  711;  l'ordre  des 
études  de  l’École  Polytechnique  a nécessité  la  transposition  de  ces  deux  cha- 
pitres qui , d'ailleurs , n’a  pas  le  plus  léger  inconvénient  pour  la  clarté  et  la 
rigueur  des  démonstrations. 

distances 
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distancTS  simples,  dans  l’intérieur  de  la  terre.  Cependant  les  formules 
dilTércntcs  qui  se  rapportent  k l’une  et  k l’autre  loi , s’accordent  pour 
donner  les  mêmes  valeurs  approchées,  ainsi  que  je  le  ferai  bientôt  voir, 
lorsqu’on  y introduit,  pour  condition,  que  le  mobile  est  k une  petite 
distance  de  la  surface  de  la  mer , d’où  il  suit  que  sa  force  motrice 
n’éprouve  que  des  changements  insensibles  dans  une  verticale  qui  tra- 
verse cette  surface,  la  condition  dont  je  viens  de  parler  étant  supposée 
remplie  , mais  ces  changements  , quoiqu’insensibles  , n’en  sont  pas 
moins  réels. 

Les  équations  données,  depuis  l’art.  707  jusqu’k  l’art.  71 1 ne  sont 
donc,  au  fond,  que  des  équations  empiriques;  nous  pouvons  mainte- 
nant leur  en  substituer  d’autres  fondées  sur  les  véritables  lois  des  forces 
de  la  nature,  lois  dont  la  théorie  est  aussi  curieuse  par  elle-même 
qu’importante  par  scs  conséquences.  Les  résultats  de  l’analyse  suivante, 
é-tablie  d’après  ces  lois,  seraient  encore  susceptibles  de  quelques  modi- 
fications , si  on  avait  égard  k la  figure  sphéroïdique  de  la  terre  ; mais 
cette  considération  est  tout-k-fait  inutile  pour  les  applications  que  j'ai 
k faire  de  ces  résultats  dans  la  suite  du  cours;  elle  intéresse  particu- 
lièrement et  exclusivement  l’Astronomie'  physique. 

729.  Je  suppose  d’abord  que  le  mobile  part  d’un  point  donné  d’une 
verticale  i-levé-e  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  k l’instant  où  on 
compte  zéro  temps  } qu’k  cet  instant  sa  vitesse  est  nulle,  et  qu’aban- 
donné k la  pesanteur  il  va  se  mouvoir  de  haut  en  bas  le  long  de  cette 
verticale.  Je  désigne  par  a sa  distance  initiale  au  centre  de  la  terre, 
j)ar  X la  hauteur  dont  il  est  descendu  au  bout  du  temps  t , parÿ  et  v , 
respectivement  la  force  accé-lératrice  et  la  vitesse  au  bout  du  même 
temps,  j)ar  g la  force  accélératrice  k la  surface  de  la  mer  dans  la  ligne 
verticale ^u  mouvement,  et  par  r le  rayon  de  la  terre  = 6366198“. 
La  masse  du  mobile  est  supposée  égale  k l’unité. 

On  a,  d’après  la  loi  de  la  variation  de  la  force  accélératrice  énoncée 
dans  l’article  précédent,  l’égalité  de  rapport 

^ r* 

g ~ («  — x)* 

Substituant  pour  ^ sa  valeur  (art.  712),  multipliant,  après 


I 


6 
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la  substitution,  le  premier  membre  par  1/  et  le  second  par  lu  valeur 

d.T  ' 

de  V,  on  a 

dx 


(2) 


vdv^gr^. 


{a—xY 

i.gr^ 


cette  équation  a pour  intégrale  e*  = — + C,  et  comme  on  a, 

par  hypothèse,  les  valeurs  simultanées  e = oet  a;  = o,  l'intégrale  devient 

3,gr*.T 


(3)  . . . , 

d’où  on  déduit 


a (« — a-) 


(4) 


ySo.  Telle  est  la  relation  entre  les  vitesses  successives  et  les  espaces 
parcourus  corres|K>ndunts  ; et  pour  comparer  ce  résultat  avec  celui  qu’on 
aurait  en  supposant,  comme  je  l’ait  fait  art.  707  et  suivants,  la  force 
accélératrice  constante,  on  peut  d’ahord  en  tirer  la  valeur  de  la  vitesse 
au  point  où  le  mobile  arrive  au  niveau  de  lu  mer  ; <1  ce  point  on  a 
a — ,v  = r,  et  cette  condition,  introduite  dans  l’équation  (3)  de  l’art, 
précédent,  la  réduit  à 

r 

e*  = • SLgx.  . 

l’équation  de  l’an. 708  donne  simplement  e*  = ^gx , ainsi,  dans  le  cas 
de  la  nature,  la  vitesse  acquise  est  plus  petite  que  dans  le  cas  hypothé- 
tique auquel  se  rapporte  l’équation  de  l'art,  cité,  vu  que  -— < i.  cette 

conclusion  pouvait,  d'ailleurs,  se  déduire  immédiatement  de  la  loi 
annoncée  par  l’équation  (1),  d’après  laquelle  la  valeur  de»  la  force 

accélératrice  g surpasse  celle  que  , ou  , peut  avoir  à un  point 

tiuelronque,  plus  t'ievé  que  la  mer,  de  la  verticale  parcourue. 

781.  Pour  avoir  la  relation  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps, 

il  F 

on  substituera  à e,  dans  l’équation  (3)  de  l’art.  7£9,  sa  valeur- 
et  cette  équation  deviendra 

W. 


dt 
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nuillipllant  le  a",  membre,  haut  et  bas,  par  (a — ajoutant  et  re- 

-7-  de  ce  second  membre  ^ ( i ) devient 


tranchant  ensuite  ‘ 


l.r(rt  — x)|T 


xad.T 


(2)  . , 

jr(rt — — '^)1^ 

Si  sur  la  verticale  a , comme  diamètre,  on  construit  un  demi  cercle, 
dont  .r  soit  une  abscisse  à compter  de  l’extrémité  supérieure,  j l’arc 
correspondant,  compté  de  la  même  origine,  et  y l’ordonnée,  les  valeurs 
de  dy  et  rA  scont,  respectivement  le  i*'.  et  le  2'.  terme  du  2'.  membre 
de  l’é^quation  ri-dessus;  d’où  on  déduit,  en  observant,  relativement  à 
la  détermination  de  la  constante,  qu’on  a les  valeurs  simultanéesa:=:o^ 
_y==o  et  s = o,  l’une  ou  l’autre  des  deux  intégrales 


(3) 


(4) 


=jr + j. 




• !^("— ^)r+T"-arc  ^ 


f <7 .T 


) 


En  substituant,  dans  cettè  équation,. la  valeur  de  ,x  donnée  par  (4), 
"art.  729,  on  aura  la  valeur  du  temps  en  fonction  de  la  vitesse;  mais 
celte  vitesse  ainsi  que  l’espace  parcouru  ne  peuvent  s'exprimer,  en 
fonction  du  temps,  que  par  les  séries. 

782.  Si  la  loi  de  l’accélération  sur  laquelle  toute  l’analyse  précédente 
est  établie  se  conservait  la  même  sur  la  longueur  entière  de  a,  c’est-à- 
dire  depuis  le  point  de  départ  du  mobile  jusqu'au  centre  de  la  terre, 
le  temps  employé,  par  ce  mobile,  pour  parcourir  la  ligne  a serait 

(équation  (4)  de  l’art,  précédent)  é-gal  k ;jT  . —pç^=:  , expression  dont 

nous  retrouverons  l’analogue  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des 
planètes;  la  valeur  de  la  force  accélératrice  et  celle  de  la  diflrérentiellc  du 

A Rdt 


quarré  de  la  vitesse  prendraient  les  formes  respectives  — — et 


; la 


O*  O* 

vitesse  serait  elle-même,  infinie,  et,‘deplus,  aurait,  ainsi  que  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvement 
qui  se  trouveraient  au-delà  du  centre  de  la  terre  par  rapport  au  point 
de  départ. 
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Ces  cs]>êces  de  paradoxes  s’expliqueront  lorsque  j’aurai  exposé  les 
lois  du  mouvement  d’un  point  matériel  sollicité  par  une  force  qui,  éma- 
nant d’un  centre  fixe,  agit  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances.  Si 
ce  corjis  a reçu  une  impulsion  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas 
par  le  centre  fixe,  il  décrira,  dans  le  plan  qui  renferme  cette  direction 
et  ce  centre,  une  section  conique,  dont  le  centre  d'action  sera  un  des 
foyers,  lequel  foyer  se  trouvera  d’autant  plus  rapproché  du  sommet  de 
la  courbe  décrite  que  l’impulsion  aura  été  plus  foible  ; dans  le  cas  où 
elle  serait  nulle,  le  foyer  et  le  sommet  de  la  courbe  se  confondraient, 
la  trajectoire  serait  une  ligne  droite. 

Mais  l'Iiypothfrse,  que  je  viens  de  faire  par  la  conservation  de  la  loi  du 
mouvement  dans  l’étendue  entière  de  a,  se  rapporte  à un  cas  purement 
idéal  ; dans  le  cas  de  la  nature , le  point  matériel , placé  hors  de  la  niasse 
de  la  terre,  doit,  avant  d’arriver  ù son  centre,  parcourir  la  moitié  de 
son  rayon,  et  dès  qu’il  a commencé  à pémétrer  dans  son  intérieur,  la 
loi  de  l'accélération  change  , ainsi  que  je  l’ai  annoncé  art.  7x8  , et 
devient  telle  que  la  force  accélératrice  ne  peut  jamais  être  infinie. 

Voici  l’analyse  par  laquelle  on  détermine  tous  les  phénomènes  du 
mouvement  entre  la  surface  de  la  mer  et  le  centre  de  la  ferre. 

y33.  L’origine  des  es|>aces  parcourus,  désignés  par  T,  étant  prise  au. 
niveau  de  la  mer , c’est-à-dire  à la  distance  r du  centre  de  la  terre,  et 
à un  point  où  la  force  accélératrice  —g,  le  mobile  est  supposé  .com- 
mencer à se  mouvoir  sans  vitesse  initiale  et  partir  de  celle  origine , 
lorsqu’on  compte  zéro  tempt  ; abandonné  ainsi  à la  [lesanlcur , et, 
se  mouvant  dans  l’inléricur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  est,  art. 
yafi,  à chaque  instant,  proportionnelle  à la  distance  à laquelle  il  se 
trouve  du  centre  de  la  terre,  c’est-à-dire  à r — x,  on  a donc 

(.) 

g r 

substituant  pour  ÿ sa  valeur  , multipliant,  après  la  substitution. 


le  I".  membre  par  v et  le  2*.  pat;  la  valeur 


dr. 

~dT 


de 


vdv=—  (r — x)d.cj 

dont  l’intégrale  est,  en  observant  que  v et  at  sont,  par  hypothèse, 
nullcs  ensemble. 
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#- 


■ (2)  t^  = —,x(2r  — x) ; 

c]*uù  on  déduit  • 

(3) 

Si  sur  le  diamètre  3,r  de  la  terre,  comme  grand  axe,  on  construit  une 
ellipse  dont  le  demi  petit  axe  soit  y'gr  , l’ordonnée  à celte  ellipse, 
correspondante  1»  l’espace  parcouru  Xj  sera  la  vitesse  v du  mobile. 
Cette  vitesse,  supposée  nulle  au  point  de  départ,  ou  à une  des  extré- 
mités du  diamètre  terrestre , se  trouvera  encore  nulle  k l’autre  extré- 
mité du  même  diamètre,  le  mobile  étant  censé  avoir  traversé  le  globe 
terrestre.  Le  maximum  de  la  vitesse  aura  lieu  au  centre  de  la  terre  où 
sa  valeur  sera  à la  valeur  y'T^r  qu’elle  aurait  eu , si  la  force  ac- 
célératrice gj  qui  a lieu  h la  surface  de  t'bier,  se  fut  maintenue  cons- 
tante dans  l’intérieur  de  la  terre,  comme  i : y^. 

784.  Je  substitue , (fans  l’équation  (2)  de  l’art,  précédent  , pour  *> 

sa  valeur  et  cette  équation  devient 


(0 


(gr)‘t/e  = pr==^L==  . 

X ( 2r — X) 


Si , sur  le  demi  cercle  circonscrit  k la  demi  ellipse  dont  j’ai  donné 
la  construction  dans  l’article  précédent , on  prend  un  arc  s qui  ait  la 
même  origine  que  l’espace  parcouru  x,  et  dont  l'abcisse  soit  ce  même 
espace  x,  le  second  membre  de  l’équation  précédente  sera  la  valeur  de 
c/r  , d’où  on  conclut  , en  observant  que  t et  s sont  nuis  ensemble  , 
l’une  ou  l’autre  des  valeurs 


ty'gr  — s J 

- 1 r — X 

IV  gr  = r arc.  é cos.  = — 

et  réciproquement 

(3) x = c|  I — cos.^/|/Â^ 

égalant  cette  valeur  k celle  que  fournit  l’équation  (3)  de  l’art,  précé- 
dent, on  obtient  l<?s  deux  équations. 
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(4) o = (gr)^  sin.  ^/j/ 

‘=(7)-*''l“"“('(ÏÔT)i'’ 

et  tous  les *pliénomèncs  du  mouvement  se  trouvent  complètement  dé- 
terminés par -les  équations  de  cet  article  et  du  précédent. 

735.  Le  mobile,  qui  est  censé  pouvoir  parcourir  le  diamètre  entier 
Je  la  terre,  a,  d’une  extrémité  à l’autre  de  ce  diamètre,  un  mouve- 
ment oscillatoire,  qui  est  exprimé  très-clairement  par  l’équation  (3)  de 
l’art,  précédent;  en  elTet,  si  dans  celte  équation  on  attribue  à / les  valeurs 


successives  0 


' ’ 'À'Kt  ' ■ '"[/-F  ' ’ 

J._.i  ^ i 


(.T  étant  la  demi  circonférrfTce  qui  a l’unité  pour  rayon)  les  valeurs 
correspondantes  de  x seront,  respectivement,  Oj  r,  ar,  r,  etc. 
et  se  reproduiront  conlinuellemenl  dans  ce  même  ordre,  si  les  valeurs 
successives  de  t , h compter  de  t = o,  croissent  par  intervalles  égaux 


le  mobile,  après  avoir  parcouru  le  diamètre  de  la  terre. 


reviendra  donc  à son  point  de  départ  , retournera  ensuite  à l’autre  ex- 
Irémilé  du  diamètre,  etc.  [wr  des  oscillations  qui  ne  peuven»  cesser 
qu'en  vertu  de  causes  étrangères  à la  loi  du  mouvement.  Chaque  allée 


et  retour,  a une  durée  égale  k 2-1 


Vt- 


et  voilà  un  premier  exemple 


des  symboles  de  mouvements  uniformes  dont  j'ai  parlé  à l’art.  690  ; le 
temps  constant , désigné  dans  cet  article  par  A,  a,  pour  valeur  , dans 


le  cas  actuel , a.  sr 


, ensortc  que  • 


n.rrt 


• représente 


valeur  identique  avec  celle  de  t qui  entre  dans  l'équation  (3) 

de  l’article  précédent. 

Application  des  lois  du  mouvement,  expoace»  dan»  le  chapitre  précédent,  au 
ca«  où  le  mobile  le  meut  pre»  de  la  surface  de  la  terre. 

73<5.  Désigant  par  f l’élévation  d’un  mobile  au-dessus  du  niveau 
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<lc  la  mer  et  éliminant  x de  l’équation  (1)  de  l’art.  729  au  moyen  de 
l’équation  /•4-f4-or  = «,  la  valeur  de  donnée  dans  le  même  ar- 

- ■ J-  on  voit  par  cette  équation  et  jwr  l’é  - 

g 


ticlc,  devient  ^ = ■ 


quation  (i)  de  l’art.  733  ip—  même  ver- 

ticale et  à |>arllr  de  la  surface  de  la  mer,  la  force  accélératrice,  due  à 
la  pesanteur , va  en  diminuant  à mesure  qu'on  s’éloigne  du  point  de 
dé|)art,  tant  au-dessus  qu’au -dessous  de  cette  surface.  Ainsi  un  mobile 
tombant  d’un  certain  point  supérieur  à la  mer  aura  une  force  acci  lé - 
ratricc  toujours  croissante  justju’au  moment  ou  il  sera  arrivé  au  niveau 
cltvla  mer;  à ce  moment  si  on  suppose  qu’il  peut  continuer  son  mou- 
vement vertical  dans  l’intérieur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  de 
croissante  qu’elle  était  deviendra  décroissante,  et  la  lui  de  continuité 
sera,  sous  un  certain  point  de  vue,  violée  dans  ce  changement.  En  ed'et 
g'^  I . , , àc 

1 équation  à = — ; -7—  donne  en  general  — j --  ^ — — , 

"P  ^g'* 

valeur  qui,  à la  surface  de  la  mer,  c’est-à-dire  dans  lliypotlièse  de 
^ = 0,  devient  — — 7^  S dans  l'équation  -7- (c — x)  , 


r/r  r . , 

on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  ■ — ; ainsi  \a  fonction 

prime  de  la  valeur  de  x en  à est  subitement  doub[ée  au  point  où  l’on 
passe  de  l'extérieur  à l'intérieur  du  globe  terrestre. 

. 737.  L’expression  étant  développée,  et  ^ n’étant  pas  censé 

excéder  les  plus  grandes  hauteurs  aiwquelles  l'homme  peut  s’élever,  or» 
pourra  négliger  les  termes  du  développement  qui  contiènent  les  2'.  S". 

etc.  puissances  de  ^ } et  cette  ex])ression  deviendra  (.-4> 

quantité  1 — — ^ est  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  les 

diverses  valeurs  de  g que  j’ai  données  art.  709 , lorsqu’on  veut  avoir 
égard  à la  variation  de  la  |>esanteur  dans  le  sens  vertical  à une  hauteur  Ç 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer.  S'il  s’agit  des  variations  de  la  pesanteur 

à des  profondeurs  x au-dessous  de  ce  niveau  le  facteur  sera  i —,  et 
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on  observera  que  ce  dernier  facteur  est  rigoureusement  applicable  à 
une  profondeur  qiielquonque , au  lieu  que  le  premier  ne  convient  qu’k 
des  hauteurs  très-petites  par  rapport  au  rayon  de  la  terre.  Ces  facteurs 
seront  employés  utilement  dans  l’exposition  de  la  théorie  du  nivellement 
barométrique. 

788.  Si  on  veut  examiner  comment  les  équations  du  mouvement  des 
graves  données  depuis  l’art.  729  jusqu’à  l’art.  784  s’accordent  avec 
celles  dans  lesquelles  on  sup|)ose  la  force  accélératrice  constante,  il  faut, 
dans  les  premières,  introduire,  pour  condition,  que  l’espace  parcouru  x 
est  assez  petit  jiour  qu’on  puisse  négliger  les  termes  multipliés  par  sa 
2'.  puissance.  On  aura  ainsi  pour  le  mouvement  au-dessus  de  la  mer. 


et  pour  le  mouvement  dans  l’intérieur  de  la  terre 

(3)  i>  = y 3gj:  J (4)  . . / = ——  J 

pour  ce  second  cas,  la  seule  condition  de  la  jK-lilesse  de  x fait  coïncider 
les  équations(2)de  l’art.  788  et  de  l’art.  784  avec  celles  de  l’art.  708. 

Pour  le  premier  cas  les  relations  entre  x , e et  / dépendent  de  la 
distance  a ^ ou  de  ta  position  initiale  du  mobile  s mais  si  on  veut  éten- 
dre l’usage  des  équations,  qui  se  rapportent  à ce  premier  cas,  au  jnou- 
vement  de  descente  dans  l’intérieur  de  la  terre,  à partir  du  niveau  de 
la  mer,  elles  deviendront  identiques  avec  les  équations  du  2*.  cas,  parce 
qu’alors  on  aura  la  distance  initiale  au  centre  de  la  terre  =a  = /-. 

Lnii  du  mouvement  vertical  d'un  point  matériel  pesant,  en  ayant  egard  à la 
résistance  du  milieu  traversé  par  ce  mobile , qu’on  suppose  proportionnelle 
au  quarré  de  la  vitesse. 

789.  La  théorie  du  mouvement  vertical  des  corps  pesants , exposée 
dans  le  chapitre  précédent,  ne  laisserait  rien  à désirer  si  ce  mouvement 
avait  lieu  dans  le  vide  ; mais  la  résistance  du  milieu  traversé  par  le 
mobile,  en.change  tellement  les  lois,  qu’il  est  indispensable  d’y  avoir 
égard  si  on  veut  obtenir  des  ri'sultats  conformes  aux  phénomènes  réels. 

La  résistance  dont  je  parle  peut  être  considérée  comme  une  force 
retanlatnce  J et  une  particularité,  qui  caractérise  ccnc  force , consiste 
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«1  ce  que  son  sens  d’action  est  tléiorminé  par  le  sens  du  mouvement 
du  mobile  auquel  elle  est  toujours  directement  opposée  ; de  plus,  elle 
n’a  d’elTet  qu’aulant  que  ce  mobile  a une  vitesse  finie  dont  elle  lui  en- 
lève,  à chaque  instant  , une  portion  inriniment  jietite. 

On  a conclu  , et  d’un  grand  nombre  d’expériences  et  du  raisonne- 
ment (je  reviendrai  sur  cette  matière  quand  je  traiterai  de  la  résis- 
tance des  fluides)  que  , les  cas  extrêmes  des  très- petites  et  dos  très- 
grandes  vitesses  exceptés  , si  le  mouvement  a lieu  dans  un  liquide  ou 
dans  un  gaz  aériforme  de  même  densité  par  toute  sa  masse,  l’élé- 
ment de  vitesse  dé’truit  à chaque  instant,  par  la  résistance  du  mi- 
lieu su[)posé  constant)  est  sensiblement  proportionnel  au  quarré 
de  la  vitesse  du  mobile  au  même  instant  ; ainsi , le  mobile  pesant  se 
mouvant  dans  une  verticale,  la  variation  instantanée  de  sa  vitesse  est 
due,  1°.  à la  pesanteur  qui  change  cette  vitesse  v en  2“.  à 

la  ré'sistance  du  milieu  par  laquelle  cette  dernière  valeur  devient 
<’  + gdl  — kv^dt , en  désignant  par  h une  constante  à déterminer  par 
l’expérience  ; ensortc  qu’on  a = + gdt  — kv*dt  j et  la  force  motrice 
a pour  valeur  la  masse  étant-=  i.  Les  signes  supérieur 

et  inférieur  de  gdt , sont  respectivement  applicables  aux  mouvements 
verticaux  de  descente  et  d'ascension. 

740.  Je  vais  d’abord  traiter  le  cas  du  mouvement  d'ascension , et  pour 
rendre  les  expressions  homogènes  et  la  suite  de  l’analyse  plus  facile,  je  subs- 


tituerai à la  constante  k une  autre  constante  en  faisant  ^ = 


J? 


, et  j'aurai 


on  tire  immédiatement  de  cette  é-quation 


dv 


Le  i'.  membre  est  la  dilTércntlelle  d’un  arc  qui  a pour  tangente  tri  - 
gonométrique  , ce  qui  donne 
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J,c  mouvement  vertical  d’ascension  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  vitesse 
initiale;  soit  V cette  vitesse,  dont  on  sup|x)sc  que  le  mobile  étoil 
animé  à l'instant  où  on  comptait  zéro  temps , l’état  initial  donnera 

O = C — arc.  I tang.  = | et  on  aura  pour  intégrale  ultérieure 


W • • • -^/  = arc.  I tang.= 
on  déduit  de  cette  équation 

(3) 


a 


tang.=  — 


i r 

. . . v = a . tang.  <arc.  I tang.  = I ‘ \ ’ 

Pour  avoir  la  relation  entre  l’espace  parcouru  et  la  vitesse  on  multi- 
pliera le  premier  membre  de  (i)  par  v et  son  second  membre  par  la 

valeur  ‘l*’  *'.>  désignant  par  .r  la  distance  à laquelle  le  mobile 

se  trouve  au  bout  du  temps  t,  du  point  où  il  avait  la  vitesse  initiale  V,  et 

celte  étiuation(i)i)ourra  se  mettresous  la  forme  dx  = — . — 

> â 

ayant  pour  intégrale  x = C — ■ ■ log.  ( a’  + e*) y 

l’hypotlièse  des  valeurs  simultanées  x=o,  et  v = U j donne 

C = 


log.  («>+  d’où 


(4) 

^ ' :zg  “ V J 


on  déduit  de  celte  équation,  en  désignant  par  c le  nombre  dont  le 
logarithme  népérien  = i j 

^ ' I C^Sx-.a-  j 

en  sub.stituant  cette  valeur  dans  (a),  ou  en  l’égalant  au  2'.  membre  de 
l’é-quation  (3). on  aura  la  relation  entre  les  temps  et  les  espaces  parcourus. 

741.  Je  passe  au  cas  du  mouvement  de  de.scenle  verticale  et,  e étant 
la  vitesse  au  bout  du  temps  t,  je  SJ|i|>ose  qu'on  a en  mémie  temps  e = o^ 
/ = o,  et  qu’au  premier  instant  le  mobile  se  trouve  à l’origine  des 
distances  x qui  déterminent  sa  position  sur  lu  ligne  du  mouvement. 

L’équation  fondamentale,  dans  ce  cas,  est  art.  739, 


Section  rREMiÈRE. 





on  en  déduit 
gdt  — - 


dv 


V fl  a 


et  on  a pour  intégrale,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  a , 

La  constante  arbitraire  est  mdlc  d'après  l’hypothèse  des  valeurs 
simultanées  e = o et  r=o.  On  déduit  de  cette  équation 

( î a q. , 

Pour  obtenir  une  équation  finie  entre  les  vitesses  et  les  espaces  parcourus 
on  multipliera  le  i".  membre  de  (i)  par  v et  le  a',  membre  par  la  valeur 
dx 

de  r J et  on  aura 

gdx=z 


i'dv 


multipliant  les  deux  membres  par 


et  intégrant 


x = -los.(t-^),ou 

(4)  • • • ■ 

la  constante  est  encore  nulle  parce  qu’on  a,  en  même  temps,  |)ar  liy-r 
polhèse,  e = o et  .r  = o. 

Résolvant  cette  équation  par  rapport  à e on  a 

• • • • fSl  ; a» 

3i  on  substitue  cette  valeur  dans  (ï)on  aura  / en  et  si  on  l’égale 
à celle  qui  est  donnée  par  l’équation  (3)  on  obtiendra  l’équation 

t 

(6) — — = -i:.  _ LL  . 

• ' ; a ^ J • X* 
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“4a.  La  qii:in(i(é  a est  constante  pour  un  milieu  et  un  mobile  don- 
ms,  mais,  quoique  le  moWle  reste  le  même,  elle  varie  d’un  milieu  k 
l’autre,  et  réciproquement  dans  le  même  milieu  elle  varie  avec  la  masse 
du  mobile.  Je  reviendrai  sur  ces  observations  avec  quelque  détail,  lors- 
que je  parlerai  de  la  résis/fince  t/cs  JlitiJes.  Je  me  bornerai  à dire , 
en  ce  moment,  que  les  équations  des  deux  articles  précédents  peuvent 
être  employées  utilement  à la  détermination  de  a par  l’ex|)érience.  En 
efPet  dans  le  cas  de  l’art.  740  , connaissant  la  vitesse  initiale  U et  la 
plus  grande  hauteur  //à  laquelle  le  liiobile  s’est  élevé,  l’équation  (4) 


de  cet  article  donnera  H = 


fl* 

Séf 


la  seule  inconnue 


JI  = 


fl* 


log.  é i 4-  tang.* 


■ V/Ai  LL  aa  Liui 


; voilà  donc  trois  moyens  de 


restante  sera  n qui  pourra  se  calculer  par  des  méthodes  d’approxima- 
tion. Si  au  lieu  de  la  plus  grande  élévation , on  connaît  le  temps  T de 

cette  é’iévation,  on  tirera  de  l'équation  (2),  = tang.  ^ ^ ^ ^ 

enfin  , sans  connaître  la  vitesse  initiale  , si  on  a observé  la  plus 
grande  hauteur  de  l’ascension  et  sa  duré-c  , on  aura  l’équation 

2 

calculer  a par  des  données  expérimentales. 

Dans  le  cas  de  l’art.  741  , U étant  la  hauteur  totale  de  la  chute  et 
T sa  durée,  on  substituera  ces  valeurs  observées  à x et  / dans  l’équa- 
tion (6)  de  cet  article,  et  on  aura  encore  une  équation  qui  ne  contien- 
dra d’autre  inconnue  qe  e fl.  On  peut  aussi  employer  le  temps  total 
d’une  ascension  et  d’une  descente , en  combinant  les  équations  qui  se 
rapportent  à ces  deux  cas,  équations  dans  lesquelles  on  introduira  la 
condition  de  l’é-galité  des  deux  espaces  totaux  parcourus,  et,  en  général, 
quelque  soit  le  choix  qu’on  fasse  des  données,  avoir  recours  à diffé- 
rents artifices  d’analyse  pour  simplifier  le  calcul  de  a;  mais  ces  détails  , 
que  je  trouverai  l’occasion  de  placer  ailleurs,  me  mèneraient  trop  loin, 
et  il  me  suffit,  en  ce  rnoment,  d’avoir  simplement  fait  connaître  la  possi- 
bilité de  l’emploi  dw  formules  des  art.  740  et  741  dans  là  détermina- 
tion de  la  résistance  ihi  milieu. 

74'3.  Les  équations  (3)  et  (.5)  de  l’art.  741  offrent  une  propriété  re- 
marquable du  mouvement  de  descente  verticale  dans'un  milieu  résistant 
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Comme  le  quurré  de  la  vitesse; on  y voit  que  la  valeur  de  colle  vitesse 
ne  peut  jamais  être  plus  grande  que  a,  qu’elle  .approche  sans  cesse  de 
cette  limite  et  qu’elle  ne  l’atteint  rigoureusement  que  lorsque  le  temps 
ou  l'es|)ace  parcourus  sont  infinis;  mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas 
les  quantités  exponentielles  peuvent  prendre  un  accroissement  très- 
rapide  de  manière  que  te  iiomirre  qui  multiplie  a , dans  In  valeur  de  v , 
devienne  promptement  pres<|ue  égal  à l’unité,  et  que  le  mouvement 
parvienne  sensiblement  à runiformité  avec  la  vitesse  a.  C’est  un  premier 
exemple  des  espèces  de  mouvements  variés,  dont  j’ai  parlé  à l'art.  695. 

744.  Le  mobile  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  initiale  L' s’élève, 

J 


comme  ona  vn  précédemment,  à une  hauteur  -^;^log.  1 4-  tang  * 

à cette  hauteur,  sa  vitesse  se  trouvant  entièrement  élcinte,  il  prend 
un  mouvement  rétrograde  et  une  des  forces  qui  font  varier  son  mou- 
vement , subit,  ainsi  que  je  l'ai  observé  art.  789,  un  changement  brus- 
que en  prenant,  tout-ii-coup,  une  direction  diamétralement  opjxrsée 
à celle  qu’elle  avait  pendant  l’ascension  du  mobile.  Les  équations  du 
mouvement,  dans  ce  second  cas,  ne  peuvent  pas  se  déduire  do  celle 
qui  se  rapportent  au  premier  cas,  les  relations  entre  C et  e sont  dif- 
férentes. Cependant  on  peut  ramener  l’expression  de  ces  relations  à des 
considérations  gé'ométriques  qui  établissent  la  loi  de  continuité  entre 
les  phénomènes  du  mouvement  de  montée  et  de  descente.  Du  rayon 
AC=a  traçons  un  arc-de-ccrcle  AR  dont  la  tangente  AT,  menée  j..^  ^ 
au  point  A,  soit  égale  à la  vitesse  initiale  V j prenons  sur  celte  tangente 
la  longueur  AÇ  = v , vt  traçons  les  sécantes  CT  et  CQ  j on  verra  très- 
aisément,  en  rapprochant  cette  construction  de  l’énoncé  de  l’équation 
(2)  art.  740,  que  celte  équation  peut  être  remplacée  par  la  suivante 
• ^ a X «rcfpiir  CBn 


Soit  maintenant , C le  centre  et  A le  sommet  d'une  hyperbole  equi- 
latère  AMHj  prolongeons  la  tangente  TA,  commune  aux  deux  courbes, 
jusqu'à  sa  rencontre  R avec  l’asymptote  CRN j prenons  sur  AR  une 
longueur  At—  v (cette  indéterminée  v étant  celle  qui  entre  dans  l’équa- 
llon  (3)  art.  741  ),  et  une  Içngueiir  At'  dont  l’excès  sur  la  première 
soit  censé  une  partie  infiniment  petite  tr'  =s.dv  j menons  enfin  les 
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rayons  vecteurs  CrM , Cr'M'.  On  trouvera  sans  diflicultc  que  le  sec- 


teur élémentaire  CMM'  = 


d’où  dt  = 


iX-CMM' 


J cette  équation  pouvant  remplacer  l'équation  (a) 


de  l’art.  741. 

Ainsi  comptant  les  vitesses  sur  la  ligne  RT , de  jart  et  d'autre  de 
l’origine  A , savoir  les  vitesses  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  d’as- 
cension du  côté  de  T , et  celles  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  de 
descente  du  côté  Aç  R , les  temps  correspondant  à ces  vitesses  seront 
représentés  par  les  aires  comprises  entre  le  rayon  CU  la  courbe  com- 
posée BnAMIJ,  et  un  autre  rayon  vecteur  quelconque,  Cn  ou  CM , 
mené  ù cette  courbe  composée  , et  coupant  RT  à l’extrémité  de  la 
partie  AQ  ou  At  qui  représente  la  vitesse.  On  comptera  zéro  temps 
au  moment  où  le  mobile  sera  lancé  de  bas  cn  haut  avec  la  vitesse  ini- 
ti:de  AT  = V , le  rayon  vecteur  Ct  ou  CQ  se  confondant  alors  avec 
CT , et  cette  origine  du  temps  sera  commune  à la  montée  et  à la 
descente. 

La  propriété  énoncée  !i  l’art.  748  est  m.inifeste  dans  cette  construc- 
tion; on  voit  que  la  vitesse  Ar  ne  peut  jamais  excéder  la  longueur  AR 
du  demi-axe  elle  n’atteint  cette  longueur  que  lors<[ue  CM  se  con- 
fond avec  l’asymptote  CR,  auquel  cas  l’aire  CAM  qui  représente 
le  temps  est  infinie  ; mais  le  point  r peut  être  promptement  assez 
rapproché  du  point  R pour  que  les  lignes  At  et  A R ne  difTércnt 
qu’extrémemeni  peu  l’une  de  l’autre,  ct  dcs-lors  la  vitesse  At  devient 
sensiblement  invariable  et  é-galc  ù AR. 

74.5.  Les  équations  des  art.  740  ct  741  doivent  donner,  comme  cas 
particuliers,  celles  des  art.  708  et  suivants,  lorsqu’on  suppose  que  la 


résistance  est  nulle, ou  que  — ^ — =o,cequi  revient  à dire  que  «=  »; 


mais,  pour  mettre  cette  relation  en  évidence,  il  faut  dévelop|ver,  en 
séries  , les  fonctions  circidaircs  et  logarithmiques  qui  entrent  dans 
les  é-quations  des  art.  740  et  741.  Ces  sé-ries  peuvent  être  obtenues 
très -simplement  par  le  procédé  même  de  l’intégration,  ct  il  sullit. 
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comme  on  peut  s’en  assurer  à l’aspect  des  éqiiatiuns  (i)  des  art.  cites,  de 
développer  la  fonction î = i X — — + -il-  X +etc. 

J ^ ^ a*  rt* 

tf  * 

le  signe  supérieur  est  applicable  au  cas  du  mouvement  d’ascension  et  le 
signe  inférieur  au  cas  du  mouvement  de  descente. 

Dans  l’un  et  l’autre  cas  on  intègre  le  produit  de  la  série  par  /ii>  ou 
par  vdvj  respectivement , pour  obtenir  la  valeur  du  temps  ou  celle  de 
l’espace  parcouru  et  on  a. 

Dans  le  cas  du  mouvement  d’ascension 


U* — e4 

— ,•>)  — i +i 


a* 

t/«  — e* 


a* 


1:7  — ,,7 


etc. 


Dans  le  cas  du  mouvement  de  descente 


St  = T >>+  i 

c'3 

^ « 

J.  • 

i»7 

+ ï 

«4 

+ T 

• 

^.r=le»  + i 

c4 

L f. 

„« 

L 1 

<•8 

~â^ 

+ * 

//4 

^ 7 

, V Iv» 

Lorsque  la  résistance  du  milieu  est  nulle  ou  que  a = le  ie. 
membre  de  chacune  de  ces  équations  se  réduit  à son  premier  terme, 
et  on  obtient  alors  les  relations  entre  t , v et  x qui  doivent  avoir  lieu 
dans  le  vide. 

On  peut  aussi  employer  ntilément  ces  valeurs  en  série  dans  les  calculs 
relatifs  à la  détermination  de  la  quantité  u,  ou  de  la  résistance  du  fluide; 
je  supprime  ces  détails  par  les  motifs  donné-s  !i  la  fin  de  l’art.  742. 


De  la  tiurrtc , de  l’état  de  molle.^se f de  V^lasticitr  et  des  divers  degrés  de  ces 
qualités  dans  les  corps.  Mesure  do 

746.  La  dureté  est  la  propriété  des  corps  par  laquelle  ils  résistent 
plus  ou  moins  auv  efforts  qui  tendent  à sé[>ari-r  les  différentes  parties 
de  leurs  masses  , ou  , en  général  , à changer  les  positions  respectives 
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tic  CCS  parties  , et  par  conséquent  les  formes  des  corps  ; un  corps 
parfaitement  dur  est  celui  dans  la  forme  duquel  aucun  effort  ne  peut 
produire  le  plus  léger  changement.  On  a tout  lieu  de  croire  qu’il 
n’existe  pas  de  corjts  pareils  dans  la  nature  , et  je  considère  la  par~ 
faite  dureté  comme  une  qualité  purement  abstraite  , mais  dont  l’in- 
troduction , dans  certaines  branches  de  théorie  générale,  est  indispen- 
sable , comme  on  le  verra  dans  la  suite  du  cours. 

Lorsqu’un  corps  n’est  pas  parfaitement  dur  et  que  sa  forme  est  par 
conséquent  susceptible  de  changement,  si  une  force,  apri'S  avoir  opéré 
un  pareil  changement  , cesse  d’agir  sur  lui , ou  ce  corps  consen'cra  la 
nouvelle  forme  qu’il  a été  obligé  de  prendre,  ou  il  reviendra  complè- 
tement à la  première,  ou  enfin  il  changera  sa  nouvelle  forme  mais  sans 
regagner  entièrement  la  première. 

Le  corps  qui  est  dans  le  premier  cas  s’appelle  un  corps  mon}  il  doit 
être,  à certains  égards,  quant  aux  phénomènes  de  mouvement,  assimilé 
aux  corps  pafaitement  durs  } le  second  cas  est  celui  des  corps  par- 
faitement élastiques } on  peut,  si  l’on  veut,  considérer  encore  la 
parfaite  élasticité  comme  une  propriété  abstraite,  quoique  la  nature 
nous  offre  beaucoup  de  corp«  qui  en  jouissent  k un  degré  éminent, 
enfin  le  3'.  cas  est  celui  des  corps  imparfaitement  élastiques, 

747.  On  a tenté  d’établir  , entre  les  différents  degrés  de  dureté 
des  corps,  quelques  modes  de  comparaison  , utiles  dans  les  arts,  mais 
étrangers  aux  recherches  qui  vont  suivre,  et  qui  ne  sont  pas  d’ail- 
leurs susceptibles  d’une  rigueur  mathématique.  Il  n’en  est  pas  de  même 
des  différents  degri-s  d’élasticité  , leur  mesure , que  j’aurai  occasion 
d’introtluire  dans  des  problèmes  importants  de  dynamique,  se  rapporte 
à un  terme  i!e  comparaison  fixe  et  rigoureux  déduit  d’une  propriété  de 
l'élasticité  parfaite  } voici  en  quoi  consiste  cette  propriété.  Si  un 
corps  parfaitement  élastique  ( jxnir  fixer  les  idées  , je  le  supposerai 
sphéri(|ue)  animé  d’une  certaine  vitesse  et  se  mouvant  suivant  une  ligne 
droite,  rencontre  un  plan  immobile  et  parfaitement  dur  per|KMidiculaire 
ksa  ligne  de  direction,  il  le  choquera  et,  par  une  propriété  de  l’élasticité, 
unie  à celle  du  n’tablissement  complet  de  la  forme,  ce  corps,  apri-s 
le  choc , retournera  en  arrière  et  se  mouvra  , en  sens  contraire  de  son 
premier  mouvement , avec  ime  vitesse  égale  k celle  dont  il  jouissait  dans 
le  sens  direct,  quelle  qu'ait  été  cette  vitesse.  < 

Suit 


VYole 


StcTiospREMifenr.,  5j 

Suit  maintonant  un  autre  corps  ini|>arfàitcment  élastique  se  trouvant, 
d'ailleui's,  dans  des  circunslances  parfaitement  semblables  à celles  que 
je  viens  de  décrire,  à la  valeur  pri-s  de  sa  vitesse  avant  le  cboc,  qui  peut 
être  ou  ne  pas  être  la  même  que  celle  du  premier  corps  ; après  le  cboc  ce 
corps  retournera  aussi  en  arrière  sur  la  ligne  de  direction  de  son  premier 
mouvement,  mais  sa  vitesse  wra  moindre  qu’elle  n’était  avant  le  choc 
dans  un  rapport  qu’on  peut  siip|>oser  = i : l’unité  représentant  la 

vitesse  antérieure  au  cJioc , et  n un  nombre  positif  < i ; ce  nombre  n 
donnera  la  mesure  l’élasticité  du  second  corps  lorsqu’on  fera  l'élasticité 
parfaite  = i. 

Définidfln  dr  la  quantité  de  mouvement . Distinction  entre  la  pression  et  le  çhnct 
Da  riguepr  des  theuries  d’ét|uilibre  est  indépendante  des  considérations  sur 
les  forces  particulières  a la  Dynamique.  Représentation  des  forces  , dans 
l’analyse  des  pliénomenes  du  mouvement  d’un  corps  ou  d’un  système  de 
corps,  par  des  forces  motrices  cea  des  quantités  de  mouvement  forces  ac~ 
céf^ratrices , ou  des  vitesses.  Observation  sur  ta  décomposition  des  vitesses.  Ou 
peut  toujours  ramener  les  expressions  qui  représentent  les  forces  appliquées 
à uu  système  à ne  contenir  que  des  forces  accélératrices  ou  des  vitesses. 


748.  On  i^vu  par  les  détails  dat^  lesquels  je  suis  entré  art.  714  et 
suivants  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  que  les  clfets  mé- 
caniques dont  les  corps  en  mouvement  sont  capables  dépendent  essen- 
tiellement de  leurs  masses  et  de  letirs  vitesses;  m désignant  la  masse  et 
V la  vitesse,  le  produit  mv  qu’on  employé,  à chaque  instant,  dans  les 
problèmes  de  dynamique  a été  désigné  par  le  nom  particulier  de  e/ttan- 
tilé  tic  mouvement. 

J’observerai, à propos  de  Cette  définition, que  le  mode  decomparaison 
des  forces  cntr’elles,  établi  art.  718  et  suivants,  se  réduit  à assigner 
des  rapports  entre  des  quantités  de  mouveineiit  j eti  elTet  la  force- 

motrice  — P — rn,à  laquelle,  art.  722,  la  puissance  est  proportionnelle. 


n’est  autre  chose  qu’une  quantité  de  mouvement  hypothétique,  qui 
aurait  lieu  au  bout  de  l’unité  de  temps,  si,  à partir  de  l’étal  de  repos,  le 
corps  SC  mouvait,  pendant  cette  unité  de  temps,  d’un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  avec  la  force  accélératrice  supposée  constante, 
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749-  J’ai  fait  connaitre  , aux  artlclt‘s  ciu's,  que  1rs  forces*  dent  ?a 
composition,  la  décomposition  et  réquilibre  constituaient  les  objets  de 
la  première  partie  du  cours  , étaient  celles  qui,  dans  le  i>rcmirr  ins- 
tant de  leurs  actions  sur  les  masses  m,  leur  impriment  des  qnantilcs 
de  immrement  élémentaires  mdv  ou  mçdt,  (en  désignant  respective- 
ment par  V , ip  et  dt , la  vitesse , la  fiu-ce  accélératrice  et  l’élément  du 
temps)  ou  qui,  à un  instant  quelconque  tle  ces  actions  prolongées,  font 
varier  de  mdv  ou  m^dt  la  quanlilc  de  mouvement  actuelle  mv  du 
corps.  Or  les  ellcts  mécaniques  dont  est  capable  une  mtisw  lorsqu’elle 
jouit  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  mpdt , ou  qu’elle  est 
animée  d’une  quantité  de  mouvement  finie  mv , étant  d’ordres  diffé- 
rents, et  tels  qu’on  ne  peut  établir  ni  rapports  de  quantités,  ni  condi- 
tions d’équilibre  entre  les  actions  des  masses,  prises  dans  l'un,  et  les 
actions  des  mêmes  masses,  prises  dans  l’autre  de  ces  cas,  (je  donnerai 
bientôt , sur  cet  objet,  des' développements  appuyés  d’cxemples)on  a dis- 
tingué ces  effets  par  des  noms  dill'érents.  On  appelle  piTssion  l’action, 
contre  un  obstacle  d’une  niasse  m,  animée  d’une  quantité  de  mouvement 
élémentaire  celle  que  lui  communique,  dans  le  i".  instant,  une 

puissance  continue  , la  masse  m étant  à cet  instant  supposée  en  état  de 
repos,  et  l’effet  de  l’obstacle  qii’elle^rrwe  étant  d’empêcher  les  accrois- 
sements successifs  de  la  vitesse  naissante  ; et  on  désigne  par  le  nom  de 
choc , l’action  contre  un  obstacle  de  la  même  masse  m , lorsqu’elle  a 
acquis  soit  par  l’action  continuée  de  la  puissance,  soit  d’une  autre  nia- 
iiiere  quelconque  la  quantité  de  mouvement  finie  mv. 

75o.  Ces  détails,  ceux  qui  les  ont  précédé  depuis  l’art.  714,  et 
d'autres  qui  ne  tarderont  pas  k être  exjiosés,  doivent,  ainsi  que  j’en 
avais  prévenu  , jeter  un  jour  satisfaisant  sur  la  nature  des  forces  qui 
ont  été  l’objet  de  la  première  partie  du  cours,  et  sur  leurs  relations 
avec  celles  auxquelles  on  peut  supposer  un  mode  d’action  quelconque; 
la  connaissance  qu’ils  donnent  des  éléments  ou  principes  constituants 
de  l’effet  d’une  puissance  ne  pouvait  s'obtenir  que  par  des  considéra- 
tions de  dynamique;  or»  ne  doit  cependant  pas  conclure  de-là  que  cette 
analyse  d’e7e>;en/f  fut  indisjiensable  ou  même  nécessaiix-  pour  assurer 
la  rigueur  des  démonstrations  de  la  Statique  ; toutes  les  conditions  exi- 
gibles à cet  égard  sont  complètement  remplies  , lorsqu’après  avoir 
pris  un  type  de  puissance , tel  que  la  pesanteur , et  déterminé  exae- 
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tpnipnt  les  circonsumces  auxquelles  on  rapporte  son  action , on  ne 
compare  ’i  celle  force , et  entr’clles  , que  d’autres  forces  qui , par  le 
fait , ont  des  modes  d'actions  tels  qu’plies  peuvent,  dans  les  conditions 
et  dans  les  circonstances  assignées,  conire-balancer  les  efforts  résultants 
de  faction  de  la  puissance  prototype,  ce  qui  suppose  qu’elles  sont,  néces  - 
saireinent , de  même  nature  et  de  mônje  orr/re  qu’elle;  dès-lors  l’expres- 
sion d’une  force,  pour  laStatique,  n’est  que  le  nombre  indiquant  Ierap|>ort 
entre  celte  force  et  son  unité  convenue,  sans  aucun  égard  aux  facteurs  Je 
celte  expression  que  des  considérations  de  dynamique  ont  fait  découvrir. 
• 75i.  Des  puissancisyv',  etc.  capables  d’imprimer,  resupetivement, 
à des  masses  m! , m" , etc.  des  quantités  de  mouveme^K  élémentaires 
m' dt , m"  f dl,  etc.  doivent  donc,  d’après  les  explications  fort  éten- 
^diies  qui  précèdent,  si , pour  ne  s’attacher  d'abord  qu’au  cas  le  plus 
simple,  leurs  directions  concourent  en  un  même  point , être  sujettes  aux 
mêmes  luis  de  composition,  de  décomposition  et  d’équilibre  qui  ont 
été  é'tablics  dans  la  première  partie  du  cours.  Qu’on  suppose  maintenant 
que  chacune  de  ces  puissances  soit  capable  d’imprimer,  dis  le  premier 
instant  de  son  action,  au  lieu  de  l’élément  midi  de  quantité  de  mouve- 
ment, la  quantité  de  mouvement  finie  mi  qui  représente  la  force 
motrice  ; les  équations  posées  dans  le  premier  cas  devront  encore  sub- 
sister dans  celui-ci,  puisque  les  rapports  entre  les  puissances  resteront 
les  mêmes.  Les  changements  opéré'S  dans  les  termes  de  ces  équations 
consistent  en  ce  que  les  nombres,  qui  représentoient  d’abord  les  inten- 
sités, se  trouvent  ensuite  multiplié^  par  te  facteur  infini  mais  commun 

i les  données  et  les  inconnues  passent  d’un  ordre  de  quantité 

à l’autre  mais  conservent  les  mêmes  relations. 

En  général  si  un  point  matériel  reçoit,  dans  des  directions  quelconques, 
les  impuisjoas  simultanées  de  plusieurs  puissances  dont  chacune  pourrait 
lui  donner,  dès  le  jtremier  instant  de  son  actiua,  une  vitesse  soit  élémen- 
taire soit  finie,  la  vitesse  et  la  direction  résultantes  de  toutes  ces  impulsions 
se  dé-0rmineront  d’après  les  vitesses  et  les  directions  que  le  corps  pourrait 
recevoir  des  différentes  forces,  en  substituant  purement  et  simplement  ces 
vitesses  et  ce,  directions  aux  intensités  et  aux  directions  des  forces  dans 
les  formules  de  composition  fournies  par  la  statique,  ce  qui  est  évidem- 
ment applicable  aux  décompositions  et  aux  conditions  d’équilibre. 
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Œs  propositions,  qui  sont  des  const'quenccs  immédiates  ou  plutôt  les 
énonciations,  en  d’autres  termes,  de  celles  qui  sont  consignées  dans  les 
art.  714  et  suivants,  pourroient  se  démontrer  immé-diatement  par  une 
suite  de  raisonnements  absolument  semblables  à eeux  que  j’ai  employé-s 
depuis  l’art.  41  jusqu’à  l’art.  74.  On  commencerait  par  le  cas  de  deu.Y 
forces  capables  d’imprimer  des  vitesses  égales  V dans  des  directions  dif- 
férentes faisant  cntr’elles  ûn  angle  ajt,  et  on  trouverait  la  vîli-sse  ré-sul- 
tante  v = cos.  a , imprimé-e  suivant  une  ligne  qui  partagerait  l’angle 
aa  en  deux  parties  égales,  etc. 

762.  La  décomposition  d’une  vitesse  V en  plusieurs  autres  peut  être 
considérée  soi*  un  point  de  vue  purement  géométrique;  si , par  exemple, 
un  corps  M,  animé  de  cette  vitesse  meut  d’un  mouvement  uniforme, 
dans  une  direction  déterminée  faisant  les  angles  resiwctifs  a,tl,y  avec* 
trois  directions  rectangulaires  suivant  lesquelles  la  décomposition  est 
censée  avoir  lieu,  les  composantes  V cos.a,  f^cos.  6,  FciK.y , seront  les 
valeurs  des  projections  orthogonales,  sur  les  droites  auxquelles  se  rappor- 
tent a,  S et  y,  de  l’espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps  par 
Ji/stir  sa  ligne  de  mouvement,  et  les  produits  tV cos.a,tF cos.  S,  tVctu.y 
seront  les  projections  orthogonales,  sur  les  mêmes  droites,  de  l’espace 
total  parcouru  par  M pendant  le  temps  t. 

7.53.  En  ré-sultat  si  l’on  quelconque  M des  points  matériels  composant 
am  système  est  sollicité  par  des  forces  dont  chacune  serait  Capable  de 
lui  imprimer  une  vitesse  finie  F au  premier  moment  de  son  action, 
toutes  les  forces  appliquées  au  système  seront  dans  l’analyse  relative  à 
la  détermination  des  phénomènes  du  mouvement,  représentées  par  des 
termes  de  la  forme  MF,  et  si  toutes  les  masses  M sont  égales  les  forces 
auront  pour  expression  les  simples  vitesses  F, 

Si  les  forces  sont  soumises,  dans  leur  action , à la  loi  de  continuité, 
ce  qui  est  le  cas  général  de  la  nature  ainsi  que  je  l’ai  fait  remarquer 
art.  714,  les  forces,  donul’effet  sera  réduit  à modifier  le  mouvement  du 
système  par  degré-s  insensibles,  n’en  seront  pas  moins  représentées  par 
des  produits  dont  les  facteurs  sont  des  masses  et  des  vitesses  ^ies  ; 
(voyez  l’observation  consignée  à la  fin  de  l’art.  748)  ces  produits  et 
les  vitesses  qui  y entrent  comme  facteurs  étant  , rfspectivement , les 
(jiiantités  ipi’on  est  convenu  d’appeler forces  motrices  et fon-es  arcélé- 
ratrices  et  sur  lesquelles  j’ai  donné-  toutes  les  notions  et  les  explications 
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m’crssaires.  Dans  le  cas  oii  les  masses  sont  êgnles  les  puissances  sont 
représentées  jwr  les  seules  forces  accétér/Uriccs. 

7Ô4.  J’observerai  , en  finissant  ce  chapitre,  que,  dans  l’analyse  des  > 

phénoniènes  de  mouvement  d'un  système  de  corps  sollicité  par  des 
puissances  quelconques,  on  peut  toujours  ramener  les  signes  qui  repré- 
sentent les  forces  h n’exprimer  que  de  simples  vitesses.  En  effet,  une  force 
étant  capable  de  donner  k une  masse  A/  dans  le  l'r.  instant  de  son  action 
soit  «me  vitesse  finie  soit  un  élément  de  vitessq  duquel  on  déduise 
une  force  accélératrice  ce  qui,  dans  l’un  ou  l’autre  cas,  lui  assigne 
parmi  les  forces  de  même  ordre  ou  l’expression  ou  l’expression 
A/!p,  si  on  suppose  que  cette  force  agisse  sur  un  autre  corps  Aé'  on 
devra  toujours  pouvoir  déduire  de  l’eflct  produit  sur  ce  second  corps 

la  quantité  qui  assigne  à la  cause  motrice  une  relation  déterminée  avec  ' 

les  autres  puissances;  cAt  effet  se  réduit  k la  production  d’une  vitesse 
V ou  d'une  force  accélératrice  0' , la  puissance  devra  donc  être  repri’- 
fentée  dans  le  i".  cas  par  A/f  ' ou  par  M'  V et  dans  le  second  cas  par 
A/ <P  ou  M'  0' , c’est  - à - dire  qu'on  aura  M'  V — MF  vt9I'  0'  = M0, 

MF  M0 

0 ou  f — J 0'  = — , et  comme  on  peut  poser  pour  cha- 

rpie force  du  système  une  équation  semblable  dans  laquelle  entre  la 
même  masse  A/',  on  voit  qu’en  divisant  tous  les  produits  MF  ou  M0, 
qui  représentent  les  forces  appliquées  à un  système,  par  une  quantité 
commune  M' , représentant  une  masse  déterminée,  les  quotients  F'  ou 
0' , qui  représentent  ou  des  vitesses  ou  des  forces  accélératrices,  pour- 
ront , dans  l’analyse  des  phénomènes  du  mouvement , être  subslitué-s  aux 
produits  MF  ou  M0  pour  représenter  les  forces. 

Conditions  de  l’équilibre  liant  le  choc  de  deux  corps  parfaitcDicnt  ifuri  qui  so 
meuvent  en  sens  directement  opposés. 

755.  Les  principes  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  in- 
distinctement applicables  tant  à la  théorie  de  l'éxiuilibre,  traitée  dans 
la  première  partie  du  cours,  qu’aux  phénomènes  du  mouvement,  étant 
établis  comme  je  l’ai  fait  dans  les  chapitres  |>ré*cédenls , je  vais  les  ap- 
pliquer <r  un  cas  fondtimental  d'équilibre  entre  les  corjis  en  mouve- 
ment , dont  l’examen  , ainsi  que  j'en  ai  prévenu  art.  668 , appartient 
proprement  à la  Dynamique. 

Une  force  qui  agit  sur  un  corps  libre  et  en  repos  (considéré  d’abord 
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comme  un  point  matériel  parfaitenirnt  dur  ) et  Qui  , dans  le  premier 
moment  de  son  action,  lui  imprime  une  certaine  vitesse,  ou  lini^,  ou 
V naisstinte , met  ce  corp  en  état  d’agir  lui-même  contre  un  obstacle  « 

qui  s’opposerait  k son  mouvement.  Supposons  que  l’obstacle  suit  un 
plan  materiel  immobile,  perpendiculaire  à la  direction  du  mouvement 
imprimé;  te  mobile  fera  éprouver  à ce  plan,  ou  un  choc  , ou  une  pres- 
sion , art;  749  ; mais  quelle  sera  la  mesure  de  cette  impulsion  quel- 
conque, ou  plutôt  quel  sera  son  rapport  avec  l’impulsion  que  l’obstacle 
aurait  reçu  de  la  force  , si  celle-ci  eût  csercé  immédiatement  sur  lui 
l’action  qu'elle  a exercé  sur  le  mobile?  d’abord  les  seuls  éléments  dont 
se  com|>ose  la  faculté  qu’a  le  corps  d’agir  sur  l’obstacle,  çtant  la  masse 
et  la  vitesse , la  loi  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple  quion  puisse  as- 
signer aux  relations  existantes  entre  les  actions  pareilles  de  plusieurs 
corps  est  de  dire  qu’elles  suivent  ëntr’elics  le*  raisons  composées-  des 
masses  et  des  vitesses,  c’est-à-dire  qu'elles  ont,  les  unes  avçc  les  autres, 
les  rapports  existants  entre  les  forces  qui  ont  donné  aux  corps  la  facul- 
té d’agir;  mA  on  peut , indépendamment  de  cette  considération,  af- 
firmer que  le  rapport  de  l’effet  immédiat  de  la  force  contre  l’obstacle, 
à l’effet  correspondant  du  corps  qui  lui  doit  sa  faculté  d’agir,  est  celui 
de  l’égalité,  puisqu’on  ne  saurait  nier  cette  proposition  sans  nier  tout 
ce  qui  est  connu  et  adopté,  comme  incontestable,  sur  la  comparaison 
et  la  mesure  des  forces  dont  le  ntode  d’action  échappe  à nos  sens;  nous 
ne  pouvons  lier  à la  notion  de  ces  agents  invisibles  l’idée  de  qaan  - 
lité , que  par  les  phénomt’nes  observés  sur  les  corps  auxquels  ils  ont 
communiqué  le  pouvoir  de  produire  des  effets  sensibles } ainsi  c’est 
à la  connaissance  de  ces  phénomènes  que  se  rétiuit  tout  ce  cpie  nous 
savons  sur  la  pesanteur  } l’intensité  de  son  action  sur  un  corps  est  tou- 
jours considérée  comme  identique  avec  l’effort  que  ce  corps  exerce 
contre  un  obstacle,  représentée  par  cet  effort  lui -même,  et  comme 
c'est  la  j)esanteur  qui  nous  a fourni  le  terme  général  de  comparaison 
et  de  mesure  des  forces  , celles-ci  se  trouvent  à fous  égards  dans  le 
même  cas  que  leur  prototype  commun. 

706.  Des  points  matériels  ni' , m" , etc.  à qui  des  forces  etc. 

ont  donné  des  vitesses  élémentaires  de',  dd'  etc.  peuvent  donc  exercer, 
contre  un  olwtacle,  dans  les  circonstances  énoncées  à l’art,  preédent,  des 
efibrts  qui  ont  des  mesures  tn'dv' , m"dd' , etc.  communes  avec  les  furcc* 
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J' , etc.  Il  en  serait  de  même,  art.  7Si , si  les  vitesses  engendrées , .iu 


lieu  d’être  infiniment  petites,  étaient  les  vitesses  finies  ^ — 

c’est-à-dire  si  des  quantités  de  mouvement  égales  Mixjbrces  mo- 
nt'de'  m"  dv"  ... 

trices  — J etc.  eloient  instantanément  imprimées 

aux  corps.  Dans  tous  ces  cas,  si  les  m.asses  animé-es  de  quanlités  de 
mouvement  élémentaires  ou  flhies  sont  sujiposés  agir  simiillanénient 
sur  un  point , leur  équilibre  sera  soumis  aux  mêmes  lois  que  celui  des 
forces  auxquelles  elles  doivent  leurs  facultés  d’agir. 

On  déduit  immédiatement  de  ces  considérations  le  tliéoréme  suivant. 
«■  Si  deux  corps  parfaitement  durs  M'  et  M" , que  l’on  peut,  pour  fixer 
« les  idées,  considérer  comme  deux  splières  finies  ou  infiniment  |>etites, 
« se  meuvent  uniformément  avec  les  vitesses  respectives  é^'et  y",  et  en 
O sens  directement  opposés,  le  long  de  la  ligne  droite  qui  renferme  leurs 
« centres,  et  qu’on  ait  l’équation  M'y»  = Ai'' A'"  (qui  est  l’énonciation  de 
« l’égalité  entre  les  quantités  de  mouvement)  ces  corps  resteront  juxta- 
« posés  et  immobiles  à compter  du  moment  où  il  se  seront  rencontrés. 

757.  Quelques  auteurs,  après  avoir  établi  les  principes  posé-s  précé- 
demment sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  ont,  cependant, 
cru  devoir  assujettir  la  démonstration  du  théorème  sur  l'équilibre,  dans  le 
elioc  direct  des  corps  durs , à des  raisonnements  particuliers , sans  la  dé- 
duire immédiatement,  comme  je  viens  de  le  faire,  de  l’identité  entre  l'efTet 
dont  un  corps  en  mouvement  est  capable  et  celui  qu’on  doit  attribuer 
à la  force  qui  a mis  ce  corjrs  en. mouvement.  Voici  à quoi  se  réduisent 
ces  raisonnements  : le  rapport  de  masses  de  M'  à M"  étant  supposé  celui 
de  t ; « et  le  rapport  des'vîtcsses  A"  et  f"  celui  de  « ; i ; (on  suppose 
d'abord  que  les  masses  sont  commensurablcs  entr’elles,  ainsi  que  les 
vitesses  , et  quand  on  a traité  ce  cas  celui  de  rincommensurabilité  n’a 
aucune  difficulté)  et  on  dit  1“.  que  l’cfiret  de  la  masse  M"  égale  à n fois 
là  masse  M'  et  animée  de  la  vitesse  V"  est  le  même  que  celui  de  n 
masses  M',  unies  ou  agglomérées  ensemble,  et  animées  cimeune  de  la 
vitesse  V"  j 2°.  que  l’effet  de  la  masse  M' jouissant  de  la  vitesse  V égale 
ù n fois  la  vitesse  F" , est  le  même  que  celui  qu’on  obtiendrait  si  on 
faisait  sur  A ' la  même  sous  -division  en  n parties,  précédemment  opérée 


sur  M" , et  qu’on  imprimât  chacune  de  ces  n,  vitesses  partielles  — — 
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fl  aulnnt.de  masses  M’  qui , lêunics,  agiraient  ensemble.  On  ramène  ainsi 
le  cas  des  masses  et  des  vitesses  difTcrcntes  à celui  des  masses  et  des  vites- 
ses égales.  J’observe  que  la  première  des  propositions  par  lesquelles  on 
arrive  à ce  résultat  est  incontestable  et  même  évidente,  mais  que  la 
seconde,  quoique  vraie,  n’est  point  du  tout  dans  la  classe  de  celles  qui  ' 
doivent  être  accordées  sur  le  simple  énoncé,  et,  avec  une  légère  réfle- 
xion, on  reconnaîtra  qu’elle  renferme  une  pétition  de  principe , c’est- 
à-dire  qu’elle  présuppose  la  vérité  de  ce  qu’on  veut  démontrer.  Or  cette 
même  proposition  est  une  conséquence  immédiate  dra  principes  relatifs 
il  la  mesure  des  forces  et  aux  efl'ets  dont  les  corps  mis  en  mouvement 
par  ces  forces  sont  capables,  la  liaison  de  ces  principes  avec  le  théorème 
de  l’article  précé'dent  est  donc  également  immé'diate  et  on  tombe  dans 
un  cercle  vicieux  en  voulant  établir  cette  liaison  par  des  raisonnements 
intermédiaires. 

ILoit  du  choc  direct  des  corps  parfatlemcnt  durs , et  des  corps  qui  jouissent 
d’un  degré  quelconque  d'élasticité. 

768.  Deux  mobiles  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite , ou 
directrice,  sont,  |X)ur  fixer  les  idées,  supposés  être  des  sphères  de 
grandeurs  finies  ou  infiniment  petites,  ayant  constamment  leurs  centres 
sur  la  directrice,  et  un  mouvement  de  translation  générale  de  tous  les 
points  de  leurs  masses  parallèlement  à cette  ligne  sans  rotation  autour 
du  centre.  Ces  mobiles  désignés  par  A/'  et  .V"  sont  animés  des  vitesses 
respectives  V et  + V" ; les  signes  respectifs  de  ces  vitesses  se  déter- 
minent d’apri'S  les  mêmes  règles  auxquelles  sont  soumis  les  signes  des 
puissances  qui  les  ont  engendrées  (voyez  les  articles  s.5  et  26)  ; ainsi, 
en  attribuant  à V le  signe  positif,  V aura  le  signe  positif  bu  le  signe 
négatif,  respectivement,  suivant  que  A/'  et  M"  se  mouvront  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  contraires;  enfin  , dans  le  cas  de  V et  V" 
positives  , il  faudra  , pour  que  le  clioc  puis;c  s’cficctuer  , supposer  ^ 

Ces  préliminaires  posés,  lorsque,  pour  une  combinaison  quelconque 
des'signes  de  et  la  rencontre  des  deux  corjis  aura  eu  lieu,  il 
est  é'vident,  d’après  leur  incompressibilité  et  leur  parfaite  dureté,  qu’ils 
resteront  juvta-posés,  se  mouvqpt  avec  une  vitesse  commune,  pré-cisé- 

ment 
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ment  comme  le  ferait  un  corps  unique  M'"  dont  la  masse  serait  égale 
à -k-  M" J mais,  à l'instant  de  la  génération  de  cette  vitesse  com- 
mune , les  choses  se  passent  exactement  de  la  même  manière  qu^ si  le 
système  de  deux  masses  juxta- posées  M'  et  M"j  ou  la  masse  unique 
M"' , recevait  tout-à-coup  une  imjrulsion  donnée  par  une  force  dont  l’in- 
tensité serait  représentée  par  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
M' F'  M"  V"  s après  l’impulsion,  ce  corps  M'"  doit,  conformément 
aux  principes  ci-dessus  établis,  être  en  état  de  produire , contre  un  obs- 
tacle , précisément  le  même  elfet  que  la  force  à laquelle  il  doit  sa  fa- 
culté d’agir,  et  les  elTets  de  ce  genre  sont  entr’eui  comme  les  quanti- 
tés de  mouvement  ^M'"  acquerra  donc,  |)ar  l’impulsion,  une  quantité 
de  mouvement  égale  à M“  F'  M"  F"  } désignant  sa  vitesse  par  o 
on  aura  M'"  v—  M' F’  -^M"  F"  et  en  substituant  pour  M'"  sa  valeur 
U'  + M" 

• M'F’±Ar'F" 

" M'  + M" 

ybç.  Le  raisonnement  par  lequel  cette  équation  est  obtenue  n’est , 
au  fond , que  celui  qui  a conduit  au  théorème  de  l’art.  y56  relatif  à 
la  condition  d’équilibre  dans  le  choc  des  corps  durs  ; ce  raisonnement 
peut  être  employé,  pour  arriver  au  même  but,  d’une  manière,  plus  ex- 
p’-ditive  encore , qui  a l’avantage  de  donner  la  première  idée  d’une 
méthode  générale  indistinctement  applicable  à la  mise  en  e'r/titifion 
de  tous  les  problèmes  de  dynamique , et  dont  nous  ferons  le  plus  grand 
usage.  Puisque  , par  l’état  de  la  question , le  système  M'  -p  M"  ou  le 
cor|)8  M"'  SC  trouve  soumis  k l’action  de  la  puissance  hV  F’  -Y  M”  F'' 
et  que,  par  hypothèse,  ce  système  ou  corps  doit,  en  vertu  de  cette  ac- 
tion , acquérir  la  quantité  de  mouvement  (A/'  -h  M!')  v ou  M"'  v , si 
U l'instant  de  la  production  de  cet  effet,  un  autre  corps  M'",  animé 
de  la  vitease  — e et  se  mouvant  sur  la  même  ligne  de  direction  que  le 
premier  corps  M'" , venait  choquer  ce  premier  corps  , la  quantité  de 
mouvement  M!" v serait  évidemment  détruite;  ce  nouveau  corps  A/'" 
ou  la  nouvelle  puissance  — FF"  v annulerait  donc  l’effet  de  la  puissance 
qui  a pour  mesure  MF’  M'F” , c’est-à-dire  ferait  équilibre  à cette 
puissance,  ce  qu’on  énonce  par  l’équation  A/' + Af"  èé"  — M"'v  = o 
donnant,  pour  e,la  valeur  trouvée  dans  l’art,  précédent. 

On  observera  que  l’équation  par  laquelle  le  problème  est  ré-solu  est 
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une  équation  d’équilibn'  renfermant  les  inconnues  qui  se  rapportent 
au  mouvement. 

760.  Voici  une  autre  manière  d’obtenir  cette  é'quation  que  j’expose 
ici  pour  servir  de  préparation  à la  théorie  du  choc  des  corps  élastiques. 
Puisque  les  deux  corps,  après  le  choc , doivent  se  mouvoir,  juxta-post'S, 
avec  une  vitesse  commune  e,  on  peut,  sans  rien  changer  4 l’état  des 
choses,  imaginer  qu’avant  le  choc  il  sont  sup|K)rtés  par  un  plan,  qui  se 
meut  parallèlement  à leur  ligne  de  mouvement  avec  cette  même  vitesse 
fj  les  vitesses  de  M’  et  M" , sur  ce  plan,  étant,  resjjectivement , P"  — é 
et  e é"'",  les  vitesses  absolues  dans  l’espace  seront  e + (y'  — e)'et 
e — (e  4!  y")  ou  y et  + y".  Or  c’est  uniquenient^ii  vertu  des  vîti-sses 
y — e et  eip  4'" sur  le  plan,  que  M'  et  M"  |X"uvent.sc  joindre  et  agir 
l’un  sur  l'autre  dans  le  choc,  celle  qui  leur  est  commune  avec  le  plan 
n’étant  d’aucun  eflTet  pour  changer  la  distance  qui  les  sépare  et  déter- 
miner leur  rencontre.  On  peut  donc  , sans  égard  a«i  mouvement  du 
plan,  considérer  M'  et  M"  comme  deux  cor[>s  qui  vont  4 la  rencontre 
l’un  de  l’autre  sur  ce  jilan , avec  les  vitesses  res[)ecti ves  y — e et  e + f ‘ " 
et  qui  se  choquent  avec  les  quantité-s  de  mouvement  M’ (y  — ej  et 
M"  y").  Mais,  par  hypothèse,  la  vitesse  que  chacun  d’eux  doit 
avoir  apri-s  le  choc  est  celle  du  plan  qui  les  entraine,  et  |>our  qtie  cette 
condition  soit  remplie  il  faut  quecescoiqB  restent  immobiles,  jrar  rapport 
au  plan , au  piint  de  ce  plan  où  ils  se  rencontreront , et , par  conséijuent, 
que  les  quantités  de  mouvements  M'(y  — e)et  A")  se  détrui- 

sent ou  se  fassent  équilibre,  ce  qui  suppose,  art.  766,  l’égalité  de  ces 
quantités  de  mouvement,  et  fournit  l’équation  M'(y — e)=  . 

M'y  + M"y'' 

de  laquelle  on  déduit  e= coni'ue  4 l’art.  ySS. 

761.  Dans  le  cas  du  choc  des  corps  mous  ( voyez  sur  ces  corps  l’art. 
746)  il  faut , entre  l’instant  où  les  corps  commencent  4 se  toucher  et 
relui  oii  ils  ont  une  vitesse  commune,  distinguer  deux  époques;  |>endant 
la  première  les  cor|)S,  en  vertu  des  pressions  qu’ils  exercent  l’un  sur 
l’autre,  changent  graduellement  de  formc'et  leurs  vitesses  varient  en 
suivant  la  loi  de  continuité;  la  seconde  époque  commence  au  moment 
oii  ces  vitesses  étant  devenues  égales’  les  corps  eewent  de  se  presser  et 
se  meuvent,  jiixta-posés,  en  conservant  les  nouvelles  formes  qu’ils  ont 
acquises  par  la  compression.  La  vitesse  finale  commune  aux  deux  corps 
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est , comme  dans  le  cas  du  choc  des  corps  parfaitcniriif  durs , égale  à la 
somme  des  quantiti-s  de  mouvement  primitives  divisées  par  la  somme 
des  masses,  mais  le  cas  du  choc  des  corps  mous  a cela  de  particulier  que 
chacune  des  vitesses  / ' et  F"  ne  devient  pas  brusquement  la  vitesse  e,  et 
n’y  arrive  que  par  des  nuances  continues  en  passant  par  toutes  les  vitesses 
intermédiaires.  Le  changement  s'opère  pendant  un  temps  ordinairement 
fortcourt,  cequilefait  paraître  instantané(voyez l’ail.7 t4);ce  tems  varie 
suivant  la  nature  des  corps.  Le  1”.  volume  de  mon  archilcclarc  hydrau- 
lique, contient, (art.  438  et  suiv.)  beaucoup  de  détails  sur  cette  matière. 

762.  Je  passe  au  cas  du  choc  direct  des  corps  parfaitement  élastiques, 
en  conservant,  pour  les  masses  et  les  vitesses,  la  même  notation  em- 
ployée dans  les  articles  précédents,  et  j’observe  t®.  que  depuis  l'instant 
où  les  corps  commencent  à être  en  contact  jusques  et  y compris  celui 
où  ces  corps,  par  suite  de  leurs  actions  réciproques,  ont  acquis  une 
vitesse  commune,  les  phénomènes  qui  ont  lieu  sont  comparables  à ceux 
que  présente  la  première  époque  du  choc  des  corps  mous,  dont  il  a 
été'  question  dans  l’article  précédent,  et  la  vitesse  commune,  à l’instant 
qui  commence  la  seconde  é|w)que , a la  valeur  trouvée  art.  768;  2®.  qu’à 
ce  même  instant  où  M'  et  M" , en  vertu  de  la  vitesse  commune , cesse- 
raient de  se  presser  et  se  mouvraient  juxta- posés,  s’ils  n’étaient  pas  élas- 
tiques, ils  doivent,  d’après  la  propriété  de  l’élasticité  (voyez  l’art.  747) 
exercer  encore,  l’un  sur  l'autre,  des  actions  réciproques  desquelles  rc%ul- 
tent  la  séparation  des  corps  et  des  changements  dans  leur  vitesse  cotn  - 
mune  e,  diflTérents,  en  général,  pour  chaque  corps,  et  qu’il  s’agit  de 
déterminer. 

On  arrivera  aisément  à cette  détermination  en  employant  l’hypothèse 
de  l’art.  760.  Dans  cette  hypothèse,  vu  l’égalité  des  quantités  de  mouve- 
ments M' {V' ■ — e)  et  3/"(i'^  V")  que  les  deux  corps  ont  sur  le  plan 
qui  les  transporte,  et  l’équilibre  qui  a lieu  , sur  ce  plan,  au  moment 
où  leur  choc  y est  effectué  à la  manière  des  corps  durs,  et  considérant 
de  plus  que  ces  phénomènes  se  passent  comme  si  le  plan  transportant 
était  immobile,  chacun  des  corps  élastiques  est  dans  le  même  cas  que 
s’il  avait  consommé  la  quantité  de  mouvement,  avec  laquelle  il  ojtère 
le  choc,  contre  un  plan  inébranlable  jterpendiculaire  à la  droite  suivant 
laquelle  il  se  meut  et  passant  par  le  point  où  il  rencontre  l’autre  corps; 
il  doit  donc,  art.  747,  en  vertu  de  son  élasticité  prendre  un  mouve. 
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ment  rétrograde  et  s’éloigner  do  plan  choc|uéavec  la  même  vitesse  dont 
il  jouissait  en  s'en  approchant;  ainsi  après  le  choc,  M'  et  M"  jouirgnt 
sur  le  plan  ipii  les  transporte,  des  vitesses  respectives  — {f'[  — e)  et 
(vif  F")  lest|uc!lcs  auront  lieu  en  sens  directement  opposé-s,  puis  - 
Qu'en  vertu  de  ces  vitesses  ils  s’éloignent,  sur  ce  plan,  du  point  où  iis 
s’y  sont  rencontrés;  et  leurs  vitesses  absolues,  dans  l’espace,  seront, 
e — {f"  — i')ou  Zv — V pour.U'^et  e + (eIf/''")ou  2e^  A "pour  M"; 
désignant , par  e'  et  t ",  respectivement , ces  vitesses  finales  de  M'  et  M" 
on  aura 

u'=zv~f" 

ou  en  substituant  pour  e sa  valeur  trouvée  art.  ySS, 

, M>F'  + M"(±zV''~y’) 


•(■) 


v"=+F"+ 


équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

e"=e+(e:fÉ''")j 

z{F'+y")nr  - 
M'  + M" 

z{y+y')M' 

M'  + M" 

On  se  rappellera  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  les  corps, 
avant  le  choc,  se  mouvaient  dans  le  même  sens  , et  le  signe  inférieur 
au  cas  contraire. 

763.  Si  les  corps  M',  M"  n’ont  qu’une  élasticité  imparfaite  laquelle, 
d'après  le  mode  de  comparaison  que  j’ai  donné  art.  747,  soit  repré- 
sentée |xir  le  nombre  n plus  petit  que  l’unité,  lorsque  l’élasticité  par- 
faite est  l’unité,  les  vitesses  rétrogrades  F' — e et  e+é"  deviendront 
— fl  (F' — e)  et  n (v^F"),  ce  qui  donne , pour  les  valeurs  de  / et  v" , 
e'  = (n  + i)v — Il  F' 

e"  = («  + x)t>^nF" 
yM'+M"\+(n  + j)F"—nF'[ 

M’  + M" 
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±A"M/"  + .V'{(,,  + 

iW'  + iU" 

équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

o"=(>+n{f:ï:r")f 

F'-  + + 

M’  + M" 

„-._a.r-r,.  ('«+ t)(F'+r"),V'  

Ces  formules  générales  reproduisent,  comme  cas  particuliers,  celles 
qui  ont  rapport  au  choc  des  corps  durs  en  y faisant  n — o,  et  celles  qui 
ont  rapport  au  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  en  y faisant  /j  = i. 

Conservation  du  njouvement  du  centre  de  gravité  dans  le  choc  des  corps  durs 
et  dans  celui  des  corps  jouissant  d’un  degré  <iuelconque  d'élasticité.  Défini- 
tion de  la  force  vive.  Évaluation  de  la  perte  de  force  rive  qui  a lieu  dans  le 
choc  des  corps,  ou  parfaitement  durs,  ou  jouissant  d’un  degré  quelconque 
d’élasticité.  Cette  force  v ive  se  conserve  , sans  altération  , dans  le  choc  des 
corps  parfaitement  élastiques.  Changement  de  signe  cl  valeur  de  la  vitesse 
relative  apres  le  choc  des  corps  de  nature  quelconque.  Propriétés  liées  au 
prfncipe  de  la  moindre  action  et  au  principe  des  aires.  Conservation  der 
' moments. 

764.  Les  lois  de  la  communication  du  mouvement,  dans  le  choc  des 
corps,  ont  été  trouvées,  après  les  déconvcrlcs  de  Galilée  sur  les  mou- 
vements composé  et  uniformément  varié j par  Wallis,  Huigens  et 
Wren. Descartes  s'etait  aussi  occupé  de  la  recherchedeccslois,  mais  trom- 
pé par  des  vues  systématiques,  qui  tenaient  à la  philosophie  des  tanses 
finales,  il  était  tombé  dans  de  grandes  méprises.  Une  de  ses  princi  - 
pales  erreurs  a été  de  croire  que  la  même  somme  de  quantités  de 
mouvement  sc  conservait  invariablement  dans  l’univers,  et  celte  con- 
servation lui  paraissait  nécéssaire  pour  prévenir  toute  chance  d’une  ces- 
sation générale  de  mouvement  dans  le  système  du  monde,  qui  entrai  - 
nerait  sa  désorganisation  comjïlète.  La  théorie  du  choc  des  corps,  établie 
dans  le  chapitre  précédent,  prouve  que,  lorsque  les  corps  agissent  les 
uns  sur  les  autres,  la  somme  ahsoluc  des  produits  des  masses  par  les 
■ vitesses , ne  sc  conserve  que  dans  des  cas  particuliers  ; je  dis  la  somme 
absolue  pour  la  distinguer  de  la  somme  algébrique  prise  dans  l'ac  - 
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ccplion  générale , sans  avoir  égard  aux  signes.  Ainsi  en  multipliant  par 
M'  et  M" , respectivement,  la  i".  et  la  2™'.  des  équations  (2)  de  l’art, 
précédent  et  faisant  la  somme  des  équations  produits,  on  a 
M'  v'JrM"  </'  = M'  y + hV  /'•" 


les  termes  dépendants  de  l’élasticité  ont  disparu,  et  on  voit  que,  dans 
une  hypothèse  quelconque  sur  le  degré  de  cette  élasticité,  la  somme 
algcltrique  quantités  de  mouvement  est  la  même  avant  et  après  le 
choc. 

Si  les  corps  se  mouvoient  dans  le  même  sens  avant  le  choc,  la  somme 
algêbriquae  confondrait  avec  la  somme  absolue  et,  pour  ce  cas,  l’asser- 
tion de  Descartes  serait  vraie , mais  elle  est  erronnée  dans  le  cas  contraire. 

La  théorie  fait  reconnaître  d’autres  conservations  de  produits,  dans 
lesquels  entrent  les  masses  et  les  vitesses,  dont  la  connaissance  est  d’autant 
j)lus  intéressante  qu’elle  est  liée  à plusieurs  grands  principes  de  la  mé- 
canique, que  je  démontrerai  dans  la  suite  du  cours,  en  les  considérant 
sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  qui  fournissent  d’importants 
secours  pour  la  solution  des  problèmes  de  dynamique. 

765.  Le  premier  de  ces  principes  est  celui  de  la  eonserva/ion  du 
mouvement  du  centre  de  gravité j il  a une  analogie  assez  remarqua- 
ble avec  celui  de  Descartes,  en  ce  qu’il  établit,  dans  le  choc  des  corps, 
une  conservation  de  produits  de  masses  et  de  vitesses,  indépendante  de. 
la  solution  de  eontinuité  qui  peut  avoir  lieu  dans  la  communication 
du  mouvement,  et  applicable  indistinctement  tant  aux  corps  parfaite- 
ment durs  qu’aux  corps  mous  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré  quel  - 
conque  d’élasticité. 

Deux  masses  M'  et  M" j jouissant  d’un  degré  quelconque  d’élasticité 
et  se  mouvant  sur  une  même  ligne  droite,  si , à un  instant  quelconque, 
on  désigne  par  x'  et  x"  leurs  distances  respectives  à un  point  fixe  pris 
sur  la  ligne  commune  du  mouvement,  et  par^  la  distance,  à ce  point 
fixe , prise  au  même  instant , du  centre  de  gravité  de  ces  masses , on  aura 
art.  278, 


Mx'  + M"x" 
M'  + M" 


différentiant  cette  équation  et  divisant  par  l’élément  de  temps  dt 
dr  dx  dx" 

-ir  = -dF^^  ^ -ir 


-M" 


y on  a 
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JL 

fit 


d.T’ 


et  ■ 


f/x" 


sont,  à l'instaiit  oii  on  conskicre  le  mouvement 


de  dt 

de  M'  et  M" , la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  celles  de  il/'  et  M"  quel- 
que soient  d'ailleurs  les  relations  entre  les  es|iaces  parcourus  et  les  temps, 
ainsi  M'  et  M"  ayant  des  mouvements  rectilignes,  assujettis  «i  des  lois 
quelconques,  on  aura  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravité  à un  instant 
déterminé  « en  divisant  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  dont 
« clics  jouissent  au  même  instant , par  la  somme  de  ces  masses  » cette 
règle  est,  de  plus,  indépendante  des  |iositions  respectives  des  corps  et 
s'aiipliquc  sans  modiHcation  tant  au  cas  de  leur  séparation  qu’à  celui  de 
leur  contiguité. 

*766.  Si  on  considère  les  mouvements  de  ü/'  et  M" , après  le  choc, 
leurs  vitesses  respectives  étant,  pour  un  degré  quelconque  d’élasticité, 
d et  d'  on  aura  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
d^  dM'-ifd'M" 
dt  ~ il/' 


• on  aurait  eu,  avant  le  choc 
dt  “ 

mais,  art.  764,  d M'  -|-  d' M"  =-V  Ai' 1'"  M' , donc  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  qui  avait  lieu  avant  le  choc  se  conserve  lorsque  le  choc 
rst  cousumnic  , quclqti  e soit  le  degré  d'élasticité  des  corps. 

767.  l.c  second  principe  est  celui  de  la  conservation  des  forces 
Ws'sc  i on  entend  par/orce  f/;’e  d'un  corps  en  mouvement  le  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse;  ainsi  les  cor]»  A!'  et  Al"  sc 
mouvant  avec  les  vitesses  respectives  / ' et  + la  somme  de  leurs  forces 

vives  est  jV' / '“-j- ,1/" ; si  ces  corps  se  trouvent  dans  le  cas  des 
art.  758  et  suivants , ils  devront  se  rencontrer,  et  une  question  impor- 
tante est  de  savoir  quel  changement  subira  la  somme  initiale  des forces 
vives.  Pour  résoudre  cette  question,  je  vais  chercher  la  somme  de  ces 
forces  vives, après  le  choc,  en  employant  les  valeurs  des  vitesses  don- 
nées par  les  équations  (2)  de  l’art.  768,  qui  sont  indistinctement  ap- 
plicables aux  corps  parfaitement  durs  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré 
tpielconque  d’élasticité.  On  a,  par  ces  équations,  en  élevant  tous  leurs 
membres  au  carré,  multipliant  ensuite  la  !•'■'.  par  AP , la  2'.  par  Af , 
et  faisant  enfin  la  somme  des  équations  produits. 
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+ )“-7/'+ÿîF 

cirectuant  la  rt-duciion  ilu  a*,  terme  on  a 

U/  yff 

+ [r*+r"y 


(■) 


il  y a dune  en  gênerai  une  perte  de  force  vive,  a]>rès  le  choc  qui  a pour 

M’Ai"  _ 

valeur  (i — /<*)  — ■■  {r' ^P"y , et  qui  augmente  à mesure 

que  l’élasticité  diminue,  son  maximum  ayant  lieu  dans  le  cas  des  corps 
parfaitement  dors  (|ui'donne  /i  = o;  mais  cette  perte  devient  nulle  dans 
le  cas  de  la  |>arfaite  élasticité,  ou  de  «=  i ; ainsi  une  propriété  remar- 
quable du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  est  la  conserva! ion 
des jbrees  vives. 

Je  parlerai , quand  il  en  sera  tems,  du  principe  de  cette  conservation 
en  le  considérant  sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  je  démontrerai 
un  théorème  général  sur  l’évaluation  de  la  perte  de  force  vive,  dans  le 
cas  d’un  système  quelconque  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres, 
théorème  curieux  et  important  dû  à M.  Carnot. 

768.  Un  3”.  princi|)c  général  de  la  Dynamique  est  celui  de  la  moindre 
action  , sur  lequel  je  donnerai,  quand  il  en  sera  temps,  tous  les  détails 
nécessaires.  Je  vais  placer  ici  la  démonstration  d’une  propriété  curieuse 
liée  à ce  principe,  cl  il  est  necessaire,  pour  arriver  à cotte  démonstra- 
tion, que  je  fasse  d’abord  remarquer  le  changement  opéré  par  le  choc 
dans  la  vi/es.u)  relative  descor|»s.  Cette  vitesse  relative  avant  le  choc, 
a pour  valeur  I ' 4I  P"  (on  ne  doit  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  a 
lieu  quand  les  corps  marchent  dans  le  méinesens , et  que  lesigne  infé’rieur 
se  rapporte  au  cas  où  ces  cor|is  vont  à la  rencontre  l’un  de  l’autre)  et  après 
le  choc, elle  est  art.?63,  équationf  1),  égale  à v'  — e"  = — //  ( P'^  y")  ; 
on  voit , d'abord  , qu’en  général  la  vitesse  relative  change  de  signe  par 
le  choc , c'est  là  - dire  que  si  le»  corps  se  rapprochaient  avant  ce  choc  ils 
s’éloignent  après  et  réciproquement;  mais  la  valeur  numérique  absolue 
de  la  vitesse  relative  après  le  choc  varie  suivant  le  degré  d’élasticité  des 
corps  ch(H|uant;  généralement  moindre  que  la  vitesse  relative  avant  le 
choc  et  ne  pouvant  jamais  devenir  plus  grande,  elle  est  proportionellc 
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eu  coèlTicient-  n qui  mesure  le  degrt'  d’élaslicité , ensorle  qu’elle  se  frou- 
te  àsun  maximum  dans  le  cas  du  chuc  des  corps  parfaitement  élastiques, 
«e  conservant  la  même  dans  ce  cas , au  signe  près , avant  et  après  le  choc  ; 
sa  valeur  minimum  est  zéro,  et  a lieu  dans  le  cas  du  choc  des  corps 
[Jarfaitement  durs,  résultat  évidejit  d’ailleurs,  puisque  ces  corps  se 
meuvent  juXta- posés  après  leur  rencontre. 

Voici , maintenant , l'énoncé  de  la  propriété  , liée  au  principe  de 
la  moindre  action,  dont  j’ai  jtarlé  au  commencement  de  cet  arti- 
cle; «si  on  multiplie  chaque  masse  par  le  quarré  de  la  diflTérence 
« entre  ses  v1te.sses  avant  et  apri-s  le  choc,  la  somme  des  produits 
« ainsi  faits  sera  un  minimum,  en  prenant  pour  variables  les  vitesses 
« apri-s  le  choc«  en  eflet , la  somme  des  produits  dont  je  viens  de  parler 
est  M'  (V'  — c'y  -P  M"(e"  + V"Yi  diflTérentiant  cette  expression  par 
rapport  à 1/  et  h e"  et  égalant  la  différentielle  à zéro,  on  a 
(«)....  M”(d'+y")dd'  — M'{F'~i/)dc'  = o. 
on  a de  plus  l’équation  , ci  - djssus  trouvée  , de  la  conservation  des. 
rîfesscs  relatives  et  sa  différentielle  ; savoir  : 

„ (r  + F")  = 0;  dd  ^ de" s 

qui  combinées  avec  («)  redonnent  les  valeurs  de  F et  /'  consignée» 
dans  l’art.  768. 

7^9.  Si  on  conçoit  une  droite  perpendiculaire  à la  ligne  du  mouve- 
ment (qu’on  peut  pour  fixer  les  idées  faire  passer  par  le  point  de  ren- 
contre de  M'  et  H")  et , d’un  point  déterminé  de  cette  perpendiculaire, 
des  rayons  vecteurs  menés  aux  points  matériels  M'  et  M" , ces  rayons 
vecteurs  engendreront,  pendant  chaque  instant  df , des  aires  élémen- 
taires aV  dt , + aF" dt , avant  le  choc,  et  aF dt  ,aF'  dt  ajtrès  le  choc, 
a étant  la  distance  de  l’origine  des  rayons  vecteurs  à la  ligue  du  mouve- 
ment ; ainsi , en  ayant  égard  aux  s'gnes  et  /'//étant  constant,  la  somme 
des  produit.s  des  masses  par  les  aires  élémentaires  qu’engeneb-ent  leurs 
rayons  vecteurs  respectifs  est  la  même  avant  et  après  le  choc  ; co  qui 
vérifie  le  principe  des  aires  dans  le  cas  dont  il  s’agit. 

L’équation  qui  établit  la  conservation  des  sommes  des  produits  des 
masses  par  les  aires  élémentaires  énonce,  en  même  temps,  la  conser- 
vation des  moments  des  quantité-s  de  mouvement  de  M'  et  M"  par  rap. 
port  à l'origine  des  rayons  vecteurs,  qui  peut  être  placée  arbitraire- 
I 10 
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ment  ; cette  conservation  est,  d’ailleurs,  une  coaséquence  évident  de 
la  relation  entre  les  aires  et  les  moments  expliquée  et  démontrée 
art.  200  et  suivants.  « 

Toutes  les  propriétés  du  mouvement  de  deux  masses  sur  une  même 
ligne,  démontrées  dans  cet  article  et  les  cinq  précédents,  se  démontrtf- 
raient  avec  la  même  facilité  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  nombre 
imlélini  de  masses  ; mais  je  n’ai  voulu  donner  ici  que  de  simples  ajierres 
sur  les  applications  des  quatre  grands  principes  de  la  mécanique  , Cette 
matière  devant  être  traitée,  ainsi  que  j’en  ai  pré-venu  art.  764,  dans 
la  suite  du  cours  , avec  tous  les  détails  nécessaires. 

mouvement  composé  va  général.  Application  de  sa  théorie  au  changement 
tpie  subit  le  mouvement  d’un  point  matériel,  doué  d'un  degré  quelconqua 
d’élnstieitc  et  animé  d’une  vitesse  finie,  à la  rencontre  d’un  plan  immobile 
qu’il  choque  sous  un  autre  angle  que  l’angle  droit.  Rapport  général  entre  les 
angles  ÿ incidence  et  de  r^^exion.  Dans  quel  cas  ces  deux  angles  sont  égaux. 

770.  Le  mouvement  d’un  j>oint  materiel , isolé  ou  faisant  partie  d’un 
système,  est  appelé  mouvement  coOT/tosc  lorsqu’il  est  le  résultat  des 
actions  ou  impulsions  qu’exercent  immédiatement , sur  ce  mobile,  des 
puissances  d’inlensité'S  et  directions  quelconques,  combinées  tant  avec 
d’autres  actions  que  les  niasses  du  système  dont  il  peut  faire  partie  • 
exercent  sur  lui  ou  les  résistances  que  ces  masses  lui  font  éprou- 
ver , qu’avec  des  résistances  particulièress  parmi  lesquelles  on  peut 
citer  les  cor^œ  ou  surfaces  qu’il  rencontre  et  choque,  l’assuiellis.senient 
à se  mouvoir  sur  des  lignes  ou  des  surfaces  fixes  ou  mobiles,  etc. 

J’ai  fait  voir  que  la  détermination  des  forces  accélératrices,  des  vi- 
tesses , des  forces  motrices  et  des  qiiantité-s  de  mouvement  dues  aux 
causes  productrices  du  mouvement  composé , était  soumise  aux  règles 
enseignées  dans  la  première  partie  du  cours,  pour  la  composition  et  la 
décoinjiosition  des  forces  de  pression  ^ et  ce  t|ue  j'ai  dit  dans  le  cha- 
pitre précédent  sur  le  choc  des  corps  dure  et  élastiques  n’est,  au  fond, 
qu’une  application  de  ces  ri-gles  au  cas  où  les  causes  motrices , dont  je 
viens  de  parler,  agissent  dans  une  même  ligne  de  direction.  Le  cas  gé- 
..  néral  qui  comprend,  comme  on  voit,  tous  les  prdblémes  de  dynamique, 
sera  traité  dans  les  trois  dernières  sections  de  cette  2*.  partie  du  coure; 
et  je  vais  donner  d'avance , comme  exercices  préparatoires,  les  solu-  * 
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lions  de  quelques  questions  élémentaires,  dont  j’aui'ai  d’ailleurs  à dé- 
duire des  conséquences  importantes. 

771.  Je  considère  fc  mobile  comme  un  point  matériel  désigné  par 
m , auquel  on  peut  donner  la  forme  sphérique , en  supposant  son  rayon 
infiniment  petit.  Ce  mobile  jouit  d’un  degré  d’élasticité  qui  e.st  k l’édas- 
ticité  parfaite  comme  n : i , n étant  un  nombre  positif  plus  petit  que 
l’unité  ; il  se  meut  avec  une  vitesse  u dans  une  direction  faisant  un 
angle  ^ avec  un  plan  immobile  désigné  par  plan  i^A')  vers  lequel  il  est 
poussé  en  vertu  du  mouvement  qui  l'anime  ; il  s'agit  de  déterminer  le 
mouvement  que  prendra  m après  sa  rencontre  avec  ce  plan.  Je  dis 
d’abord  que  si  on  fait  passer  par  la  ligne  suivant  laquelle  m se  mou- 
Tait  avant  le  choc,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  choqué,  dé-signé 
par  plan  {B),  m se  trouvera  encore  dans  (K)  après  fe  choc,  puisque 
la  résistance  de  (^A') , qui  seule  modifie  le  mouvement  de  m , est  repré- 
sentative d’une  force  normale  à ce  même  plan  {^A") , laquelle  n’a  aucun 
effet  dans  des  directions  formant  des  angles  finis  avec  {K))  et  ne  peut 
pas,  par  conséquent,  faire  dévier  m de  ce  plan  (B)  j il  ne  s’agit  donc 
plus  que  de  savoir  quelles  seront  la  direction  et  la  vitesse  de  m dans 
le  plan  (B). 

Je  décompose  la  vitesse  //,  avant  le  choc,  en  deux  vîtegses  composantes 
savoir,  n cos.  if  et  u sin.  ÿ respectivement  parallèle  et  perpendiculaire 
au  plan  choqué  (A)  et  dirigées  dans  le  plan  {B)  j la  composante  «sin.  ^ 
est  celle  à laquelle  est  due  la  force  du  choc  qui  a pour  mesure  la  quantité 
de  mouvement  mu  sin.  ipj  et  qui  n’éprouve  aucune  altération  de  la 
part  de  la  composante  mu  cos.  I.’im|)ulsion  que  m reçoit  au  mo- 
ment du  choc,  en  vertu  de  son  élasticité,  pour  s’éloigner  du  plan  cho- 
qué , est  donc,  art.  747,  égale  h n .mu  sin.^,  et  la  vitesse,  duc  à cette 
impulsion,  a pour  valeur  nu  sin. 

I-a  première  composante  u eus.  4>  n’est  , en  aucune  manière,  modi- 
fiée par  le  choc,  qui  n’a  d’effet  que  dans  l<^  sens  normal  au  plan  cho- 
qué,  on  peut  donc,  au  moment  où  ce  choc  c.st  effectué,  considérer  m 
comme  livrée  aux  actions  simultané-es  de  deux  puissances  capables  de 
lui  imprimer,  l’une  une  vitesse  nu  sin.  è perpendiculairement  au  pl.vn 
choqué  , et  l’autre  une'Vitesse  « cos.  ^ suivant  une  ligne  dirigée  dans 
ce  même  plan. 

La  vitesse  résultante,  désignée  par  v , aura  pour  valeur 
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i‘t  l’angle  formé,  après  le  choc,  par  le  plan  choqué  et  par  la  ligne  du 
mouvement  comprise  dans  le  plan  (Zf)  perpendiiulairc  au  plan  choqué 
(A')  , se  calculera  par  l’équation 

tang.  ^'  = H lang.  (J. 

772.  Le  mobile  perd,  généralement,  par  l’elTet  du  choc  une  ])arlic 
de  la  visesse  dont  il  jouissait  avant  le  choc,  et  qui  a pour  valeur, 
U — e = w j 1 — y',i'  «ld.‘  ^"+eôiîT*  ^ 1 . Dans  le  cas  de  l’élasticité  nulle, 
on  a n—o  et  « — r = « (1  — cos.  = « sin.  verse  i ; ce  cas  donne  le 
maximum  de  perte  de  vitesse.  Celte  porte  diminue  à mesure  que  l'élas  - 
ticité  du  mobile  augmente  cl  se  réduit  à zéro  lorsque  celle  élast:cité  est 
parfaite,  puisqu’un  a alors  n=iet  par  conséquent  « — <’=o,  ou«  = e. 

773.  Les  angles  que  la  direction  du  mouvement  forme,  avant  et  après 
le  choc,  avec  le  plan  choqué,  s'appc-llent , respectivement , an^U  (fin  - 
ciJence  et  angle  de  réflexion.  Ces  deux  angles  sont  gé-néralcment  dif- 
férents l’un  de  l’autre  ; la  valeur  de  l’angle  de  réflexion  dont  la  tangente  est 
proportionnelle  au  degré  d’élasticité,  varie  entre  zéro  et  la  valeur  (J  de 
l’angle  d'incidence  qu’elle  ne  jieut  pas  surpasser.  La  valeur  zéro  a lieu 
lorsque  l’élasticité  est  nulle  c’est-à-dire  lorsque  n = o,  et  dans  le  cas 
de  l’élasticité  parfaite  qui  donne  n = i , on  a = X angle  d'inci- 
dence est  égal  à Xangle  de  r^eæion. 

• Mouvement  d’un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  , tant  en  faiaanC 
abstraction  du  frottenient,  qu’en  ayant  égard  à cette  résistance. 

774.  Un  |)oint  matériel  pesant  étant  posé  sur  un  plan  incliné, et  ab.tn- 
donné  à la  |>csanleur,  sans  vitesse  initiale,  descendra  en  glissant  le  long 
de  ce  plan,  et  on  peut  d’abord  déterminer  la  ligne  qu’il  suivra  à partir 
de  la  position  , censée  connue  , qu’il  occupera  nu  premier  instant  de 
son  mouvement.  Cette  ligpe  doit  couper,  à angles  droits,  toutes  les 
horizontales  menées  sur  le  jdan  incliné , car  la  résistance  de  ce  pian 
qui  seule  peut  modifier  le  mouvement  du  mobile,  étant  reprt'-senf.ative 
d’une  force  qui  a son  edét  dans  le  sens  per|>«ndiculairc  à ce  même  plan, 
le  mobile,  à chaque  instant , peut  être  considéré  comme  sollicité  par  la 
force  verticale  de  la  pesanteur  et  par  une  force  normale  au  plan  in- 
cliné, dirigée  par  le  point  de  ce  plan  qu’occupe  le  mobile  à ce  même 
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instant  ; d'où  il  suit  qu’rn  faisant  [lasser  par  le  point  de  départ  un  plan 
perpendiculaire  aux  horizontales  niénées  sur  le  plan  incliné,  le  mobile 
ne  sorlir.a  pas  de  la  ligne  d'intersection  de  ces  deux  plans. 

Cette  déterininalion  est  indistinctement  applicable  au  cas  où  le  frot- 
tement est  nul  et  à celui  où  le  frottement  existe,  pui.sque  celte  résis- 
tance n’a  d’efi'et  à chaque  instant  que  dans  le  sens  actuel  du  mouvement. 

775.  Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  lui  du  mouvement  sur  la  ligne 
déterminée  dans  l’article  précédent.  J’appelle  rh  le  |ioint matériel  mo- 
bile, ti  l’angle  formé  par  le  plan  incliné  et  par  le  plan  horizontal  , t, 
le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement  , x.  rcsjiacc 
que  m parcourt  |K-ndanl  le  temps  Z,  ^ et  e,  respectivement,  la  force 
accélératrice  et  la  vitesse  , au  bout  de  ce  temps,  du  mobile  /«  qui  est 
.supposé  être  dans  l’état  de  repos,  lorsqu’on  a / = o et  .r  = o y la  force 
accélératrice  due  à la  pesanteur,  dans  le  cas  de  la  chute  verticale,  con- 
tinuera à être  représentée  par  la  lettre  g. 

Si  le  mobile  descendait  librement  le  long  de  la  verticale  menée  par 
son  point  de  dép.trt , il  recevrait , à chaque  instant  , un  incrément  de 
vîte.sse  gdt ; cet  incrément  de  vitesse  lui  est  aussi  imprimé  sur  le  plan 
incliné , mais  la  résistance  de  ce  plan  et  le  frottement  lui  en  font 
perdre  une  partie.  Faisant  d’abord  abstraction  du  frottement,  je  puis, 
conformément  aux  princqtes  précédemment  établis , décomposer  la 
vitesse  élémentaire  gdl  en  une  vitesse ^r//  sin.  0,  dirigée  suivant  la  ligne 
du  mouvement , et  en  une  vitesse  g-vé/  CK.n.0  dirigée  suiv.int  une  perpen- 
diculaire à celte  ligne  du  mouvement  et  au  plan  incliné.  Cette  dernière 
vitesse  élémentaire  et  la  force  motrice  qui  en  résulte  ne  peuvent  , par 
con8é«|uent,  produire  aucun  changement  dans  la  vitesse  actuelledu  corps, 
et  sont  détruites  par  la  résistance  du  plan  incliné.  La  seule  force  accélé- 
ratrice qui  ait  lieu  dans  le  sens  du  mouvement  est'donc  g sin.  0 , d’où 
^ = gi\n.0.'' 

La  force  motrice  m qui  modifie  continuellement  le  mouvement 
du  corps,  est  une  quantité  constante  =,mg  sin.  0,  d’où  il  suit  que  ce 
mouvement  est  uniformément  accéléré. 

776.  relation  entre  la  vitesse  et  le  temps  se  déterminera  en  subs- 
tituant, dans  l’équation  précédente,  à té  sa  valeur  t’t  intégrant, 
ce  qui,  dans  l’hypothèse  des  valeurs  initiales  v = q et  z=o,  dorme 
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(') l^  = stsw.é/; 

Siilistituant  ensuite  à e sa  valeur  et  intégrant  dans  l’hypothèse 
des  valeurs  initiales  / = oetx=o,ona 

(a) .T=^^/>sin.^^ 

enfin  on  déduit  de  la  combinaisun  des  deux  équations  précédentes 
> t F = 

(3) ) _ e» 

^ ^ ^gsin.ff  . 

Les  phénomènes  du  mouvement  sont  exactement  identiques  avec  ceux 
qui  auraient  lieu  dans  le  cas  delà  chute  libre  verticale, si  l’intensité  de  la 
force  constante  de  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rapport  de  j:s\n.û. 

777.  Siipixtsons  maintenant  que  le  corps  m reçoive  une  impulsion 
qui  tende  à lui  faire  remonter  le  plan  incliné,  et  qui  lui  imprime, 
parallèlement  U ce  plan  et  perpendiculairement  aux  horizontales  qu'il 
renferme,  une  vitesse  initiale  l/j  (le  corps  est  censé  se  trouver  dans 
l’état  de  repos  lorsque  l’impulsion  lui  est  donnée)  la  force  accélératrice 
jçsin.  fi  deviendra  une  force  retardatrice  ; on  aura,  e étant  la  vitesse  au 

bout  du  temps  t , —jj~  = — gt\n.fi  d'où  , en  observant  que  l’état 

initial,  donne  t=o  et  v=  U, 

(1) v=U — ^zsin. 

ensuite  x étant  la  distance  du  mobile  h son  point  de  déjtart  au  bout  du 

temps  f,  on  a en  substituant,  pour  v,  sa  valeur  — 

et  enfin  éliminant  / entre  les- deux  équations  pré'cédentes 

!e>  = U*  — ixg  sin.  ^ r 

_ )v=^ü  lorsque  x = 0. 

^ ~ a^sin.ét  ( 

Ce  sont  encore  les  phénomènes  du  mouvement  libre  d’ascension 
verticale  qui  auraient  lieu  si  la  force  de  la  pesanteur  était  diminuée 
dans  le  rapport  de  i ; sin.  0. 

778.  Faisons  entrer  en  considération  le  frottement  du  mobile  sur  le 


-hèL 


Sectionphemière.  . 79 

plan  incliné,  en  supposant,  conformément  H ce  qui  a été  cx))liqué  art. 
6i4  et  suivants,  que  cette  ré|ittance  est  égale  au  |>roduit  de  la  pression 
normale  par  un  nombre  constant  f déduit  de  l’observation.  D’apK-s  les 
principes  précédemment  posés,  la  pression  norrnale  a,  pour  mesure,  dans 
le  cas  actuel,  la  quantité  de  mouvement  élémentaiie  mgdt  cos.  0 inipri- 
mécit  m perpendiculairement  au  plan  incliné,  et  fait  par  conséquent  va- 
rier à chaque  instant,  de fmgdt.cM.0,  la  quantité  de  mouvement  effecli  - 
ve  du  mobile  dans  le  sens  de  la  ligne  parcourue.  Appliquant  d’abord  cette 
détermination  au  cas  du  mouvement  de  descente  on  aura , pour  la  valeur 
de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  imprimée  à chaque  instant  au 
mobile  dans  le  sens  de  la  ligne  pircourue,  0 — J^mgdlcœ.û. 

La  diderentielle  de  la  vitesse  sera  donc  gdt  (sin.  0 — J'c»s.0)  et  la  force 
accélératrice ^(sin.é> — -J'cca.0).  En  substituant  cette  expression  h ^'sln.0, 
dans  les  équations  de  l’art.  776,  on  aura  celles  qui  donnent  les  relations 
entre  a:,  v et  eu  égard  au  fnjttcmcnt , savoir; 

IV  gl  { sin.  0 — f CM.0'); 
x = ^ (sin.  0 — f cos.  0'); 

V — %gx  (sin.  0 — 0)j 

ig  (sin.  0 — y cos.  0) 

dans  le  cas  du  mouvement  d’ascension  , la  vitesse  initiale  étant  V j 
comme  à l’article  pa'cédcnt;  on  ndv  — — gdl{i\T\.0  f cos.0)  parce 
que  la  pesanteur  et  le  frottement  se  réunissent  jxjur  diminuer  la  vitesse 
V qui  a lieu  au  bout  du  temps  t j il  faut  donc,  alors,  suliÿtituer,  dans 
les  équations  de  l’article  cité  , g (sin.  0 J^cos.  0)  k g sin.  0 , ce  qui 
donne 

V ■=11  — gt  (sin.  0 ■>r ycos.  0); 
x=Vt — (sin. <?-(-ycos. 
v^=ü^ — ^gx  (sin.  0 ■‘r  f cos.  0^j 

V* 

^ -e**»  — - ■ - - 

^g(%\n.0-\-Jco%.0) 

Les  équations  (i)  seraient  celles  du  mouvement  libre  de  descente 
verticale,  qui  aurait  lieu  si  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rapjrort 
de  I : (sin.  0 — y cos.  0')i  et  les  équations  (2)  seraient  celles  d’un 


So 
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nioiivoiwnl  libre,  d’ascension  verticale,  dans  riiv|>olhc-sc  où  ce  rapport 
de  diminution  serait  celui  de  t ; (sin.  ^«1^'cüs.  0)  } il  est  à remari|uer 
que  l'introduction  du  frottement , dans  l'analyse , rend  la  valeur  nu  - 
mériqucdela  force  accélératrice  applicable  k la  descente,  diflTérente  de 
celle  de  la  force  retardatrice  qui  s'applique  à la  monlé'e,  ces  valeurs  nu- 
mériques étant  égales  emr’elles  lorsqu’on  fait  abstraction  du  frottement. 
Celte  circonstance  tient  à ce  que  le  sens  suivant  lequel  la  résistance  du 
flottement  a son  cflTct  dépend  de  celui  du  mouvement  du  mobile  auquel 
il  est  toujours  opposé,  ce  qui  présente  un  cas  semblable  à celui  dont  il  a 
été  question,  art.  ySç  et  744,  à l’occasion  du  mouvement  vertical  d’un 
cur|)s  dans  un  milieu  résistant. 


' Propriéléi  du  mouvemont  d’un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné. 


779.  Dans  le  cas  du  mouvement  de  d’c'ccnte  auquel  se  rapportent  le# 
équations  de  l’art.  776,  lorsque  le  mobile  a parcouru  la  longueur  x sur 
le  plan  incliné,  il  s’est  abaissé  verticalement  au-dessisus  de  son  point 
de  départ,  d'une  h.aulcur  .rsin.  et  s'il  fut  tombé  librement  de  cette 
bautcur  dans  une  direction  verticale  il  aurait,  art.  708  , acquis  une 
vitesse  = J/a^.a-sin.p'y  mais  c’est  là,  précisément,  la  valeur  de  la 
vitesse  qu’il  a acquise  dans  son  mouvement  sur  le  plan  incliné,  donc 
« sa  vît<*sse  à chaque  instant , sur  ce  plan , est  //i/c  à la  hautetir  q_iii  me  » 
« sire  son  ab.iisscmcnt  vertical  au-dessous  de  sop  point  de  départ.* 
Il  faut  se  rappeler  que  la  vitesse  initiale  a été  supposée  nulle. 

780.  Dans  le  cas  du  mouvemont  d’ascension,  dont  les.équalions  ont 
été  données  art.  777,  la  vitesse  initiale  U du  mobile  est  entièrement 


épuisée,  (équation  3)  lorsqu’il  est  à une 'distance 


17» 


de 


poiii^  de  départ,  ou  lorsque  son  élévation  verticale,  au -dessus  de  ce 
L'‘  11‘ 

point,  est  écale  ii  ^ X sin.  0 = ; mais  celte  valeur  est, 

‘ ° 2^s  n.iy  3.g 

art.  711  , celle  de  la  haulcitr  due  à la  vitesse  U,  donc  dans  ce 
second  cas,  « le  mobile  monte. le  long  du  plan  incliné  jusqu’il  ce  qu’il 
« se  soit  élevé  au  dessus  de  son  point  de  départ  à la  hauteur  vertical* 
« due  à sa  vitesse  initiale.  » 

781.  Oo  peut  substituer  au  plan  incliné  le  long  duquel  le  mobile 

monte 
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iTtonle  ou  descend  la  ligne  parcourue  sur  ce  plan,  et,  comme  tous  li>s 
résultats  préci'-dents  sont  .indépendants  de  l'inclinaison  0,  on  ]>eut  dire 
généralement  «que  deux  plans  fixes  horizontaux  étant  placés  i une  dis- 
« lance  verticale  //  l’un  de  l’autre,  si  vin  point  matériel  pesant  passe 
« du  plan  supérieur  au  plan  inférieur  le  long  d’une  droite  formant  un 
« angle  quelconque  avec  ces  plans,  droite  dont  la  longueur  se  trouve  par 
« conséquent  arbitraire,  il  aura  acquis,  en  arrivant  au  plan  inférieur,  une 
« vitesse  due  k la  distance  verticale  II j et  ce  mobile  pourra  remonter,  le 
« long  de  cette  ligne,  du  plan  inférieur  au  supérieurt  si  on  lui  imprime 
« une  vitesse  initiale , dans  le  sens  de  la  même  ligne , due  k la  hauteur  H, 
« laquelle  vitesse  sera  éteinte  k son  arrivée  au  plan  supérieur»  je  ferai 
voir,  par  la  suite  que  ces  propriétés  ont  encore  lieu  si  le  mobile  au  lieu 
de  parcourir  une  ligne  droite,  entre  les  deux  plans,  parcourt  une  courbe 
continue  quelconque. 

78a.  Voici  une  autre  propriété  liée  k la  théorie  du  laufochronismt 
et  di-couvcrle  par  Galilé'C  avant  qu’il  fut  question,  parmi  J es  géomè- 
tres, des  courbes  TantochroiiFS  dont  je  parlerai  dans  la  a',  section 
de  cette  a*.  |Mrlie  du  cours.  Si , dans  l’hvpoihèse  de  la  descente  du 
mobile  le  long  du  plan  incliné,  traitée  k l’article  776,  on  mène  par 
le  |>oint  où  ce  mobile  se  trouve  au  bout  du  temps  / une  perpendi- 
culaire sur  la  ligne  x parcourue,  qui  aille  rencontrer  la  verticale  me- 
née par  l’origine  s'.ijvéricurc  la  même  ligne  x,  la  distance  entre 


sin. 


et 


celte  origine  et  le  point  de  rencontre  aura,  ]Ktur  valeur, 

le  temps  qu’un  grave  employerait  pour  descendre  librement  de  celte 

hauteur  verticale  — serait , art.  708, 1/  — ; ce  temiœ  se- 
sin.  ^ f giin.Û  ‘ 

rait  donc,  art.  776,  l’-gal  k celui  que  le  corps  a employé  pour  parcourir 

la  ligne  x le  long  du  plan  incliné. 

Si  dans  le  plan  vertical,  qui  renferme  x et  la  verticale  memV  par 
l’origine  de  cette  môme  longueur  x,  on  construit  un  demi -cercle 
dont  cette  origine  soit  le  point  supérieur , et  dont  le  diamètre  soit 


vertical  et  égal  k — . — ÿ-  , l'espace  parcouru  x sera  une  corde  de  ce 

demi -cercle;  le  mobile  m étant  ensuite  sup|)OBé  parcourir,  en  vertu  de 
la  pesanteur,  un;  autre  corde  quelconque  de  ce  demi -cercle,  menés 

» Il 
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par  son  point  supérieur,  si  on  observe  que  la  perpendiculaire  à cette 
seconde  corde,  menée  par  son  point  inférieur  dans  le  plan  du  cercle, 
passe  aussi  par  l'extrémité  inférieure  du  diamètre  Vertical,  on  aura,  entre 
les  temps  respectivement  nécessaires  pour  parcourir  la  nouvelle  corde 
et  pour  descendre  librement  le  long  du  diamètre  , le  riiême  rapport 
d’égalité  que  présentait  le  mouvement  sur  la  première  corde,  ce  qui 
fournit  le  lliéoréme  suivant  « un  demi -cercle  étant  construit  sur  un  dia- 
« mètre  vertical,  le  tem|K  employé  par  un  grave  à descendre  librement 
« le  long  de  ce  dtemètre  , est  égal  au  temps  pendant  lequel  ce  grave 
« parcourrait  une  corde  quelconque  menée  par  le  point  su|)érieur 
« du  demi -cercle  s’il  glissait  le  long  de  cette 'corde  on  vertu  de  sa 
« pesanteur.  » 

Mouvement  de  deux  points  malériels  pesants,  posés  sur  des  plant  inclinés 

adossés  et  liés  l’un  à l’autre  , en  ayant , ou  non  , égard  11  la  résistance  du 

frottement. 

783.  Je  désigne  par  m'  et  m"  deux  ]K>ints  matériels  , ou  corps  mo- 
biles |)esants,  posés  sur  des  plans  inclinés  adossés,  qui  ont  une  hauteur 
et  une  base  commune , et  auxquels  on  peut  substituer , si  l’on  veut , 
deux  lignes  situées  dans  tin  plan  vertical  ayant  leurs  extrémités  in- 
férieures sur  une  même  liorizontale , et  se  coupant  au-dessus  de  cette 
horizontale  en  un  point  où  se  trouve  Je  sommet  commun.  Je  sup- 
pose que  l’horizon  forme  un  angle  ff  et  un  angle  0" , respectivement, 
avec  le  plan,  ou  la  ligne  inclinée,  qui  supporte  m'  et  m" } un  fil  inex- 
tensible parfaitement  flexible  et  dont  je  négligerai  la  pesanteur,  dans 
ce  premier  problème,  lie  m'  à m" , en  passant  par  le  sommet  commun, 
où  on  peut  concevoir  une  jioulie  infiniment  petite,  sur  laquelle  |>asse 
le  fil , tout  étant  disposé  de  manière  que  ce  même  fil  soit,  de  part  et 
d’autre  du  sommet  commun,  pirallèle  à chacun  des  plans  inclinés. 

Dans  cet  i-tat  de  choses,  si , pradant  le  mouvement  du  système,  le  fil  qui 
unit  m'  k m"  est  toujours  tendu , ces  deux  corps  se  mouvront  avec  la 
même  vitesse  chacun  sur  leur  plan  incliné;  fi  un  instant  quelconque  la 
pesanteur  leur  imprimera,  art.  775,  des  quantités  de  mouvement  élé- 
mentaires res|>ectives  sin.  ff  et  nt"^dt  sin.  ff"'y  lesquelles  produi- 

ront, sur  le  fil,  des  tractions  dirigées  en  sens  opposé-s;  d’après  celte 
circonstance  et  celle  de  la  vitesse  commune , la  variation  de  la  quan- 
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titc  tic  mouvement  du  système,  à l’instant  dont  il  s’agit,  sera  égale  à 
la  quantité  de  mouvement  élémentaire  qu’acquerrait  le  même  système, 
en  supposant  les  corps  /«'  et  m" , qui  le  composent,  juxta-jx)sès  et  ani- 
més, en  sens  contraires,  des  vitesses  élémentaires  rcs|)ectives  ^///sin. 
et  gdt  sin.  ff' . J’ai  fait  voir  que  celte  quantité  de  mouvement  de  la 
mrfsse  m'  -f  m"  aurait  pour  valeur  m' gdt  sin.  ff — m"gdt  sin.  O"  ou 
gdt  (/n'sin.  ff — /«"sin.  ^'), quantité  positive  si  ona//t'  i.ff'>  /«"s.  0" } 
cette  dernière  condition  sera  censée  avoir  lieu , et , en  désignant  par 
A , li  ft  C , respectivement  , le  point  inférieur  du  plan  incliné  qui 
porte  m" , le  sommet  commun,  et  le  jwint  inférieur  de  l’autre  plan  in- 
cliné,  la  vitesse  positive  sera  prise  dans  le  sens  ABC. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  qu’en  appelant  e lu  vitesse  au  bout  du 
temps  t , la  ^variation  dv  de  cette  vîtes^  sera  égale  à 

ftdtim'sm.ff — «/' sin.  ^')  . . j--  , j.  i r 

e ^ , et  qu  en  di-signant,  par  ‘R  force 

m'  q-  m" 

accélératrice  comnlfene  , on  aura 


g{^m'f\n.ff  — m"  ff') 

^ /«'  + nd' 

La  valeur  de  cette  force  accélératrice  a la  même  forme  que  celle  de  la 
vitesse  commune  de  deux  corps  durs,  lorsque  ces  corps  se  sont  clio- 
qués  en  sens  directement  opix)sé-s,  preeque  l’une  et  l’autre  valeur  sont 
obtenues  par  des  considérations  exactement  semblables. 

* 784.  Substituant , pour  ^ , dans  l’étiuation  précédente  , sa  valeur 

^ on  a par  l’intégration  l’expression  de  v en  t;  substituant  ensuite. 


dans  l’équation  entre  v et  t,  pour  v sa  valeur  (x  est  l’es)>acc  par-- 

couru  par  chacun  des  corjvs  pendant  le  temps  /),  on  a,  par  une  seconde 
intégration,  l’exprcsjion  de  x en  / , et,  par  suite,  la  relation  entre 
X et  V.  ’ ■ 

On  pftit,  au  lieu  de  faire  les  calculs  que  je  viens  d’indiquer,  observer 
que  le  mouvement  du  système,  considéré  quant  k la  relation  entre  x,  e 
et  t est  le  même  que  celui  d’une  masse  composée  de  1 agrégation  des 
deux  masses  m'  et  m",  qui  se  mouvrait  d’un  mouvement  de  descente 
yertical  et  libre  dans  l’hvpothèse  oii  la  force  de  la  pesanteur  serait  di- 
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. , , . m sm.ff — m"%\T\.0'  . 

initnii'C  et  réduite  a la  partie  -, r, de  son  inten- 

m + m 

silé  naturelle;  il  suffit  donc,  pour  déterminer  les  lois  du  mouvement 
avec  la  condition  des  valeurs  initiales  t — o,  «>=o,  x = o,  de  substituer, 

dans  les  équations  de  l’art.  708,  v = gtj  x—  j x— , la  quan- 

■ “ 

. m'ûn.ff  — m"ûn.ff’ 

tite  g quantité  g,  ce  qui  donne 


(•) 


m'  sin.  ff  — m"  sin.  ff' 
m'  + m!' 


■gt} 


(a)  ...  X = 

(3)  . . . j/[ 


m'ivn.ff — m"  sin.  ff’ 


m + m 


gffj 


a(»t'sin.é?'  — m"  iin.ff") 


m + m ^ 

Le  cas  oit  on  a m'  sin.  ff  = m"  sin.  ff'  rend  la  force  accélératrice  du 
système  nulle,  et  c’est  le  cas  d’équilibre  de  l’art.  63a,  lequel  a lieu 
lorsque  les  poids  sont  én  raison  réciproque  des  longueurs  des  plaqs 
inclinés  qui  les  supportent  (voyez  l’article  cité). 

78Ô.  Lorsqu’on  veut  avoir  égard  à la  résistance  du  frottement  il  faut  di- 
minuer la  quantité  de  mouvement  élénientaire,.ç<é/(/n'siué?'  — in"%\\\ff’‘) 
qui,  abstraction  faite  de  cette  résistance,  produirait  la  variation  de  li* 
vitesse  commune , d’une  partie  des  quantités  de  mouvement  élémentaires 
auxquelles  sont  dues  les  pressions  nomtales  aux  plans  inclinés,  laquelle 
partie,  d'après  les  déterminations  précédentes,  art.  778,  a pour  valeur 
f gdi  {m'  cos.  ff  -t-  m"  cos.  ff’’)  , en  continuant  à désigner,  par  f,  le 
rapport  du  frottement  â la  pression.  La  force  accélératrice,  désignée 
par  ç f aura  ainsi  pour  valeur 

gdt  j m'  ( sin.  0'  — f cos.  — m"  (sin.  ff',-\-  J coS.  ff') } 

^ m'  + ni"  ; 


à 


et  pour  déterminer  tous  lespliénomènes  du  mouvement  dans  l’hypotlii-se 
des  valeurs  initiales  / = o,  e=o,  et  x — o,  on  substituera  U ^daiis 
les  équations  i'  = jçr,  et  e = de  l’art.  708,  la  valeur 

do  ^ ([u’on  vient  d’obtenir. 
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Applicaliou  de  la  iliéoric  evjH»ée  dam  le  chapitre  frérédent  à la  aoliiiion 
d’un  prublêroc  qui  rend  sensible  la  difTéreucc  dés  ell'els  de  la  ptrcussion  à 
ceux  de  la  pressinn.  Détails  à ce  sujet. 

• 

786.  La  valeur  de  la  vÎJessc  v art.  784  a été  déduite  de  l'équatiSn 

d^|  m's\n.O'  — m"  im.ff'  . 

— 5 — = 7 r, e.  en  se  donnant , pour  condition, 

dl  m'  + . ' 

que  la  vitesse  initiale  était  nulle  ; on  peut. faire,  sur  cette  vitesse  ini- 

.tiale,  une  hypothèse  qui  rendra  tri'* -sensible  la  diflTérencc  des  eATels 

de  la  percussion  à ceux  de  la  pression^.  Je  continue  à supposer,  comme 

h l’article  cité,  que  /«'  sin.  m"  sin.  et  qu'ainsi,  abstraction 

faite  de  toute  force  étrangère  à celle  de  la  pesanteur,  le  poids  m'  est 

prépondérant  et  doit  en  descendant  sur  son  plan  incliné  c’est -ii -dire, 

en  marchant  dans  le  sens  SCj  faire  monter  nt"  vers  le  sommet  commun 

des  deux  plans,  ou  le  faire  mouvoir  dans  le  sens  y^3  (voyez  art.  788 

les  positions  des  lettres  yf.  B,  C)  ; mais,  si  au  premier  instant  du 

mouvement  m”  reçoit  dans  le  sens  By4  une  impulsion  capable  de  lui 

imprimer  une  vitesse  finie  « ^ à ce  premier  instant  le  système  acquerra 

les  quantités  de  mouvement  m" u + sin.  d"  dans  le  sens  Byi  et 

m'gdt  SID.  ff  dans  le  sens  BC  j la  vitesse  résultante  aura,  pour  valeur, 

m"(« sin.  ^')  — m' gdt^D.ff  m" u 

3rt>  yo8  P f y 01^  ^ ^ . y 

' /w'  -f  ///  ' ///'  -f-  m ‘ 

dans  le  sens  CB^I  contraire  au  sens  du  mouvement  résultant  de  l'action 
de  la  pesanteur  d'aprt-s  la  condition  /«'sin.  ff  > m"  sin.  ff' . Il  faut  donc, 
pour  avoir  égard  h celte  circonstance,  déterminer  la  constante  Hr|jitraire 


dans  l'intégrale  e = C -p 


{m'  sin.  ff  — m"  sin.  0")  gt 


de  l’équation 


dv  /«'  sin.  ff  — /«"  sin.  ff' 
dl  /«'  + 01" 


m'  + 

g,  en  posant  les  équations  simul- 


tanées 1 = 0,  v = 


, ce  qui  dounc  C- 


• V- 


m'  -1-  m" 

(/«'  sin.  ff  — m"  sin.  ff')  g!  ■ 
' m'  -P  m." 


m -f-  m 


,et 
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"87.  On  voit  par  celte  é<]uatii)n  <|uc,  t|iiolquc  soit  In  pré|X>n<lérance 
tUi  poids  m'  sur  le  Jloids  ni"  ou  la  dillerence  entre  m'  sin.  ff  et  ni" 
sin.  //'j  la  plus  petite  quantité  de  mouvement  finie  imprimée  à m" 
doit,  pendant  un  temps  fini,  empêcher  J'efTet  de  cette  prépondérance, 
faire  mouvoir  le  système  dans  un  sens  contraire  à celui  qu’aurait  son 
mouvement  en  vertu  de  l’action  continue  et  nuancée  de  la  pesanteur. 
Mais  cette  dernière  force,  après  avoir,  d’abord,  cédéà  l’impulsion  brusque 
donnée  au  système,  détruit  ensuite , |>ar  des  gradations  insensibles,  l’effet 
de  cette  impulsion,  de  manière  que,  lorsque  / a acquis  une  valeur  telle  ' 

qu'on  a (ot'  sin.  6''  — m"  sin.  0")  gl  — m"u  = o , ce  qui  donne 

1=  Z — — — ‘ — 7^- — /v/v  *■  ,la  vitesse  initiale  rétrograde,  ou  né- 
{nt  iui.ff  — ni"  $in.0  )g  ° 

gative,  est  entièrement  éteinte,  et  le  système  commence  k se  mouvoir 

comme  s’il  partait  de  l’état  de  repos  ou  qu'il  fût  abandonné  à l'action 

naturelle  de  la  pesanteur  sans  vitesse  initiale. 

788.  Pour  présenter  les  résultats  précédents  sous  la  forme  la  plus 

simple,  on  peut  supposer  que  les  angles  0'  et  0"  sont  deux  angles  droits, 

ou  que  les  corjis  ni'  et  ni"  sont  attachés  aux  extrémités  des  deux  parties 

verticales  d’un  même  fil  qui  passe  stir  la  gorge  d’une  poulie  dont  l’axe  est 

fixe  et  horizontal  ; supposant,  de  plus,  qu'au  premier  instant,  le  corps  m', 

dont  le  poids  est  censé  surpasser  celui  de  m",  et  ce  corps  m",  sont  dans 

un  mc'mc  plan  horizontal,  «ù  se  trouve  l'origine  de  x,  (les  x positives 

se  comptant  au-dessous  de  ce  plan  du  côté  de  ni',  ou  au-dessus  du  même 

plan  du  cûté  de  ni")  et  qu’enfin  k ce  même  premier  instant  le  poids  ni" 

tortibe  d’une  hauteur  //,  ce  qui  donne  nni"  = ni"  valeur  de  la 

quantité  de  mouvement  initiale  imj)riméc  au  système , dans  un  sens 

conlr.'flre  k celui  du  mouvement  que  prendrait  ce  système  en  vertu  de 

l'action  naturelle  et  non  contrariée  de  la  pesanteur;  ces  diverses  conditions 

introduites  dans  l’analyse  de  l’art,  précédent  donnent,  en  désignant  |>ar  f 

la  force  accélératrice  qui  a lieu  et  par  r,  la  hauteur  due  k la  vîti-sse  v. 


(•) 

(^) 

(3) 


. - 


rfi  

• • ^ — I , ir  ë 
m tn 

m'  + ni" 


j ( ///'  — /«" )gl*  —r  II  m"  / 


i a,e  [/»//"»  + (nt'^  — r]  j ■ 
ni'  -P  ni" 


ni'  + ni" 


{ni'  ni"  )*  7;  — /im"^ 
m'7  — nt"^ 
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quelque  soit  la  petitesse  tic  m"  par  rapjrortk  m' , ce  dernier  qui  devrait 
naturellement  descendre,  vu  sa  prépondérance,  n’en  sera  pas  moins 

...  U n" 

obligé  de  remonter  pendant  ua  certain  temps  égal  à tn")  * 

m"^h 


iusqu'à  une  hauteur  - 


ï'» — /«"» 


J ce  temps  et  cette  hauteur  pour- 


ront être  d’une  petitesse  extrême,  qui  rendra  leurs  évaluations  impossibles 
par  la  voie  de  l’observation,  mais  ils  auront  toujours  des  valeurs  finies. 

• m* 

Soient,  par  exemple,  /«"  = et  h—  {g,  d’oi»  u^gs  le 

^ 1 00000 

temps  de  l’ascension  de  rn'  aura  pour  valeur  une  fraction  de  seconde 
i" 

= (sexastsimale  ou  décimale  suivant  que  g sc  rapportera  à 

99999 

la  division  du  jour  moyen  en  86400  ou  en  100000  parties)  et  la  hauteur 

JL 

de  son  élévation  sera  écale  à , ce  qui,  pour  la  plus  forte 

9999999999 


des  deux  évaluations  de  g,  ne  fait  pas  la  deux  millionième  partie  d’un 
millimètre;  ces  quantités,  que  le  calcul  apprécie,  ne  peuvent  être 
mesurées  par  aucun  moyen  mécanique. 

789.  Cos  résultats  rendent  sensibles  les  relations  qui  existent  entre  les 
effets  de  la  percussion  et  ceux  de  la  pression,  relations  qui  ont  été 
d’ailleurs  complètement  é^tabliis  par  les  notions  précédemment  données, 
ainsi  une  force  de  percussion,  quelque  petite  qu’elle  soit  par  rapport  aux 
forces  de  son  ordre,  doit  toujours  l’emporter  sur  la  plus  grande  force 
de  pression  J d'un  autre  côté,  cette  dernière  peut,  en  exerçant  une 
action  continue , atténuer  graduellement  l’effet  de  la  première  et  le 
détruire  enfin  , mais  cette  destruction  d’effet  n’a  lieu  qu’au  bçut  d'un 
temps  fini. 

Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d’entrer  fournissent  le  moyen  de 
rapporter  à des  notions  exactes  certaines  propositions  qui  paraissent 
manquer  de  justesse  et  qui  en  manquent , même  effectivement , si  on 
les  prend  dans  le  sens  littéral  que  quelques  personnes  leur  attribuent. 

On  trouve  |>ar  exemple,  dans  des  ouvrages  qui  traitent  de  l’art  des 
constructions , des  procédés  pour  peser  le  coup  d’un  mouton  do 
sonnette  sur  la  tête  d'un  pieu  , celui  d’un  marteau  employé  ?i  en  - 
foncer  un  clou  dans  une  planche;  etc.  Gautier,  dans  son  traité  des 
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ponts  f mesure  le  poids  du  coup  de  marteau , par  celui  d*un  corp# 
qui,  posé  sur  la  feie  du  clou,  ferait  pénétrer  sa  pointe  dans  la  planche, 
St  la  même  profondeur  que  ce  coup  de  inaricaii  ; (*)  pour  ramener  Pas- 

(*)  « II  n’y  a pas  de  duule , dit-il , (pic  la  pesanteur  du  corps  de  Pun  sans 
tt  mouvement,  ne  soit  ru  raison  récipro({UC  à la  vitesse  du  coup  de  marteau 
•»  de  Pautre.  > Malgré  le  peu  de  netteté  de  celti*  énonciation,  on  voit  que  Pati- 
teur  établit  un  rapport  entre  des  quantités  do  Pordre  mgdl  et  des  quantités  de 
Tordré  sans  même  rira  statuer  sur  la  valeur  de  U masse  Af.  L’ouvrage 
de  Gautier  est  du  commencement  du  iH^.  siècle;  les  principes  sur  la  loi  tie 
conlinuité  dans  les  eHels  des  farces  motrices,  quoique  bien  établis  des  le  com- 
mencement du  17^.  siècle,  ont  encore  été  longtemps  méconnus  par  des  ingé- 
ni(’urs  et  des  savants  recommahdablrs  d’ailleurs.  Manotte  dit  avoir  éprouvé 
qu'un  cylindre  de  verre,  de  deux  ligtirs  de  diamètre,  était  écrasé,  dans  le  sens 
de  son  diamètre,  soit  par  une  prts^inn  de  400  livres  , soit  par  le  choc  d’une 
masse  de  fer  du  poids  de  a livres  a onces,  tombant  de  7 pouces  de  hauteur^ 
et  se  fondant  sur  celte  expérience,  dans  laquelle  il  faisait  un  rapprochement  sem- 
blable h celui  de  Gautier,  cité  dans  le  texte,  i!  en  concluait,  h une  époque  où 
les  découvertes  de  Galilée  étaient  publiques  depuis  plusieurs  années,  qu’un  rorps 
livre  à la  seule  action  de  la  pesanteur  avait,  des  le  premier  instant  de  sa  chute, 
une  ritesso  finie  dVnviron  quatre  lignes.  Il  donne  cette  ètpérten’ce  h Pappul  de 
la  proposition  XI  de  son  fraittfiieUipfrctfSiion  ainsi  côilraeî  • Un  corps  qui  tombe 
* dans  Pair  libre,  commence  A tomber  avec  une  vitesse  déterminée  et  gui 
k pai  infiniment  fritte  ; c’est-A-dire  qu’elle  est  telle  qu'il  y en  petit  avoir  de 
U moindres  en  differents  degrés,  car  (ajoule-f-il  aussitôt  après)  il  est  iinpos- 
« sible  qu’un  mouvement  soit  sans  une  vitesse  déterminée  , et  entre  le  mouve- 
» ment  et  le  repos  il  ti’y  a point  de  milieu  ; donc , sitôt  qu’il  est  en  mouvement, 
« il  a une  certaine  vitesse.  ■ Cet  exemple  , celui  de  Uescartes  que  )*ai  cité, 
A propos  (iri  lois  de  la  communication  dü  mouvement , et  d’aütres  que  je  pour- 
rais y joindre  ^ font  voir  combien  les  vérités  naissantes  , les  plus  simples  , 
ée}]es-lA/Af‘<*^e  qui  deviennent  ensuite  vulgaires , ont  do  la  peine  A sr  produire, 
et  comment  elles  se  trouvent  quelquefois  entravées  dans  leur  marche  par  de 
très-bous  esprits.  L’tnflucncc  fâcheuse  des  erreurs  appuyéca  do  l’autorité  de 
ces  bons  esprits  se  fait  encore  sentir  longtemps  après  que  les  hommes  instruits 
nVnt  plus  qu’une  opinion  sur  les  théories  eonteslées  à Pépoque  de  leur  nou- 
veauté. Je  trouve  èa  preuve  de  pelle  assertion  dans  un  ouvrage  sur  la  science 
(te  V fnffânicur  des  PnUts  'et  Chaussées  , publié  récemment  j Panleur  conclut 
de  Pvxp<‘rieifce  de  Mariolle  sur  U rupture  d’un  cylindre  de  verre  de  deux  lignes 
de  (liamctre,  ci-dessus  citée,  ia  pression  qui,  soivanl  lui,  équivaut  au  choc  d’un 
moutoH  do  pomutte  de  Coo  livres,  tombant  de  4 pieds  de  hauteur.  C’est  tirer, 
ü’uo  fait  iosignifiaiit , une  conséquence  également  bazardée  et  dangereuse. 
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gcrtion  à une  pnoncialion  précise,  il  faut  dire  que  si  une  masse  de  fer 
TO,  animée  d’une_ vitesse  k'^Â,due  à une  certaine  haulcifr  A ^ et  frap- 
pant le  clou  avec  celte  vitesse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tombant 
de  la  hauteur  h sur  la  tête  du  clou , fait  enfoncer  sa  pointe  à une  cer- 
taine profondeur  on  pourra  toujours  assigner  un  poids  p qui  , |>osé 
immédiatement  sur  la  tête  du  clou,  sans  vitesse  initiale,  le  ferait  enfoncer 
à la  même  profondeur.  Dans  ce  sens  la  jtroposilion  est  vraie  et  on  peut  dé- 
terminer, par  expérience,  un  nombre  indéfini  de  masses  m' , m" , etc. 
qui  tombant  des  hauteurs  h! , h” , etc.  opéreraient  des  enfoncements 
z' , z''  etc.  respectivement  égaux  à ceux  qu’on  obtiendrait  par  la  simple 
superposition  des  poids  p' , p" , etc.  Or  si  l’on  ne  considère , dans  les 
comparaisons  ii  établir,  que  les  effets  des  causes  motrices,  relatifs  aux 
enfoncements  totaux  du  clou , ( les  enfoncements  qui  ont  lieu  aux  ins- 
tants où  son  mouvement  se  trouve  éteint)  on  pourra  , sous  cet  aspect 
|>articulier,  et  pour  abréger  le  discours,  dire  qu’il  y a des  percussions 
équivalentes  h des  pressions  ; mais  il  ne  faut  jtas  perdre  de  vue  que 
Yi/ientitc  ainsi  prononcée  et  qui  ne  porte  que  sur  un  des  phénomènes 
particuliers  du  mouvement  du  clou,  dans  chacun  de  .ses  enfoncements, 
(le  seul,  à la  vérité,  qu’on  puisse  commuliément  observer)  ne  suppose 
nullement  que  des  quantités  de  la  forme  m•pdt  et  MF  sont  comparables 
et  n’établit  la  comparaison  qu’entre  les  quantités fi^m^dt')  et  A/é'”.  C’est 
ce  que  rend  manifeste  l’examen  des  circonstances  physiques  qui  ac- 
compagnent l’enfoncement  du  clou  ; ce  corps , depuis  le  moment  où  il 
commence  li  être  ok\  frappe  ou  pressé , jusqu’i  celui  oii  il  parvient  à 
son  maximum  d'abaissement,  sc  meut,  ]>endant  un  temps  fini , et  or- 
dinairement très-court,  d’un  mouvement  varié,  dans  lequel  la  résistance 
de  la  matière  qu’il  pénètre  fait  la  fonction  d’une  force  retaidalricc,  qui, 
au  bout  de  ce  temps  fini,  après  avoir  détruit,  graduellement  la  vitesse 
finie  engend.rée,  soit  au  commencement  du  mouvement  (dans  le  cr.s  de 
la  percussion  initiale),  soit  pendant  la  durée  de  ce  mouvement  (dans  le 
cas  d’un  poids  superposé  au  premier  instant), fait  enfin  équilibre  aux 
forces  accélératrices  qui  tendraient  k perpétuer  ou  k faire  renaître  ce 
mouvement  ; ce  qui  s'applique  également , tant  au  cas  où  le  marteau  et 
le  clou  seraient  censés  être  des  coq»  parfaitement  durs  qu’à  celui  (qui 
est  le  cas  6e  la  nature)  d’un  certain  degré  de  compressibilité  et  d’élasti, 
cité  de  ces  deux  corps  ; dans  ce  dernier  cas , et  dans  celui  d’un  poids 
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initial  superposé,  la  vitesse  nulle  au  premier  instant,  atteint  un  maxi- 
immi  et  diinniue  ensuite  jusqu'à  son  extinction.  Dans  le  cas  idéal  de  la 
parfaite  dureté,  le  maximum  aurait  lieu  au  premier  instant,  et  la  vi- 
tesse diminuerait  jusqu’au  dernier  instant.  Les  phénomènes  produits  entre 
CCS  deux  instants  extrêmes  échappent  ordinairement  à nos  sens  par  l’ex- 
cessive rapidité  de  leur  génération  et  de  leur  disparition,  mais  ils  n’en 
existent  p;is  moins  ; ils  olFrent  des  relations  soumises  à la  toi  de  conti- 
tmilé , entre  les  temps,  les  vitesses  et  les  espaces  parcourus,  qui  va- 
rient, en  général,  avec  l'état  initial,  mais  qui  lient  cet  état  init'ial  à 
l'état  final , par  la  succession  de  tous  les  états  intermédiaires.  Ainsi  , 
lorsqu’on  croit  comparer  àes percussions  et  ties  pressions,  on  ne  fait 
autre  chose  que  prononcer  iden/i/e  ou  différence  entre  certains  phé- 
nomènes dus  à des  causes  qui  parmi  leurs  efFets  , soumis  k la  /oi  de 
continuité , ont  eu  celui  de  ramener  un  système  à l'état  d’équilibre, 
apri-s  avoir  détruit,  graduellement , les  vitesses  finies  engendrées  dam 
ce  svstêine  ; dans  quelques  cas  particuliers,  ces  vitesses  naissent  et  sont 
anéanties  sans  que  la  masse  totale  du  corps  choqué  prenne  aucun  mou- 
vement, ce  qui  olFre  un  équilibre  apparent  entre  une  force  Ae percus- 
sion et  une  résistance  comparable  à une  pression  j ce  cas  a lieu  lorsque, 
d’après  les  relations  existantes  entre  la  quantité  de  mouvement  du  corps 
choquant,  compressibilité , celle  du  corps  choqué,  cl  la  résistance 

initiale  du  corps  que  ce  dernier  doit  pénétrer  pour  éprouver  un  dépla- 
cement total , cette  résistance  égale  ou  surpasse  la  plus  grande  des 
qiianliti'S  de  mouvement  élémentaires  mfdt  employées  à produire  la 
compression  ; on  voit  donc  qu’en  ayant  égard  aux  circonstances  relatives 
à l’état  physique  ou  réel  des  corps,  qui  accompagnent  les  phénomènes  du 
mouvement , les  rapprochements  et  les  comparaisons  de  ces  phénomènes 
ont  toujours  lieu  entre  des  quantités  de  même  nature  et  de  même  ordre. 

Théorie  de  la  machine  d'Atwood. 

790.  Atwood,  pliisycien  artglais,  a inventé  une  machine  pour  détermi- 
ner, par  olrservation , les  lois  du  mouvement  vertical  des  corjis  |>esants  ; 
son  appareil,  abstraction  faite  de  divers  accessoires  imaginé  pour  varier 
les  expériences , les  rendre  plus  faciles  et  plus  précises , n’est  autre  chose 
que  le  système  auquel  s’appliquent  les  formules  consignées  dans  l’art.  788, 
Un  (il  passant  sur  la  gorge  d’une  poulie,  dont  l’axe  fixe  est  horizontal» 
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tient  Slispciulus  à ses  exu-émités,  de  pari  et  d’autre  de  la  poulie,  des 
corps  /«'  et  ni" i l’un  de  ces  corp  est  prépondérant  et  détermine,  par 
sa  descente,  l’ascension  de  l’autre  corps.  Ün  change,  à volonté,  tant 
les  quantités  absolues  que  les  rapports  des  masses  rn',  et  m"  j on  peut 
même,  lorsque  le  système  est  en  mouvement,  faire  en  sorte  que  le  corps 
prépondérant  perde  tout-à-coup  ou  l’excès  de  sa  masse  sur  la  masse  de 
l’autre  corps , ou  une  partie  de  sa  masse  plus  grande  que  cet  excès  ; dans 
le  I".  cas  le  mouvement  devient  uniforme  avec  la  vitesse  qui  avait  liea 
à l’instant  où  les  masses  sont  devenues  égales;  dans  le  a*,  cas  le  mouve- 
ment devient  uniformément  retardé  avec  une  vitesse  Initiale  égale  à 
celle  dont  je  viens  de  parler.  Si  on  veut  vérifier  les  formules  de  la  com  - 
munication  du  mouvement  dans  le  choc  des  corps  durs,  on  dispose  l’ap- 
pareil de  manière  que  le  corps  qui  monte  enlève,  en  le  choquant , un  autre 
corps  en  repos,  les  deux  corps  continuant  ensuite  à se  mouvoir  juxta- 
posés l’un  à l’autre;  on  connaît  la  vitesse  du  corjis  choquant  au  moment 
du  choc  par  les  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps,  avant 
le  choc,  et  les  relations  entre  les  mêmes  variables,  après  le  choc,  font 
connaître  la  vitesse  commune  aux  deux  corps  qui  en  est  ré'sullée  h l’ins- 
tant  de  leur  rencontre;  des  échelles  verticales  cl  un  chronomètre,  attachés 
à l’appareil,  fournissent  les  moyens  de  mesurer  les  espaces  parcourus  et 
les  temps  corespondants. 

791.  Pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  système  que  je  viens 
de  décrire  dans  l'hyjwtèse  où  le^ corps  /«'  et  m"  n’auraient  aucune  vitesse 
initiale,  il  faut  faire  n = o,  ou  h — o,  dans  les  équations  de  l’art.  788 
ci-dessus  cité,  ce  qui  donne 


m'  -\-m' 


rSi 


'k-r  . 


m'  + m" 


X=j- 


J’ai  fait  observer, art.  784,  que  les  phénomène.s  du  mouvement  étaient 
ceux  qui  auraient  lieu  dans  le  cas  de  la  chute  verticale  et  libre  d’un  corps, 
si  la  force  accédéralrice  naturelle  de  la  pesanteur  se  trouvait  diminuée 

dans  le  raniiort  de  i ! — t-, — rr  i oc  iR  somme  m + m des  masses 
• ' w -f  m 


étant  quelconque,  on  peut  rendre  le  rapport  - ^ aussi  petit 

qu’on  veut,  et  donner,  par  conséquent,  au  système  une  force  accéléra  r 
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irice  moindrp  que  la  force  accélératrice  naturelle,  qui  permette  d’ob- 
server, pendant  la  durée  du  mouvement,  les  espaces  parcourus  et  les 
temps  correspondants , et  de  compter  leurs  nombres  respectifs  d'unités. 
On  rend  ainsi  sensibles  et  mesurables  des  phénomènes  dont  on  conclut 
les  lois  auxquelles  le  mouvement  libre  des  graves  est  soumis,  pri-s  de 
la  surface  de  la  terre  ; je  ferai  voir,  dans  la  suite  du  cours,  comment 
on  peut  faire  entrer  en  considération,  dans  ces  évaluations,  le  poids 
du  fil , la  masse  de  la  poulie  et  la  résistance  de  l’air,  quoique,  d’après  la 
disposition  des  partir-s  de  l’appareil  et  la'lenteur  des  mouvements , ces 
causes  d’anomalie  aient  peu  d’influence  sur  les  résultats  ; il  est  certain 
que,  même  sans  y avoir  égard,  on  a,  sur  le  mouvement  des  graves, 
des  déterminations  d’une  exactitude  bien  supr-rieure  à celles  qu’on  a 
voulu  obtenir  dans  les  premiers  temps  où  ces  sortes  de  recberdies  ont 
occupé  les  savants,  soit  en  faisant  tomber  librement  des  corps  dans  l’at- 
mosphère, soit  en  les  faisant  descendre  le  long  de  plans  inclinés,  droits 
ou  contournés  en  volutes  hélicoïdales. 

792.  Soit  ni  la  plus  petite  des  masses  m'  et  m" , et  a l’excès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite  ; les  formules  de  l’article  précédent  deviendront 

« « ^ I / c . a 

y 2/rr  -(-  CO 


•SJ  e = 


-gl: 


x=igl^ 


2m  + CO 


2m + ro  ° ' 2/«  + « ' 

et  donneront  bientôt  lieu , sous  cette  forme,  à des  reman]ues  importan- 
tes. L’objet  spécial  de  la  m.tchine  d’Atwood  est  de  vérifier  l’équation 


2m  + a 

entière  du  mouvement  se  trouve  établie. 


, et  lorsque  cette  équation  est  vérifiée  la  théorie 


HécapilulatioD  des  principes  généraux  de  la  Dynamique. 

793.  La  Dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  apprend  /i 
résoudre  les  questions  relatives  aux  systèmes  de  corps,  en  considérant 
le  mouvement  particulier  de  chaque  corjK  de  ces  systèmes  comme 
produit  tant  par  les  actions  que  les  autres  corps  exercent  sur  lui , que  par 
les  actions  des  ]>uissances  quelconques  auxquelles  il  est  soumis  (art.  666), 

794.  Le  temps,  considéré  comme  quantité  mathématique,  entre 
essentiellement  dans  tous  les  calculs  de  la  Dyrvamiquc;  le  mouvement 
fournit  le  moyen  de  le  mesurer.  L’unité  de  temps  communément  adop- 
tée, avant  l’établissement  du  nouveau  système  métrique  français,  était 
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lii  86400*.  partie  du  jour  moyen  , mais  l’unité  la  plus  convenable  k ce 
système  serait  la  100000*.  partie  du  jour  moyen;  ci^s  unités  sont,  res- 
pectivement , désignées  par-  les  noms  de  seconde  sexagésimale  et 
seconde  décimale  (art.  671  et  suivants). 

795.  On  employé  continuellement  en  Dynamique  les  expressions 
temps  multiplié  par  un  espace  , temps  divisé  par  un  espace , ou 
espace  divisé  par  un  temps  j il  faut  d’abord  avoir  une  notion  précise 
du  sens  a attribuer  k ces  expressions,  qui  n’indiquent,  ri-cllement , que 
des  ojx-rations  faites  sur  des  nombres  abstraits  (voyez  l’art.  678). 

796.  Un  jioint  matériel,  qui  décrit  une  certaine  ligne  en  se  mouvant, 
parcourt,  sur  cette  ligne,  des  espaces  (|ui  ont  certaines  relations  avec 
les  temps  employés  k les  parcourir,  le  mot  relation  étant  pris  dans  l’ac- 
ception indiquée  k l'art,  précé-dent.  Supposant  <jue  la  ligne  décrite  soit 
droite,  prenant  sur  cette  ligne  un  point  fixe  pour  origine  de  la  lon- 
gueur variable  x , qui  détermine  la  |>osition  du  point  mobile,  et  dé- 
signant par  / le  temps  au  bout  duquel  ce  mobile  se  trouve  k l’exln'-- 
mité  de  cette  longueur  on  a généralement  x =_/'(/),  y' étant  le 
signe  de  fonction.  La  relation  x—f(t)  peut  être  considérée,  ou 
comme  une  donnée  par  le  fait,  ou  comme  une  hypothèse,  abstraction 
faite  des  forces  auxquelles  le  mouvement  est  dû.  Il  est  utile  et  même  in- 
dispensable, avant  de  passer  k la  considération  des  causes  motrices,  de 
s’occu]>er  d’abord , sous  le  point  de  vue  que  je  viens  d’indiquer,  du  sym- 
bole général  d’équation  x=y'(/),de  classer  les  divers  mouvements  qui  en 
sont  des  cas  particuliers,  et  d’avoir  les  expressions  de  quelques  quantités 
caractéristiques  relatives  aux  phénomènes  de  ces  mouvements.  Sans  cet 
examen  et  ce  classement  préalable  des  phénomènes  dûs  aux  causes  motri- 
ces , les  raisonnements  sur  ces  causes  seraient  nécessairement  vagues  et 
obscurs,  puisqu’on  ne  peut  les  connaître,  les  comparer  cntr’elles,  les 
mesurer  que  par  leurs  effets  (art.  677). 

797.  Les  quantités  caractéristiques  dont  je  viens  de  [Kirlér , qui 

tiennent  aux  propriétés  générales  d’un  mouvement  quelconque , se  dé- 
duisent des  propriétés  particulières  k deux  mouvements  qu’on  peut  ap- 
peler élémentaires  y dont  on  doit  d'abord  donner  l’anal  vse  complète. 
Le  premier  de  ces  mouvements  élémentaires  se  rapporte  au  cas  le 
plus  simple  de  l’équation  x=f{t)y  celui  qui  doit,  à tous  égards, 
être  considéré  le  premier,  et  qui  donne  la  relation  x = (article 
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680).  Ixs  espaces  parcourus  x — E sont  proportionnels  ans  temps  em- 
ployés à k*s  parcourir.  Le  mouvement , dont  cette  équation  exprime 
la  loi  , s’appelle  mouvement  unijorme , et  tout  mouvement  qui  n’est 
pas  uniforme  s’appelle  mouvement  varié. 

la?  coéfRcient  V du  temps  / est  la  valeur  de  l’espace  parcouru  pendant 
cliaque  unité  de  temps  en  vertu  du  mouvement  uniforme  ; c’est  une 
quantité  earactériitic/nc  qui  distingue  un  mouvement  uniforme  de 
toute  autre  mouvement  du  même  genre;  on  la  nomme  vitesse-,  elle  se 
déduit  de  la  connaissance  d’un  espace  Xj  parcouru  pendant  un  temps  T, 

X 

au  moyen  de  l’équation  r '1'^''  donne,  en  général,  l’une  des 


trois  quantités  V,  X et  T par  les  deux  autres  (art.  687  et  688). 

098.  Lorsqu’on  a donné  la  notion  de  la  vitesse  dans  le  mouvement 
uniforme  , une  détermination  importante  et  fondamentale  est  celle 
d’une  quantité  à laquelle  cette  notion  puisse  convenir  et  qui  appartienne 
à un  mou  vement  varié  quelconque.  On  s’assure  de  l’existence  de  cette 
quantité  pn  considérant  que  dans  foute  loi  possible  qui  lie  les  espaces 
parcourus  aux  tenqw,  le  rapport  d’iin  espace  e au  temps  r employé  à 
parcourir  cet  espace  approche  d’autant  plus  d’être  exprimé  paf  une 
équation  de  la  forme  « e A r = o,  («  et  A étant  des  constantes  par 
rapport  à f et  r)  que  e et  r sont  des  qu.antités  plus  petites.  Cette  pro- 
position peut  se  déduire  d’un  théorème , bien  connu  des  analystes,  qui , 
lorsque  e et  T ont  leurs  origines  rt'sjxîClives,  l’un  à l'extré-mité  de  x et 
l'aiilre  au  bout  du  temjts  t,  x et  tétant  lié-s  par  l’équation  x=-f{t). 


donne  la  valeur  générale =jf' (r) -b  t ry”  (/  + ^.  r)  dans  laquelle 

les  quantités  sous  les  signes  f et  f"  sont,  à l’égard  de  e et  r,  des 
constantes  qui  se  rapportent  à l’origine  de  ces  variables,  et  A une  quan- 
tité déterminée,  positive  et  plus  petite  que  l'unité. 

On  Conclut  de  ces  considérations  qu’à  un  instant  quelconque  le 
mobile  dont  le  mouvement  est  assujetti  à une  loi  exprimée  |>ar  l’équation 

X — f (/),  a une  vitesse  e = f (r)  = ~Jf~  y valeur,  détermi- 

jiée  pour  cet  instant,  est  variable  d’un  instant  à l’autre  (art.  691  et 
suivants). 


799. 


C’est  avec  cette  vitesse 


dæ 

~dt 


00  f (t)  que  le  mobile  continue- 


Digitized  by  Google 


s F.  C T 1 O N P R E M I è R E.  9Ô 

rait  h se  mouvoir  si  , tout -à -coup,  les  causes  qui  font  varier  son 
mouvement  cejssoient  d’agir;  et  on  rapportera  celte  proposition  à des 
termes  précis  en  disant  qu’un  mouvement  exprimé  par  l’équation 
a-== y'(/)  deviendra  uniforme  à l’instant  qui  termine  le  temps  t , avec 


si  à cet  intant  les  causes  motrices  subissent  des  cliaii 


gements  tels  que  dans  l’équation  e = ry*(/)-f  ï'rsy’"  (/-p^.r),  déduite  de 
la  précédente,  le  tcrmey"(/-f/.r)se  rt’duisc  à zéro,  ce  qui  peut  avoir 
lieu  soit  |)ar  la  suppression  des  forces  soit  par  leur  équilibre  (art.ôi^q). 

800.  Un  mouvement  varié  est  dit  accclcrc  ou  retardé  suivant  que 


dx 

~dï 


augmente  ou  diminue  dans  les  instants  successifs  de  sa  durée;  il 


peut  se  faire  que  ce  mouvement,  sans  cesser  d’étre  exprimé  par  une 
même  équation,  soit  alternativement  accéléré  et  retardé  ou  récipro- 
quement (art.  682). 

80 1 . L’expression  générale  de  la  vitesse  fournit  le  moyen  d’appliquer 
l’analyse  au  second  des  mouvements  élémentaires  dont  il  a été  question 
au  commencement  de  l’art.  797.  Ce  mouvement  est  celui,  dans  lequel 
la  relation  de  la  vitesse  au  temps  est  la  même  que  celle  de  l'espace 
parcouru  au  temps  dans  le  premier  mouvement  élémentaire , celui 
qui  a le  nom  de  mouvemement  uniforme  } on  a donc,  dans  ce  cas, 
e=  t/  + gt  d’où  on  déduit  x=  A'-(-  Ut  + ^gl^-  Ce  mouvement  s’ap- 
pelle mouvement  uniformément  varié  et  le  signe  supérieur  ou  infé- 
rieur du  terme  multiplié  par  g s’applique  respectivement  au  cas  où 
ce  mouvement  est  accéléré  et  à celui  où  il  est  retartlé  (art. 696  et  697). 

802.  La  quantité  est  ici  une  quantité  caractéristique  correspondante 
à ^caractéristique  V du  mouvement  uniforme  ; c’est  la  vitesse  acquise 
ou  perdue  par  le  mobile  pendant  chaque  unité  de  temjK  ; elle  distingue 
un  riiouvement  uniformément  varié  de  tout  autre  mouvement  de  même 


espère;  on  lui  a donné  le  nom  de  force  accélératrice , et,  cependant, 
çelle  dénomination  est,  tout-à-fait,  indépendante  de  la  considération 
de  la  force  motrice  et  ne  porte  que  sur  la  considération  immédiate  des 
effets  ou  phénomènes  dûs  à cette  cause  (art.  698  et  705). 

8o3.  L’analyse  des  propriétés  du  mouvement  uniformément  varié  est 
doublement  importante  et  par  les  conséquences  qu'on  en  tire  pour  la 
théorie  générale,  et  par  l’exemple  remarquable  que  la  nature  nous  olTrc 
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de  ce  mouvement , dans  les  phénomènes  de  la  chute  des  graves  , phé- 
nomènes qui  fournissent  des  quantités  absolues  très -.utiles  jJOur  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces.  L’expression  de  la  vitesse  due 
à une  hauteur,  et  sa  réciproque,  qu'on  en  déduit,  s’employent  fréquem- 
ment dans  l’analyse  des  problèmes  de  mécanique  (art.  707  et  suivants). 

804.  La  même  marche  de  raisonnement  suivie,  art.  692  et  798,  pour 
arriver  de  la  notion  de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  uniforme,  à 
celle  de  la  vitesse  dans  un  mouvement  quelconque , peut  s’employer 
jyiur  passer  de  la  notion  de  la  force  accélératrice  dans  le  tnouvemenj 
uniformérrrent  varié , k celle  d’une  quantité  analogue  dans  le  mouve- 
ment varié  suivant  une  loi  quelconque.  On  remarquera  que,  dans  le 
symbole  général  d'équation  v—f{t)  entre  la  vitesse  et  le  temps,  si 
on  désigne  par  ^ e la  quantité  dont  v varie , pendant  un  temps  r qui 
a pour  origine  la  fin  du  temps  t , l’équation  entre  ^ v et  r approchera 
d’autant  plus  d'être  de  la  forme = (la  quantité  y étant  une  constan- 

te par  ra|)port  à sife  et  r)  que  rsera  plus  petit  ; or  cette  forme  est  celle 
de  l'équation  v=.  f;t  entre  la  vitesse  et  le  temps  dans  le  mouvement  uni- 
formément varié  , lorsque  , comme  dans  le  cas  actuel , la  vitesse  ini- 
tiale est  nulle  (observez  que  e\  r commencent  énsemble)  ; donc , 

k la  limite,  y représente  la  force  accélératrice  ^ et  on  a,  à 

l'instant  qui  termine  le  temps  t , y ■=.  ■ , la  quantité  y,  qui  ale 

nom  générique  de  force  accélératrice , étant  déterminée  pour  un  ins- 
tant donné,  et  variable  d’un  instant  à l’autre  (art.  712). 

80.5.  La  valeur  du  rapport  limite  entre  et  r devient  manifeste 
lorsque,  de  l’équation  v-=f  (t) , on  déduit 

^=/"  (0  + 7r/'"(/-f;/r). 

Cette  dernière  équation  fait  voir,  en  même  temps,  h quoi  tient  la 
difiTérence  entre  un  mouvement  varié  d’une  manière  quelconque  et  un 
mouvement  uniformément  varié.  Si  par  un  ch.ingement,  survenu  dans 
le  premier,  le  termey"'  (t  + À'r)  devient  nul,  ce  mouvement  deviendra 
uniformément  varié,  k compter  de  l'instant  du  changement  , ave  une 

force  accélératrice  constante  dont  la  valeur  sera  celle  de  -t:-  qui  a 


eu  lieu  au  même  instant. 


dt 


Rapprochant 
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Rapprochant  ce  rcsultut  de  celui  (|ui  a été  consigné  k l'art.  799  et 
désignant  par  -Jx  et  les  variations  de  l’espace  parJouru  et  de  la 
vitesse  qui  ont  lieu  pendant  le  temps  r_,  {^^Jx  et  r ont  leurs  origines 
resjH'ctivês  à l’e*trémité  de  a:  et  à la  fin  de  /)  on  a les  deux  équations 
^x  = tf  (/)+  i r-/"(/  + /,r),  et  (/)  + f r-/"' (/ + /' r)  . 

qui  font  voir,  d’une  part,  qu’un  mouvement  varié  en  général  coincidera 
avec  le  mouvement  uniforme  ou  avec  le  mouvement  uniformément  varié, 
s'il  éprouve  des  changements  tels  que  les  termes  respectifs  y”  (r  + /r)  ou 
f"\l  + /r)  deviennent  nulsj  et  d’une  autre  part  que,  sans  les  changement.s 
dont  je  viens  de  |>arler,la  seule  diminution  de  r rapproche  le  mouvement 
varié  suivant  une  loi  quelconque  de  l’iin  et  l’autre  des  deux  mouvements 
élcmentaircs , en  observant  qu’en  général,  pour  une  petite  valeur  dé- 
terminée de  r,  le  mouvement  uniformément  varié  doit  mieux  repré.senter 
les  phénomènes  que  le  mouvement  uniforme,  ce  qui  est  évident  par 
la  v'aleur  générale  = iy'(/) -P  (r)  +7V^y^'”(/)  + etc.  (art.  71 3). 

806.  Tous  ces  principes  sur  les  mouvements  éléincni/iires  et  surles  pro- 
priétés générales  conclues  de  leurs  rapjirochcments  avec  les  .mouvements 
varié-s  suivant  une  loi  quelconque,  étant  posés,  on  passe  à la  considération 
des  forces  dont  on  n’aurait  pu  raisonner  que  d’une  manière  vague  sans 
l’analyse  et  le  classement  préliminaire  de  leurs  principaux  cjji-ts.  11  y 
a,  d’abord,  un  classement  à faire  des  forces  relat^ement  à leurs  divers 
modes  d’action  ; on  peut  concevoir  des  forces  qui , dès  le  premier  instant 
de  leurs  actions,  impriment  des  vitesses  linie.s  à des  masses  finies  et  dont 
il  est  necessaire  de  s’occuper  même  dans  rhypothèsc.de  la  non-existence 
de  pareilles  forces,  à actions  discontinues , dans  la  nature.  Viennent  en- 
suite les  forces  de  la  nature,  dont  l'action  est  soumise  à la  loi  de  conti- 
nuité, et  qui  ne  changent  la  vitesse  d’un  mobile  en  une  autre,  qu'aprè» 
l'avoir  fait  passer  par  toutes  les  vftesses  intermédiaires.  La  durée  du  chan- 
gement, pour  une  variation  donnée,  peut  être  plus  ou  moins  considérable 
et  si  011  la  Conçoit , par  la  pensée,  infiniment  petite  on  a le  cas  limite 
des  forces  à actions  discontinues  dont  je  viens  de  parler,  et  dont  quel- 
ques phénomènes  de  communication  de  mouvement  semblent  nous  offrir 
des  exemples,  quoique  la  discontinuité  ne  soit  qu’apparente,  dans  ces 
phénohiènes,  eu  égard  à l’imjrerfection  de  nos  organes. 

Enfin  l’effet  d’une  force  à action  continue,  sur  un  mobile  animé  d’une 
fltesse finie  ci  considéré,  dans  le  sens  du  mouvement- de  ce  mobile, 

• i3 
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peut  î-tre  indêjjendant  ou  dépendant  de  sa  vitesse  (art.  714, 718  et  719). 

807.  Malgré  la  diversité  de  ces  modes  d’actions  des  forces  considérées 
t|uant  à leurs  effets  dynamiques,  leur  comparaison  ou  leur  mçsure,  leur 
composition  et  leur  décomposition,  n’en  sont  pas  moins  soumises  k 
des  lois  communes  (art.  761  et  7Ôa),  les  règles  relatives  aux  différents 
ordres  des  quantités  se  trouvant  d’ailleurs  observées  comme  elles  le  sont 
en  géométrie  et  en  analyse  pures.  Avant  d’assigner  ces  lois,  et  pour  as- 
surer la  rigueur  des  applications  qu’on  aura  à en  faire,  on  reconnaît 
d’abord  qu’un  corps  n’a , en  lui-même , aucune  faculté  de  changer  son 
état  de  repos  ou  de  mouvement,  lequel  état  ne  peut  subir,  par  consé- 
quent , de  modification  qu’en  vertu  d’une  cause  extérieure  au  corps. 
On  déduit  de  ce  principe,  lié  à ce  qu’on  a appelé  force  d'inenif  des 
corps,  la  conséquence  suivante  : « Si  un  ]>oiht  matériel  est  animé  d’une 
« vitesse  finie,  dans  une  certaine  direction  , vitesse  qui  peut  avoir  été 
« engendrée,  ou  par  une  action  instantanée , ou  par  une  action  con- 
•<  lin  née , et  qu’k  l’instant  où  cette  vitesse  et  cette  direction  ont  lieu, 
« la  cause  motrice  cesse  d’agir  sur  le  mobile  ; ce  mobile , ainsi  aban- 
« donné  à lui-même,  continuera  à so  mouvoir  d’un  mouvement  rec- 
« tiligne  et  uniforme,  en  conservant  sa  vitesse  et  sa  direction  finales 
« (art.  715,  716  et  717).  » 

808.  La  comparai^n  et  la  mesure  des  forces  sont  les  applications 
d’un  principe  général  fondé  sur  les  deux  propositions  suivantes  : « i®.l’lu- 
« sieurs  forces  capables  d’imprimer,  instantanément , différentes  vitesses 
« finies  ou  infiniment  petites  à une  même  masse,  sont  entr’elles  dans  les 
« rapports  de  ces  vitesses  : 2“.  Plusieurs  forces  capables  d’imprimer  ins- 
« tantanémeni  la  même  vitesse  à diflércntes  masses,’ sont  entr’elles  dans 
« les  rapports  de  ces  masses.» 

L’énoncé  du  principe  général  de  leur  comparaison  se  réduit  donc  à 
dire  « qu’elles  sont  enir’elles  dans  les  raisons  composées  des  masses 
« sur  lesquelles  HIes  agissent , et  des  vitesses  qu’elles  impriment  à ces 
« masses.  » Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  dont  cette  masse  jouit 
s’appelle  quantité  de  mouvement. 

Faisant  une  application  spéciale  de  ce  principe  aux  forces  dont  l’ac- 
tion est  soumise  h la  /oi  de  continuité , on  observe  d’abord  que  plu- 
sieurs forces  de  ce  genre  qui  impriment  , à différents  mobiles,  des 
mouvements  iiinformément  varié's  sont  entr’elles  comme  les  produits  des 
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maESPS  par  les  vitesses  respectives  qu'elles  peuvent  engendrer  dans  runité 

, . .J-  , • - dv'  „ d'-'' 

de  temps,  c cst-a-dire  comme  les  expressions  m -jp-  s -pp  - 

que  comportent  ces  divers  mouvements  , les  éléments  de  temps  dt' , 
dl" , etc.  pouvant  être  ou  ne  pas  être  égaux  enlr’cux.  Considérant  en- 
suite qu’à  chaque  instant  de  la  durée  d'un  mouvement  varié  suivant 
une  loi  quelconque,  l’é-quation  qui  exprime  cette  loi,  fournit  une  ex- 

dv  . . . . , , 

pression  qui  peut  toujoui's  être  censce  appartenir  a un  certain 


mouvement  uniformément  varié,  dont  elle  est  la  caraclérisilfiiie , on 

conclut , de  ce  rapprochement , que  le  produit  m _,  auquel  on 

a donné  le  nom  de  force  motrice , représente  l^intensité  variable  de  la 
force  aux  dilTérents  instants  du  mouvement  du  mobile;  d’où  il  suit  évi- 
demment qu’en  général  les  forces  à actions  continues  sont  entr’elles, 

à des  instants  déterminés  de  ces  actions,  comme  les  produits  m 


ou  comme  les  forces  motrices  dont  jouissent  les  mobiles  qu’elles 
animent  (art.  720,  721 , 722,  728  et  748). 

809.  La  théorie  des  mouvements,  ré'sultant  des  actions  réciproques 
des  corps  les  uns  sur  les  autres , se  déduit  aisément  des  principes  sur 
la  comparaison  et  la  Mesure  des  forces  , lorsqu’on  a établi  , entre  ces 
corps,  des  distinctions  relatives  aux  propriétés  qu’on  appelle  dureté , 
mollesse f élasticité , (celte  dernière  propriété  pouvant  exister  à des 
'degrés  diil'érents  entre  lesquels  il  faut  avoir  un  mode  de  comparaison) 
(art.  746  et  747)  et  lorsqu’on  a fait  remarquer  que  l’effet,  contre  un 
obstacle,  d’un  corps,  jouissant,  en  vertu  de  l’action  instantanée  d’une 
puissance  , d’une  quantité  de  mouvement  finie  ou  infiniment  petite,  est 
identique  avec  celui  qu’aurait  produit  l’action  immédiate  de  la  puissance, 
si,  au  lieu  d’être  exercée  sur  le  corps,  elle  l’eût  été  sur  l’obstacle(art.755). 

Ces  préliminaires  posés , on  démontre  le  théorème  fondamental  de 
l’équilibre  de  deux' corps  parfaitement  durs,  qui  se  meuvent  en  sens 
directement  opposés  avec  des  quantités  de  mouvement  égales,  et  cette 
démonstration  se  réduit  à observer  que  le  cas  dont  il  s’agit , est  celui 
de  deux  forces  opposées  qui , d’après  le  principe  général  sur  la  compa- 
raison des  forces,  doivent  être  égales  entr’ellrs. (art.  7S<j). 
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8io.  On  arrive  cnsuilc  , avec  la  plus  grande  facilité,  aux  lois  de  la 
communication  du  mouvement  entre  des  points  matériels  qui  sc  meuvent 
sur  une  même  ligne  droite,  et  pour  donner  aux  formules,  qui  expriment 
ces  lois,  toute  la  généralité  désirable  , il  est  convenable  de  les  adapter 
au  cas  où  les  cor]»  jouissent  d'un  degré  d’élasticité  indéterminé  (art. 
y58  et  suivants).  . . 

8i  I.  I.es  actions  exercées  par  des  forces  â' ordres  différents,  ne  pou- 
vant être  comparées  entr'elles,  il  a été  nécessaire  de  les  distinguer  par 
des  noms  différents.  Si  une  masse  pesante  m tombe  d'une  hauteur 
A,  à laquelle  est  due  une  vitesse  v,  sur  un  plan  horizontal,  elle  exer- 
cera sur  ce  plan  une  action  mesurée  par  le  produit  mt'  ou  m\/”2gh 
qu’on  appelle  une  percussion  j et  si  cette  masse  m Cst  simplement 
posée  sur  le  plan  liorizontaj , sans  vitesse  initiale,  l’eflf'ort  qu’elle  lui 
fera  éprouver  sera  repré-sen!é  par  mde  ou  wgdt , et  prendra  1^  nom 
de  pression  (art.  748  et  749).  Ce  sont  k ces  pressions j ou  forces  de 
l’ordre  mdi'  ou  rrigd/j  que  se  rapportent  les  théories  d’équilibre  données 
dans  la  première  partie  du  cours,  ün  voit  ici  les  éléments  qui  les  com- 
posent , et  leurs  relations  avec  les  quantités  que  la  Dynamique  em  - 
ploie  ; CCS  connaissances  ne  pouvaient  être  données  que  par  la  consi- 
dération du  mouvement  , et , cejK'ndant , j’ai  fait  voir  que  la  rigueur 
des  démonstrations  de  la  Statique  ét.-it  indépendante  de  cette  considé- 
ration (art.  j5o').  Il  restait  à compléter  la  théorie  de  l’équilibre,  eu 
la  rendant  applicable  aux  tfuan/ife's  de  mouvement  finies  ; ce  corn  - 
plément  de  théorie,  qui  était  une  conséquence  facile  ft  déduire  des  prin- 
cipes sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  a,  en  même  temps,* 
mis  dans  tout  son  jour  la  liaison  et  l’identité  de  principes  des  diverses 
parties  de  la  Mécanique. 

Conformité  de»  principe»  génér.iux  de  la  Dynamique  aux  phénomène»  observé». 

8ia.  Les  lois  du  mouvement  exposées,  dans  les  chapitres  précédents, 
sont  vérifiées  par  les  grands  phénomènes  de  la  nature  tels  que  ceux  qui 
dépendent  du  mouvement  de  la  terre  tant  autour  de  son  axe  qu’autnur 
du  centre  du  soleil,  et  ceux  des  autres  corps  célestes  composant  lesv.s- 
téme  du  monde,  c’est -fi -dire  que  ces  lois  étant  données  les  phénomènes 
s’en  déduisent  et  réciproquement.  Cette  vérification  a même  l’avantage 
d’être  exempte  des  causes  d’anomalies  qui  nttisent  plus  ou  moins  à la 
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rigueur  des  rêsuliats  déduits  d'observations  faites ii  la  surface  de  la  terre , 
mais  elle  exige  quelijucs  connaissances  préalables  d' yisironomit  phyii- 
que  (|ui  trouveront  leur  place  dans  la  suite  du  cours.  Parmi  les  appareils 
d'expérience  dont  on  peut  se  servir  j>our  supplt>er  aux  preuves  astrono- 
niiqués,  il  faut  particuliérement  distinguer  la  machine  d’Atwood  et  le 
pendule  composé  j ce  dernier  instrument , envisagé  sou.s  un  point  de 
vue  général,  offre  un  système  de  points  matériels  pesants  oscillant  au- 
tour d’un  axe  horizontal,  et  comme  la  théorie  du  mouvement  d'un  pa- 
reil système  ne  sera  donnée  que  dans  la  3'.  section  de  celte  seconde  par- 
tie du  cours,  je  me  bornerai  en  ce  moment  à exposer  le.s  moyens  que 
fournit  la  machine  d’Atwood  pour  constater  la  conformité  des  principes 
généraux  de  la  Dynamique  aux  phénomènes  observés. 

8i3.  J'appliquerai  à l’objet  que  j’ai  en  vue  les  formules  de  l’article 
792  et  je  commencerai  par  observer  que  la  masse  m suspendue  à 
une  des  extrémités  du  fil  et  la  jiartie  m de  la  masse  m + a suspendue 
à l’autre  extrémité  du  même  fil,  se  faisant  continuellement  équilibre, 
sont  dans  le  même  état  ^ue  si  elles  étaient  dé|)ourvues  de  pesanteur; 
ainsi  le  système  des  masses  m et  in  + a peut  être  considéré  comme 
com|x>sé  d’une  ma.ssc  sans  pesanteur,  ou  purement  inerlc,  %m,  et  d’une 
masse  jresante  ro  qui  représente  la  puissance  & laquelle  le  système 
a/n  -f  fj  doit  son  mouvement.  La  réalité  de  cet  état  des  choses  ne  pou- 
vant être  contestée,  on  s’*issure,  d’abord,  que  le  mouvement  commun 
des  masses  m et  »/j  -f  cj  est  soumis  à la  loi  de  eontinuité  et  unij'or- 

1,.  • , , • 

mernent  varie  par  I équation  x = — ^ ^ en  observant  plusieurs 
couples  de  valeurs  simultanées  de  x et- 1 et  calculant , pour  chaque 

X ■ 

couple,  le  terme  qui  doit  être  une  quantité  constante  tant  que 


/n  et  <u  conservent  ou  les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rapport 
entr’elles  (la  vitesse  initiale  est  toujours  supposée  nulle);  ce  résultat 
étant  obtenu  par'Je fait , on  en  conclut  que  l’équation  qui  donne  la 
relation  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps  est  vraiment  de  la 
forme  x=  Cp,  fêtant  une  constante,  que,  parconséquent , la  vitesse 
dx 

est  proportionnelle  au  temps  et  que  la  variation  instantanée  de 
cette  vitesse  t-st  proportionnelle  à l’élément  du  teni|>s,  ou  constante 
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loixjue^//  est  constant.  Il  est  essentiel  d’observer  que  toutes  ces  conclu- 
sions sont  indépendentes  de  la  considération  de  la  force  motrice,  leur 
vérité  dépendant  uniquement  de  la  réalité  des  faits  observés,  dont 
l'équation  Cl^  exprime  la  loi  déduite  de  l’expérience  j voila  un 
des  avantages  de  la  méthode  que  j'ai  suivie  au  commencement  de  cette 
section,  en  traitant,  d’abord,  des  phénomènes  du  mouvement  envisagés 
comme  données  de  fait,  et  faisant  voir  comment  les  équations  géné- 
rales, qui  repré-sentent  ces  phénomènes,  peuvent,  abstraction  faite  de  la 
considération  des  causes  motrices,  se  déduire  les  unes  des  autres. 

Lorsqu’on  a reconnu  que  le  mouvement  e%iconlinn  et  uniformément 
■varié,  la  vérification  importante,  qui,  rigoureusement,  peut  di.spcnser 
d’en  faire  d’autres,  est  celle  des  deux  propositions  fondamentales  de 
l’art.  7*0  où  il  a été  dit  i°.  que  plusieurs  forces  sont  entr’elles  comme  les 
vitesses  finies  ou  élémentaires  qu’elles  impriment  à une  même  masse. 
*”.  Que  les  rapports  entre  ces  forces  sont  aussi  ceux  des  masses  auxquel- 
les elfes  impriment  la  même  vitesse  finie  ou  élémentaire.  Pour  prouver 

la  première  proposition  on  détermine  d’abord  —p~  pour  une  certaine 

valeur  de  la  masse  totale  s.m-\-a  que  je  suppose  égale  à M,  ce  qui  donne 

la  quaiitilé  = ~2m^ër  convenable  à une 

intensité  dé'terminée  de  la  force  motrice  ro  j on  substitue,  ensuite,  aux 
masses  partielles  m et  a,  d’autres  masses  m'  et  cJ  toiles  que,  la  masse  ■ 
totale  M demeurant  la  même,  on  ait  le  rapport,  entre  la  nouvelle  force 
motrice  <a'  et  l’ancienne  ta , égal  à un  nombre  quelconque  n , entier  ou 
fractionnaire,  et  cette  hypothèse  donne  les  valeurs 

cJ  = na>  } m'  = 7 (J/  — ncd). 


Dans  cet  état  de  choses,  la  proposition  qu’on  se  propose  de  prouver, 
sera  vraie  , si , en  désignant  par  dd  et  dv , respectivement , les  élér 
ments  de  vitesse  correspondants  aux  forces  motrices  a'  et  ro , |)our  une 

même  valeur  de  dt , on  a et  on  vérifie  cette  dernière  équa- 

dv 


■ , qu’on  peut  désigner 


üon  en  s’assurant  que  la  quantité  constante 
par  G' , obtenue  dans  le  second  cas  {x'  étant  l’espace  parccTuni  par  le  sys- 
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lême  i'm'  + pendant  le  tenijis  l)  et  la  quantité  constante  — - - = G 
•obtenue  dans  le  premier  cas  (pour  une  meme  valeur  de  /),  donnent 

Qf 

l’équation  = n , ce  qui  revient  à dire  que,  pour  une  même  valeur 


de  t,  on  a = n.  , 

X 

Pour  vériller  la  a‘.  proposition , il  faut  faire  varier  la  masse  totale  M , 
•de  manière  que  lorsque  cette  masse  devient  M'  — nM , la  nouvelle 
masse  additionnelle,  ou  force  motrice  a! , devienne  nu , ce  qu’on  ob- 
tient en  déterminant  m'  et  a'  par  les  équations 

a' = na  i m'-=\n{^M — o). 

Les  masses  e/  et  m'  étant  ainsi  déterminées , la  seconde  proposition 
sera  évidemment  vérifiée  si  la  nouvelle  quantité  constante  G'  = , 


donnée  par  l’observation,  est  égale  à l’ancienne  G = ou  si,  pour 

une  même  valeur  de  on  a x'  = Xj  puisque  cette  égalité  suppose 

nécessairement  — - — = '4  * 

dv 

814.  Quoique  les  vérifications,  indiquées  dans  l’article  précédent,  ne 
se  rapportent  qu’à  des  observations  faites  sur  un  système  de  corps  animés 
d’un  mouvement  commun  uniformément  varié , les  conclusions  qu’on 
en  tire  ne  doivent  pas  moins  s’étendre  à tous  les  cas  possibles  de  mouve- 
ment, puisqu’on  peut  toujours,  art.  7 ta  et  suivants,  assigner,  à un  instant 
déterminé,  un  mouvement  uniformément  varié  dont  les  .phénomènes 
coincident  avec  ceux  d’un  mouvement  quelconque  qui  aurait  lieu  au 
même  instant.  De  plus  comme  ces  vérifications  ont , pour  objet,  des 
propositions  qui  sont  les  véritables  bases  de  toute  l’application  de  l’ana- 
lyse à la  mécanique,  je  supprime  pour  abréger  cellesqui  seraient  relatives 
à la  transformation  subite  du  mouvement  varié  en  mouvement  uniforme, 
au  changement  de  vitesse  que  subit  le  système  a/w-f/a  lorsque  sa  masse 
est  tout  - à-coup  augmentée  d’une  quantité  finie  etc.  Les  élêves.se  ren- 
dront compte  aisément  des  moyens  d’opérer  ces  vt-rificalions  accessoires. 

815.  Il  est  bon  d’observer  que  les  preuves  exjrérimentales,  fournies 
par  la  machine  d’At\vood,de  la  proposition  qui  rend  la  force  proporti- 
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oiincllc  au  produit  — — , sont  indépendantes  de  la  valeur  absolue 
de  la  force  accélératrice  g due  à la  pesanteur  dans  le  cas  du  mouvement 


libre  et  vertical , et  supposent  seulement  que  l’eYpression  — ^ ^ ^ est 

celle  d'une  quantité  qui  demeure  constante  lorsque  ro  et  m conservent  ou 
les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rSp[jort  entr’elles.  Cette  machine 
pourrait  cependant  servir  à la  détermination  séparée  de  g puisqu’elle 

donne  le  moyen  de  connaître,  par  le  fait , la  quantité  — • —~=g, 

qui  doit  être  invariable  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  des  valeurs 
absolues  ou  relatives  de  , co,  .t  et  t , pourvu  que  ces  valeurs  aient  lieu 
ensemble  ; mais  si  on  veut  parvenir  à cette  détermination  avec  un  degré 
•d’exactitude  qui  assure  la  précision  des  lo”.  de.s  millimètres,  on  peut 
employer  le  pendule  simple  dont  la  théorie  sera  exposée  dans  la  2'. 
sçction  de  cette  a*,  partie  du  cours.  Je  donnerai , dans  la  3'.  section  de 
la  même  partie  , des  moyens  nouveaux  piur  employer  le  pendule 
composé  a la  même  détermination,  et  j’y  ferai  voir,  en  même  tcm|»s, 
comment  cet  instrument  employé  aux  expériences  qui  auraient  pour 
objef  de  vérifier,  par  le  fait,  les  principes  fondamentaux  de  la  Dvna- 
mi(|ue,  offrirait  des  résultats  d’une  précision  supérieure  encore  à ceux 
qu'on  obtient  par  la  machine  d'.'Ntwood.  Avant  de  traiter  ce  sujet,  j’au- 
rai posé  les  bases  de  la  théorie  du  moux'ement  des  corps  célestes  , et 
complété  ainsi  l’ensemble  des  preuves  d’après  lesquelles  on  peut  afTir- 
mer  que  les  principes  généraux  de  la  Dynamique  , déduits  du  raison- 
nement et  attestés  par  tous  les  phénomènes  de  la  nature,  doivent  être 
rangés  parmi  les  vérités  les  plus  incontestables  des  sciences  Physiques 
et  Mathématiques. 


Fin  de  la  frémi  p.re  section. 
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TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

DE  D r N A M I Q U E, 

SECTION  II. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT 

D’UN  POINT  MATÉRIEL, 

EN  AYANT  ÉGARD  AUX  DIVERSES  CONDITIONS 
AUXQUELLES  CE  MOUVEMENT  PEUT  ÊTRE  ASSUJETTI. 


Eijuttions  générale*  du  mourement  libre  d'un  point  matériel  aollicité  par  des 
force*  quelconque*. 

8i6.  J’ai  exposé,  dans  la  première  section  de  cette  seconde  partie  du 
cours  , les  théories  fondamentales  qui  s’appliquent  indistinctement  à 
toutes  les  parties  de  la  Dynamique,  j’y  ai  démontré,  avec  tous  les  dé- 
veloppements nécessaires , les  principes  relatifs  à la  comparaison  et  & 
lu  mesure  des  forces  dans  le  cas  du  mouvement,  et  à leurs  expressions 
analytiques  ; au  moyen  de  ces  notions  préliminaires , je  n’aurai  plus 
besoin  qiie  du  secours  de  l’analyse  et  de  la  géométrie  pures,  pour  éta- 
blir les  autres  théories  de  la  Mécanique  des  corps  solides , dont  il  me 
reste  k entretenir  les  élèves. 

Je  vais  d'abord  traiter , en  le  considérant  sous  le  point  de  vue  le  • 

plus  général , le  mouvement  d’un  point  matériel  sur  lequel  je  n’ai  ré- 
solu jusqu’à  présent  que  des  problèmes  assujettis  à des  conditions  jiar-  s 

ticulières.  Je  commencerai  par  supposer  que  ce  point  se  meut  libre-  \ 

ment,  c’est -k- dire  que  la  courbe  qu’il  décrit  dans  l’espace  résulte 
uniquement  des  actions  des  forces  d’intensités  et  directions  quelconques, 
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iitixquelles  il  rst  soumis,  et  je  passerai  ensuite  aux  ras  du  niouveincnt 

de  ce  p.oint  sur  des  courbes  et  des  surfaces,  soit  données  par  IVtnt  de 

la  question,  soit  déterminées  de  manière  à satisfaire  à des  conditions 

données. 

Sry.  La  position  du  mobile  a é-té , jusqu’à  pressent,  assignée,  à chaque 
instant,  par  sa  distance  à un  point  fixe  de  la  ligne  de  son  mouvement,  et 
c’est  le  parti  le  plus  convenable  à prendre  lorsque»  le  mouvement  est  rec- 
tiligne; mais  lorsque  le  mobile  décrit,  dans  l’espace,  une  courbe  ou 
trajectoire  qui , en  général,  est  censée  être  à double  courbure,  il  est 
beaucoup  plus  commode  de  rapporter  sa  position  instantanée  à trois 
plans  coordonnés , perpendiculaires  eiilr’eux  , dont  les  intersections 
donnent  les  axes  des  x,  desjr  et  des  i ayant  leur  origine  commune 
au  point  conumin  d'intersecticui  des  trois  plans. 

Je  supposerai  ordinairement  que  ces  plans  coordonnés  sont  fixes  dans 
l’espace,  et  cependant,  pour  faciliter  l'analyse  de  quelques  quesfions, 
il  m’arrivera  d’employer  des  jilans  coordonnés  de  positions  variables  et 
dé|)endantcs  du  mouvement  du  mübi{tv,  • 

.Te  substituerai  aussi  , par  fois  , les  coordonné-es  polaires  aux  coor- 
données rectangulaires  , lorsque  des  raisons  de  simplification  de  calcul 
et  de  clarté,  rendront  cette  sulKtitution  utile. 

Ces  préliminaires  posés  , soit  un  point  matériel  sollicité  jiar  des 
forces  quelconques  , et  avant  un  mouvement  actuel  dans  l’eSpace  ; à 
un  instant  quelconque  de  cc  mouvement  on  compte  un  certain  nombre 
d’unités  de  temps  que  je  dé-signe  par  t s k ce  mémo  instant  les  distances 
res|)eclives  du  mobile  aux  plans  fixes^'s,  trj  et  .irysont  .r,  ret  i,ce  c^ui 
Hélermine  sa  jwsition  dans  l’espace , et  je  représente  par  ,t  la  distance 
au  bout  du  temps  /,  mesurée  sur  la  courbe  parrounie  , du  mobile  à 
tin  point  fixe  pris  sur  celte  courlre. 

Cette  notation  sera  indistinctement  applicable  , et  au  motivcment 
libre , et  à celui  qui  ne  l’est  pas. 

8i8.  Voici  maintenant  une  distinction  entre  Ifs  manièiTS  de  faire 
varier  x , y , i et  s qui  mé-rite  beaucoup  d’allenllon  ; c’est  celle 
dont  j’ai  parlé  au  commencement  de  l’article  671.  Pendant  l’instant 
,h  If  mobile  parcourt , sur  la  courbe  qu’il  décrit , un  espace  élémen- 
taire, qui  est  un  incré-menl  de  l’arc  je  dé-signerai  cet  espace  par  _ 
le  signe  ordinaire  ds , et  ses  projectiojts  oriliogonales  stir  les  a.\cs  des 
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*■,1'  et  Z par  J.i: , dy  et  dz.  Les  ilidérenticlles  dx  ^ dy,  dz  et  ds , 
«•  trouvent  ainsi  liées  à la  dift'ércntielle  dt  et  dépendantes  du  niouvc- 
ineiit  du  mobile  ; mais  si , lorsque-ce  mobile  se  trouve  à l’extrémité 
de  l’arc  s,  on  veut,  par  des  considiTations  purement  géométriques  et 
sans  égard  b son  mouvement , comjjarer  la  position  du  point  qu’il  oc» 
cupo  dans  l’es^wce  , avec  celle  d’un  autre  point  pris  à une  distance 
infiniraenC  petite,  suit  sur  la  courbe  dé'crite,  suit  hors  de  cette  courbe^ 
il  est  nécessaire  de  distinguer  les  longueurs  élémentaires,  relatives  à 
cette  circonstance  de  celles  qui  sont  dépendantes  du  mouvement.  En 
conséquence , dans  ce  second  cas , la  distance  du  mobile  au  point  dé 
po.sition  arbitraire , qui  en  est  infiniment  voisin,  sera  désignée  par  di 
et  les  projections  orlbogonales  de  às  sur  les  axes  des  x , j'  et  z , seront 
représentées  , respectivement , par  d.r  , <fy  et  (h.  " 

819.  1^5  premiers  phénomènes  i considérer  dans  le  mouvement  actuel 
et  instantané  du  point  matériel  mobile  se  rapportent  k ceux  du  mou- 
vement uniforme  et  rectiligne  dont  il  a été  question  art. 685  et  suivants. 
Puisque  l’arc  dt  est  parcouru  pendant  l'instant  dt  la  vitesse  Ji  cet  instant 

Sera , art.  691,  égale  à ; et  comme  les  cosinus  des  angles  respectifs 

formés  par  l'arc  élémentaire  ds  et  par  les  axes  des  et  j ont  pour 

d.v  dy  dz  , . 1 . th 

— ■ — J • , les  composantes  de  la  vitesse  prises 


va 


leurs 


ds 


ds 


é/p  tfy  diz 

fiarallèlement  à cliacuti  de  ces  airs  seront,  art,  y.'ia,  ~ • 

je  donnerai  bientôt  des  valeurs  générales  de  ces  diverses  quantiti-s  dans 
lesquelle»  entreront  les  puissances  sollicitjuites.  ^ 

I La  vitesse  , qui  a lieu  à un  instant  déterminé,  deviendrait  cons- 
tante si  les  pui^ances  tiuxqtiellrs  le  mobile  est  soumis  cessaient-d'agir  sur 
lui  à ce  même  instant;  il  se  mouvrait,  alors-,  d’un  mouvement  uniforme 
Suivant  la  direction  de  la  tangente  menée  îi  l’extrémité  de  l’arc  de  courbe 
s,  art.7iS  et  716.  La  ligne  deoitc  ainsi  parcutifue  aurait  i«nir  équation-, 
en  désignant  par  b,  c,  respectivement , les  coordonnées  parallèles  aux 
X ,j  et  î du  point  où  lé  rtiouvcment  a'cé-ssé  d’être  varié, 
r/r==(.r— «!)«/-»( 

, SJ  , .•;.V..une'tluelconqucdccestrbisequa- 
isi—c)dt  = {^x~a)d-A.  , . , J . 

( a — c ) ^ = ( y — Z,  ) J Jonnee  par  les  deux  autres. 


% 


/ 


Y 

P 
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Mais,  par  l’effet  de  la  continuation  de  l’action  des  puissances,  la  vitesse 
l’t  la  direction  du  mouvement  changeront  j)cndant  l’instant  qui  suivra 
celui  auquel  se  rapportent  les  équations  précédentes,. et  il  s’agit  de  dé- 
terminer ces  changements. 

8ao.  Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  qu’aubout  du  temps  / le  point  ma- 
tériel mobile  se  meut,  dans  la  région  des  s positives,  d'un  mouve- 
ment tel  que,  pendant  l’instant  d/,  ses  coordonnées  .r,jr  et  s prennent  des 

. . . dx  dy  di 

accroissements  positifs,  les  angles  qui  ont  pour  cosinus 


étant,  dans  ce  cas,  art.  ao,  chacun  plus  petit  qu’un  angle  droit.  Ce  mobile 
est  sollicité  par  des  forces  P',  P" , etc.  dont  les  actions  soumises  à la  loi 
de  con/inuùéj  se  trouvent,  d’ailleurs,  dans  le  cas  expliqué  à l’art.^iÇ'. 
La  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité  et  les  produils  P'dt,  P"dt,  etc. 
doivent  représenter,  dans  l’analyse,  les  vitesses  élémentaires  que  chacune 
des  forces  pourvoit  lui  donner  en  vertu  de  son  action  instantanée;  les 
angles  respectifs  formés  par  les  directions  de  P' , P" , etc.  et  par  les  axes 
des  X , y et.  i sont  désignés  par  les  lettres  a.,6  ,y  lesquelles  doivent 
porter  les  mêmes  accents  que  les  forces  auxquelles  elles  se  rapportent  ; 
Je  fais  de  plus  pour  abréger 

(i)  . . t^(Pcos.a)  =À'.;  Z{Pcos.6)=r s Z(Pcos.y)  = Zyt 


(l’Oycs  pour  le  signe  S la  note  de  l'art. y J)  X,  V et  Z étant,  comme 
h l’art.  63,  les  sommes  des  composantes  des  forces  sollicitantes,  prises 
parallèlement  aux  x ,y  et  et  je  suppose  encore,  toujours  pour  fixer 
les  idées , que  chacune  de  ces  sommes  est  positive , et  que  la  force  qu’elle 
représente  a,  par  conséquent , une  tendance  à éloigner  le  mobile  du  plan 
coordonné  perpendiculaire  k l’axe  auxqiiel  cette  force  se  rapporte. 

Ainsi  au  bout  du  temps  t , les  phénomènes  du  mouvement  consistent 

en  ce  que  le  mobile,  animé  de  la  vitesse  dans  une  direction  fai- 
sant avec  les  x , y eX  j des  angles  dont  les  cosinus  respectifs  sont 
est  de  plus  sollicité  par  une  force 

dans  une  direction  fornrant,  avec  les  mêmes  axes,  des  angles  dont  les 

X y 

cosinus  respectifs  sont  s ~R~ ^ ~W 


I., 
■ / 
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Cet  état  du  mobile  est  identique  avec  celui  où  il  se  trouverait  si  on 

lui  imprimait  parallèlement  aux  x , et  i les  vitesses  res|>ectives 

dx  dy  di  , , ^ ‘ , 

> ~dt~  '*  soumis  aux  actions  oes 

fi  V 

puissances  X,  Y et  Z}  or  la  force  X tend  ù augmenter  la  vitesse  ■ de 

la  quantité  Xdt  et  en  ayant  égard,  d’une  part  ^ \' indépendance  des 
composantes  rectangulaires  (art.  ôy),  et  de  l'autre  à l’observation  de 
l’art.  719  sur  le  mode  d’action  des  forces  dont  il  s’agit  ici,  on  voit 
• que  cette  force  X doit  avoir  complètement  son  effet , c'est-à-dire,-  que 

A 

l’augmentation  élémentaire,  ri-elle,  de  la  vitesse  doit  être  AV/_, 

ce  qui  donne  rf  = AVr  le  même  raisonnement  s’applique 

dz 

et  aux  forces  i'’’  et  Z et  on  a ainsi  les  trois 


, dy 
aux  vîteses  , 
dt  •’ 


dt 


Y dt  : À 


/ di 

\ ) 

( ^ 

)““i 

ments  de  vitesse  d 


équations  fondamentales 

8ai.  On  peut  arriver  k ces  équations  par  une  autre  marche  de  rai- 
sonnement que  je  vais  expojer  pour  donner  un  premier  exemple  de 
l’application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  aux  questions  de  mou- 
vement, et  du  système  de  notation  explique  à l’art.  818  Les  incré- 

vertu  des  actions  des  puissances  qui  tendent  à imprimer  au  mobile  les 
vitesses  élémentaires  Xdt,  Ydiet  Zdt , si  on  supposaitqu’à  l’instant 
où  ces  puissances  produisent  leur  effet  d’autres  puissances  , qui  leur 
seraient  respectivement  égales  et  dont  chacune  agirait  dans  un  sens 
directement  opposé  au  sens  d’action  de  sa  correspondante , fussent  aussi 
appliquées  au  mobile  , l’effet  des  premières  puissances  serait  évidem- 
ment détruit , ce  qui  revient  à dire  qu’on  aurait  l’équilibre  entre  six 
quantités  de  mouvement  élémentaires  obtenues  en  multipliant  la 

masse  du  mobile  par  chacune  des  vitesses  d 
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, — Xdt , — Vdt J — Zdt.  Or  si  on  conçoit,  dans  l’espace^ 

lin  point  innnimont  voisin  du  point  mobile , ayant  d'ailleurs  une  |X)Sh 
lion  entièrement  arbitraire  , et  qu’on  désigne  par  ds , àr,  ôy , âi  , 
respectivement,  la  distance  entre  les  deux  points  et  les  pnijcctions  dp 
cette  distance  sur  les  directions  de  A’,  F et  Z,  ou  sur  les  axes  des  x, 
y et  if  conformément  à la  notation  expliquée  art.8i8,  on  aura,  d'a- 
près le  principe  des  vitesses  virtuelles,  art.  87  et  465,  en  observant 
que  la  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité  , réquatioii  d’équilibre 

M j ■' (È)  - “I + i -'=1  ■'($,) -“I 

mais,  d’après  la  théorie  sur  laquelle  ce  principe  est  établi,  la  direc- 
tion de  dr  et  sa  valeur  absolue  étant  entièrement  arbitraires,  les  incré- 
ments dv , dy  et  dz  ne  sont  liés  entr’eux  par  aucune  loi , ensorte  que 
l’équation  précédente  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  toutes  rela- 
tions et  de  toutes  valeurs  particulières  de  ces  incréments  ; il  faut  donc 
égaler  à zéro,  séparément , chacun  des  termes  multipliés  purdx,  dy , 
et  dif  ce  qui  donne  les  équations  de  l’article  précédent. 

V.ilcur  gcnéralf  de  la  vîleiie,  déduite  de«  éi|ualioiu  précédenlci.  Obirrvalionit 
sur  la  fonction  qui  donne  cette  valeur. 


■*  8i&.  L’équation  (./)  de  l’art,  précédent,  déduite  du  princi|>e  des  vi- 
tesses virtuelles,  donne  immédiatement  la  vitesse  du  mobile  en  obser- 
vant que,  puisque  d.r,  dy  et  d:  sont  entièrement  arbitraires,  et  pour- 
raient même,  art.  8.5,  être  des  quantités  finies,  celte  équation  (^)  ne 
cessera  pas  d’avoir  lieu  si  on  fuit  dx  = dx,  dy  = r/y  et  dz  = dz  , 
c’est-â-dire  si  on  suppose  que  dx , dy  et  dz  sont  les  projections  ortho- 
gonales, sur  les  axes  des  x,  des  y et  des  i , de  l’espace  ds  parcouru 
par  le  mobile  pendant  l’instant  df , ce  qui  donne  , en  supposant  dt 
constant , 


dx  ddx  + dy  ddy  -|-  dz  ddz 

~dî* 


= AV.r  -P  F dy  -P  7,dz. 


I 


ntégrant , olrservant  que  dx^  -P  dy*  -P  dz*  — ds*  et  qu’en  désignant  la 
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vitesse  au  bout  tlu  temps  l par  v cette  vitesse  a pour  valeur  v = 


</.ï 

~7IT 


on  obtient  l’équation 


(s) t^=C+ 


Xdi-  + l'dj  + Zth) 


C étant  la  constante  arbitraire. 

On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  multipliant  par  ati.r , i.dy  et 
, respectivement,  la  i'.  la  i'.  la  3'.  des  équations  (2)  de  l’art.  820 
fai.sant  la  somme  des  équations  produits  et  intégrant  dans  l'hypollièsC 
de  (h  eifnstanf. 

828.  La  valeur  générale  de  la  vitesse,  donnée  par  l’équation  (2)  de 
l’art icle précédent , comporte  un  cas  très -remarquable  celui  qui  rend  la 
fonction  Xdx  + Y dj  + Zdz  intégrable  par  elle-même  et  indépendam-  , 
ment  de  toute  relation  particulière  entre  les  variables  i , y çK  ;.  Ce 
cas  a toujours  lieu  lorsque  les  puissances  P' , P" , P'" , etc.  ont,  sur 
leurs  lignes  de  directions  respectives,  Act^cenlres  fixes  et  sont  fonctions 
des  distances  variables,  que  je  désigne  par  etc.  du  mobile 

â ces  eertlrcs.  En  effet  soient  li  la  résultante  uniquc.de  toutes  les  forces 
P' , P" , etc.  àr  la  distance  infiniment  petite  du  mobile  à un  point,  pris 
d’aillsurs  arbitrairement  dans  l’espace,  et  dp' , dp" , etc.  les  projections 
ortiiogonales  de  cette  distance  Sur  les  directions  de  P' , P" , etc.  ; puis- 
que H,  résultante  désforces  P' , P" , etc.  pourrait  leur  faire  équilibre  si 
on  lui  donnait  un  sens  d’action  diamétralement  opposé  à celui  qu’elle  a, 
ôn  a,  par  le  princiix;  des  vitesses  virtuelles,' 

Hdr  = Z{Pdp)-, 

mais  les  composantes  -Y,  Y,  Z,  remplacent  exactement,  quant  à l’effet 
produit  sur  le  mobile,  les  forces  décomposées  P',  P" , etc.  donc,  art. 
4.57  et  476',  la  somme  des  moments  de  X,  i'ct  Z est  égale  à la  somme 
des  moments  de  P',  P" , etc.  c’est-h-dire  qu’on  a 

(1)  Kdx  + Ydy  + Zdz=^S  {Pdp)  ; 

équation  dans  laquelle  on  peut,  ainsi  que  je  l’ai  observé  à l’art,  précédent, 
Stibstituer  aux  projections  el.r  , dz , dp' , dp" , etc.  de  ds , les  projec- 

tions dx , dy , dz  f dp' , dp" , etc.  de  l’espace  é'iétnentairc  ds  décrit  par 
le  mobile  pendant  l'instant  dt , ce  qui  donne 

(2)  Xdx  ^ Ydy  Je  Zdz  = Y.  {Pdp) 


\ 


% 


I la 


Dynamique  élémentaire. 
et  si,  comme  je  le  suppose,  P' , P" , etc.  sont  fonctions  de  p' , p" , etc. 
la  quantité  S{P<ip)  ou  PV/>'  + P" dp"  + etc.  sera  intégrable  par  elle- 
méme  et  la  fonction  Xdx  + Y dy  + Zdt  jouira,  par  conséquent,  de  la 
même  propriété. 

824.  La  vitesse  a un  instant  quelconque,  dans  le  cas  dont  je  viens 
de  parler,  est  donnée,  uniquement,  par  la  position  du  mobile  ou  par 
les  coordonnées  du  point  où  il  sc  trouve  à ce  même  instant,  sans  aucun 
égard  à la  forme  de  la  courbe  parcourue  ou  trajectoire  ) voici  les 
expressions  à substituer  à X,  Y et  Z dans  la  valeur  générale  de  cette 
vitesse;  soient  P et  p , respectivement , l’une  quelconque  des  p^ssances 
Pj  P" J etc.  et  celle  des  distances  p' , p" , etc.  dont  P est  supposée 
fonction,  si  on  désigne  par  a , b,c  les  coordonnées  de  l'origine  de  p 
parallèles  aux  x ,y  et  s on  aura, y étant  le  signe  de  fonction. 


(1) = — a)*  + (j'— é)*  + (j— c)» 

(a)  . . — o)*  + {y — éi)»4-(j — c)*(  • 

Les  sommes  des  composantes  des  forces  respectivement  parallèles 

X — a Y — ^ ^ 

aux  X,  Y et  Z seront,  en  observant  que  , . 

. F . ^ 

sont  les  cosinus  des  angles  respectifs  formés  par  la  direction  de  P et 
jxir  les  a.ves  des  x,  et  . 


«)*+Cr— 

t[(x  — c)x]T|  / 

[(.r— + — é)»4-(j— c)*]i  j 

|[(.r  — — (;— c)»p) 

[(.r  + + e)*Ji 

La  constante  C sc  détermine  par  une  valeur  donnée  U àe  v correspon- 
dante à une  position  conpue  du  mobile  ; représentant  par  a,,b,  et  c,,  les 
coordonnées  parallèles  aux  x , y et  z qui  fixent  cette  position  , par 
l'iy  ,y,z)  la  valeur  indéterminée  de  VtntéfpaXc J" {Xd.v  + Ydy  + Zdz) 
et  par  F(ti,,  b,,  cj)  la  valeur  déterminée  de  cette  intégrale  lorsqu’on  y 
substitue  a,  k X,  b,  k y et  c,  à on  a 

(4) 


z = i;  j(s-c)- 


.f 


f 
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(4)  • • : 

. . C — — 

c')j  ‘ . 

d’où 

• • 

• 

■ 

• 

(5) 

. . F*=  f»— 2F(æ',A', 

,c')-f2F(.r,j-,a). 

825. 

Observant 

que  l’équation  ( i ) de 

l’article  précédent 

donne 

f 

\ X- 

a ( dp  \ y — h 

Y ^P  \ *— 

C 

V dx 

)-  A' 

'V'b  )~  P ' 

’ J ' P 

ayant  ('•garci  à l’^uation  (2)  du  môme  article  on  verra  que  les  équations 
(3)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


faisant  la  somme  de  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  i".  par  d.r, 
la  2'.  par  f/jr,  la  3'.  par  dzj  les  coôflicients  de  chacune  des  quantités 
représentées  par  le  symbole  général  dans  le  2*.  .membre  de  l’é- 

quation somme , seéont  les  dilTérenlielIes  complètes  des  distances  cor- 
respondantes, représentées  par  //_,  et  on  aura 

Xdt  -f  Ydj  Y 7.di  = X\dp f{p)\ 

ce' qui  fournit  une  seconde  démonstration  du  théorème  dont  la  première 
démoDStration  a été,  art.  8a3,  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

826.  Plusieurs  des  cas  de  mouvement  rectiligne  , traités  dans  Ja  sec  - 
«ion  précédente,  se  rapportent  à celui  dont  il  a été  question  art.  8a3. 
I.e  mobile,  dans  ces  dilTérents  cas,  n’est  censé  joimiis  (jii’à  l'action  d'une 
seule  puissance  dirigée  suivant  l’axe  des  x qui  est  la  ligne  du  mouve- 
ment ; on  a donc  J^=o  et  Z = 0 ; et  l’équation  (2)  de  l’art.  822  devient 

e*  = C 2 fXdx. 


Le  mobile  étant  un  corps  pesant  qui  parcourt  une  ligne  verticale  dans 
le  vide,  la  |Hiis.sance  X e.«t  dirigée  au  centre  de  la  terre,  et  fonction 
de  la  distance  du  mobile  à ce  centre;  cette  fonction  peut  être  traitée 


Digiii.  od  by  Google 


1 


I 14  ü y s A M 1 g U F.  F.  I.  É M E N T A I R F. 

comme  une  quantité  constante,  lorsque  la  ligne  parcquruc  est  si  petite 
en  coniparairon  du  rayon  de  la  terre,  et  si  éloignée  tic  son  centre  que 
les  plus  grandes  variations  des  distances  du  mobile  à ce  centre  de- 
viennent négligeables  par  rapport  k ces  distances.  Cette  condition  in- 
troduite dans  l’équation  ci-dessus,  donne  X = cons/an  fe  , d’où  on 
conclut  ré<|ualion  J3)  de  l’art,  yoi,  de  laquelle  on  peut  déduire  toutes 
les  formules  du  mouvement  uniformément  varié» 

Lorsqu’on  regarde  la  longueur  de  la  ligne  parcourue  par  le  mobile 
comme  comparable  au  rayon  de'Ia  terre,  on  a,  att.  729,  au-dessus  du 


niveau  de  la  mer. 


y 

(a  — T)» 


et  art.  788,  au-dessous  de  ce  ni- 


veau, X = 


g (r—  .t) 

r 


ainsi,  pour  tous  les  cas  particuliers,  traités 


dans  la  i”.  section  de  cette  a",  partie  du  cours,  qui  rendent  la  puis- 
sance A'  fonction  de  la  distance  du  mobile  4 un  centie  fi.te , pris  sur 
k direction  de  la  force;  la  vitesse  est  donnée  par  une  expression'  qui  ne 
renferme  d’autre  variable  que  la  distance  .r  du  mobile  à une  origine 
donnée  de  position,  expression  qui  se  déduit  immédiatement  de  l’é'qiia- 
tion  (2)  de  l’article  822. 

827.  11  n’en  est  pas  de  même  du  mouvement  vej  tical  dans  un  milieu 
ré-sislant  comme  le  quarré  de  la  vitesse,  dont  les  lois  ont  été  exposées 


art.  789  et  suivants  ; ce  cas  donne  art.  740  et  74 1 


( les  signes  supérieur  et  inférieur  s’appliquant , respectivement , âux 
mouvements  de  descente  et  d'ascimsion)  et  la  fonction  AV.r  n’est  |>as 
immédiatement  intégrable  comme  dans  les  cas  précédents.  Cette  cir- 
constance aura  lieu  générdement  lorsque  X , Y ci  7.  renfermeront  des 
termes  dépendant  des  ré-sistances  des  miltcui  , ou  d’autres  ré-sistaiices 
quelconques,  fonctions  de  la  vitesse. 

Enfin  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  l’intégrabilité  immédiate  de 
la  fonction  Xi/x-\-  Y dy  suppose  toujours  que  les  origines  des  dis- 

tances, dont  les  puissances  V , P" , etc.  sont  des  fonctions,  se  trouvent 
placées  à des  jxjints  fixes  de  l’espace  ; il  est  manifeste  que  cette  con- 
dition est  indispensable  pour  assurer  l’exactitude  de  l’an.'dvse  consignée 
dans  les  art.  828  et  suivants,  et  des  conséquences  que  j’en  ai  déduites. 
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Du_la  force  tangtntirlU  et  de  la  force  nnrmatc.  Eti’rcsiion  de  la  vilcase  en 
. fuucliun  des  composantes  ttingenliellcs. 

8»8.  Lorstjite  le  mobile  a parcouru,  pciulaiil  l’élément  de  temps  dt, 
un  élément  ds  de  sa  trajccloirc,  la  direction  dt;  son  mouvement  s’in- 
fli’chit,  et  il  parcourt , |)ciidant  l'instant  suivani,  un  autre  élément  de- 
celle  courbe  t|ui  n’est  pas  dans  la  direction  du  premier.  Ainsi,  h un 
instant  quelconque,  tout  l’elTet  des  forces  sollicitantes  se  réduit;  i”.  à 
faire  varier  sa  vitesse  dans  le  sens  de  la  courbe  ^ a®,  à fa're  varier  la 
direction  du  mouvement  ; il  suit  de- là  que  si,  au  bout  du  temps  /, 
on  fait  passer  un  plan,  que  j’ap|K'lle planSliN,  par  l’élément  de  courbe 
que  le  mobile  vient  de  parcourir,  et  par  celui  qu'il  est  prêt  à par- 
courir, ce  plan  renfermera  i®.  la  résultante  générale  des  forces  solli- 
citantes que  je  di-signe  par  Rj  2®.  les  deux  composantes  rectangu- 
laires de  /<,  l’une,  que  je  dt-signe  par  S , dirigée  suivant  l’élément  de 
courbe  que  le  nvobile  vient  de  parcourir,  et  l’autre  que  j’appelle  N ^ 
pr-rpendiculaire  à cet  ék’-ment  de  courbe.  En  eftét , si  on  admettait 
l’exislcnce  d’une  force  agissant  sur  le  mobile,  sans  êlre  dirigée  dans  le 
plan  SRN , celte  force  devrait  avoir  une  composante  perpendiculaire 
au  iiiémc  plan,  qui  tendrait  à en  écarter  le  mobile,  et  l’effet  de  celte 
composante  ne  pourrait  être  emjtêcbé  par  aucune  des  forces  dont  SRN 
renferme  les  directions  ; mais  celle  liypolliêse  est  incompatible  avec  le 
mouvement  réel  du  corps  qui,  par  l’étal  de  la  question,  doit  parcourir  un 
second  élément  de  courbe  dans  le  plan  SRN  j il  faut  donc  que  les  forces 
pcr|>cndiculaircs à ce  plan,  ou  soient  nulles,  ou  se  détrwisent  entr’elles. 

829.  Les  composantes  5 et  N se  nomment  rcs|X’Ctivement  force  tan- 
gentieUe  et  force  normale  j il  a déjà  été  question  de  la  première  aux 
art.  819  et  820,  et  il  sera  utile  de  donner  ici  les  formules  applicables  à 
toutes  les  déterminations  qui  les  concernent.  On  sait  que  la  résultante 
R a pour  valeur 

(0 ^ = 

et  qu’en  désignant  par  Â , D et  C les  angles  respectifs  formés  par  sa 
direction  et  par  les  axes  des  j, -y  et  î,  on  a , 

i X J' 

(2)  . . . écos.  A = — ; cos.  R ==  j cos.  C — ■ 


R 
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la  direction  de  la  force  tangentielle  S étant  identique  avec  celle  de 

l’élément  de  courbe  tis , les  angles  repectifs  désignés  |ïar  fl,  A , c,  qu’elle 

forme  avec  les  axes  des  et  : , se  détermineront  par  les  équations 

i/ij:  , dv  d%  I ’ 

cos.  a=  J cos.  b=  -^  } cos.  c = j S 


d’où  on  conclut,  par  un  théorème  de  trigonométrie  très -connu,  la 
valeur  du  cosinus  de  l’angle,  que  j’appelle  S , formé  par  les  directions 
de  R et  S,  savoir 

. Xdæ.^rdj^Zdz  , . 

(4)  <=»'•  Rds " 

et  comme  S = R cos.  © on  a ...  ' * 

(5)  ,9=  . 

83o.  Passant  U la  force  normale  N,  j’observe  que  sa  direction  k angle 
droit  sur  celle  de  la  force  5 forme  avec  la  direction  de  la  force  R ut» 
angle  complément  de  © et  dont  le  cosinus  est,  par  conséquent,  égal  ùi 
sin.  <9 J*  ainsi  désignant  par  J",  g et  h les  angles  respectifs  formés  par  TV 
et  par  les  axes  des  ^ et  z j’ai  les  trois  équations 


X . r Z 

— cos./  + ~J^  COS.g+-j^  co 

de  n dy  J. 

-7-  COS./  -f  cos.  g -P  CO 
ds  ds  ds 

cos.»/ -P  COS.»  g -P  cos.»  A = I ; 


COS.  h = sin.  0 } 
cos.  A = O ; 


desquelles  on  déduit 

fcos./  = 

w 


X 

d,T 

cos.  0 

/ésin.  6é 

(/s 

sin.  0 

r 

cos.  0 

R sin.  & 

ds 

sin.  0 

Z 

dz 

cps.  0 

R sin.  0 

ds 

sin.  0 ■ 

(C08.jï-  = 


et  la  force  N,  dont  on  vient  de  déterminer  la  direction,  a pour  valeur 
absolue 

(3)  . . . N = R sin.  &. 
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R3i.  Lorsque  les  forces  P'j  P" , etc.  seronr  funclions  des  dislitnccs 
du  aiobile  à des  centres  d’actions  fiïes,  pris  sur  leurs  directions  res- 
pectives, et  que,  par  conséquent , A'j  Y et  Z seront  fonctions  des  coor- 
données du  point  mobile,  les  valeurs  des  angles  h 

se  déduiront  de  la  position  dt  ce-ntobile. 

J’ajouterai  que  les  angles  f,  g,  h.  sont  ceux  que  forme , avec  les  axes 
coordonnc-s,  le  i>rincipal  rayon  osculateur  de  la  courbe  à double  cou  - 
bure  décrite  par  le  mobile,  celui  qui  se  trouve  compris  dans  le  plan 
même  de  l’arc  élémentaire  dont  il  mesure  la  courbure  et  dont  son 
origine  occupe  le  centre  ; je  donnerai  Tjicntôt  la  valeur  de  ce  rayon. 

83i.  Désignant  etc.  les  angles  respectifs  formés  par  les  puis- 

sances P',  P",  etc.  et  par  l’élément  de  courbe  </s  , ou  par  la  ligne  de 
direction  actuelle  du  mouvement,  les  composantes  P' cos. P',  P"cos.P"^ 
etc.  que  j’appelle  composantes  tangemitlles , auront,  pour  effet  ex- 
clusif, celui  de  faire  varier  la  vitesse  v , ou  d’eng'-ndrer  l’élé-mcnt  de 
vitesse  dv , cette  vitesse  V ne  pouvant  être,  en  aucune  manière,  modifiée 
parles  composantes  normales  P'sin.P',  P"sin.P",  etc.  dont  la  com|X)- 
sition,  en  une  force  unique,  donne  la  force  normale  N , exclusivement 
employée!!  infléchir  la  route..du  mobile;  on  aura  donc 


(1)  . . .dt'—dt  S{Pcoi.û)\ 

(s)  . . , e=^K-l-/{<f/.r(Pcos.P);! 


K est  la  constante  arbitraire 


ou,  en  multipliant  le  premier  membre  de  (i)  par  e et  le  2'.  par  la 

valeur  —7-*  de  v, 
dt  ^ 


(3) 2f\ds  2:  (P  cos.  ff)\ 

il  est  facile  de  reconnaître  l’identité  de  cette  seconde  valeur  avec  celle 
que  j’ai  donnée  art.  822;  on  a Z(Pcos  ^ ^ 

d’où  ds  S { P cos.  0)  = Xdx  -f  Vdy  + Zdz. 


ContidéralioiK  générale»  »ur  la  trajrctoire  ou  courbe  décrite  par  le  mobile. 
Valeur  générale  de  »on  rayon  de  courbure.  ^Équation  du  plan,  de  poailion 
variable,  qui  renferme  l'arc  décrit  de  ce  rayon. 


833.  Je  compléterai  ce  que  j’avais  à dire  sur  l’emploi  des  équations 
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gt'm'rales  du  mouvement  d’un  point  matériel , pour  en  déterminer  tous 
les  pliénoménes,  en  donnant  les  équations  générales  de  la  trajectoire, 
et  les  moyens  de  déterminer  les  affections  de  cette  courbe. 

On  a,  d’abord,  un  procédé  général  et  direct  pour  trouver  l’équation 
de  la  trajectoire  dans  les  diffTérents  cas  particuliers,  qui  coiisiste  dans 
l’intégration,  lorsqu’elle  est  possible,  de  chacune  des  équations  (s)  de 
l’art.  820.  Les  intégrales  donneront  les  relations  entre  les  temps  et  les 
espaces  p.arcourus  parallèlement  à chacun  des  ases  coordonnés , et,  en 
éliminant  la  variable  / des  3 équations  ainsi  obtenues,  on  aura  deiuf 
équations  entre  -T^jr  et  s qui  seront  celles  de  la  trajectoire.  Je  suppose, 
comme  aux  art.  8a3  et  824,  X,  F cl  Z (onctions  des  coordonnées  de 

ces  quantités  renfermaient  la  vîtese  e, 

d! 

884.  Four  avoir  d’ailleurs  sur  cette  détermination  les  résultats  les  plus 
généraux  je  pose  les  équations  hypothétiques  ‘ 


(1)  \dj=pdxj  di  = t/dxj\  , 

desquelles  on  déduit 

(2)  ....  \ddy  = /)ddx  + dpdx\ddi=-qddx  + dqdx\\ 

(^) ds  = dx  ^ ^ J 


cette  courbe  ; si  les  expressions  de 
il  faudrait  k v substituer  — ^ 


d.i  dx  • 

(4)  • • • ’ -57-  — + 


prenant  dl  pour  dilTérentielIc  constante,  les  équations  de  l’art,  820 
deviennent . ddx  = Xdl^,  ddy^  Ydl^,  ddi  = Zdt^,  et  ces  valeurs 
substituées  dans  (2)  donnent 


/ , \ ^ dp  dr  = r//>  ( r—pX)  ; 

' ' ■ < dqd^dt^(Z  — qX)  ; 

. ..  . , V , dW(i 

mats  d apres  (4)  dl*  = — 1 i-d- 


d’oii 


(6) 


./,--il±±£l±£L(Z_,.ï); 


équations  qui,  combinées  avec  (i),  donnent 
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(7)  • • 


:r  dx  — xdj  = — 


Zdx  — AV; 


v*dq 

I +p^  + (j* 


mettant  pour  dp  et  dq  leurs  valeurs,  et  ayant  égard  à (i)  et  à (3) 

i rr  V'J..  _ f^{dxddj  — djddr) 

I dx-Xdjr  = , 


(8)  . . . 


\ds  - — Zdx  = 


e*  ( di  ddx  — dx  ddz  ) 

<7Î» 


et  par  combinaison  de  ces  deux  équations 

Z rv;=  ^^{drdd-.-_d.Jd^_ 


V 

Divisant  la  première  de  ces  éqiiatioas  par  l’une  quelconque  des  deux 
autres , on  a l’équation  unique  , dans  laquelle  la  vitesse  n’entre  plus , 

!A'(  V;  dd  y — dj-  dd^  ) ï 
+ y\dx ddi  — dz  ddx')  > = o 
+ Z ( Vr  dtlx  — dx  ddy  ) ') 

La  trajectoire  sera  immédiatement  déterminée  par  ces  équations 
loisi|ue  les  puissances  seront  fonctions  des  distances  du  mobile  à des 
points  fixes,  pris  sur  leurs  directions,  puisqu’alors  art.  824  les  valeuis 
dp  V , X,  Fet  Z, *|)récédemment  déterminées,  ne  renfermeront  d’autres 
variables  que  les  coordonnées  des  points  successivement  parcounis  par 
le  mdliile  ; je  dois  ajouter  que  l’usage  de  ces  équations  est"  indépendant’ 
de  la  condition,  ci-dessus  im|>osée , d’avo  r dt  constant  et  qu’elles 
peuvent  être  mises  sous  les  formes  suivantes;  savoir,  les  équations  (8) 

Vi*  ( Vdx  — Xdy)  = e’  di^.d  ^ * 

• • • • ( AV;  — Zdx)  = l 

d.- ( Zdy  - Vdx)  = dj\ d j ; 

et  l’équation  (9)  dégagée  de  la  vitesse 
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J(^) + *zjy  .d (|)  = O. 

835. 1.,a  direction  de  la  tangente  à la  trajectoire  et  celle  de  son  rayon 
de  courbure  sont  données  par  les  équations  (3)  de  l’art.  829  et  par  les 
équations  (2)  de  l’art.  83o,  et  il  ne  reste  plus  qu’à  chercher  la  valeur  du 
rayon  de  courbure.  Pour  cela  , j’observe  qu’à  l’instant  où  le  mobile 
venant  de  parcourir  un  élément  de  courbe  ds  est  prêt  à parcourir,  l’é- 
lément suivant  ds' , il  est  animé,  dans  le  sens  de  l’élément  ds , de  la 
vitesse  v dv , et,  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  de  la  vitesse 
élémentaire  i\Wrou  Rdi%\xs.  G,  d’oii  on  conclut,  par  les  formules' de  la 
composition  du  nrouvement,  que  l’angle,  formé  p'ar  ds  et  ds',  a son 

Rdtim.G  Rdiün.O 

sinus  = _ ■ ■'  ■ = ■;  or  ce  sinus, 

J/^e  + réi’)“-(- /I*  «//’ sin.^  6# 

qui  est  celui  de  l’angle  appelé  angle  de  contact , a aussi  pour  valeur 
ifs 

, en  désignant,  par  r,  le  rayon  de  courbure  cherché;  on  a donc 

, ^ 

Arf/sin-é^  ■ 


et , en  observant  que  = 


R sin.  ff 


je  reviendrai  sur  cette  valeur  remarquable  dans  la  suite  du  cours. 

• 836.  Si  on  fait  passer  par  le  point,  où  le  mobile  se  trouve  à un  ins- 

tant quelconque,  trois  axes  sur  lesquels  se  comptent,  à partir  du  même 
point,  les  coordonnées  j;, r et  ^ respectivement  parallèles  aux  t,^  et  j , 
l’équation  du  plan  qui  renferme  l’élément  de  courbe  ds  et  le  rayon 
de  courbure  /\,-sera,  d’après  les  formules  de  la  géométrie  analytique, 

(1)  . .^{dsddy~-dyddz)-tcTXdiddz dsddæ)-\- l^{djddx  —■■dxddy)  — 0, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  . . . ^di^  . d ^'^yr.dx''  • dÇ  = O. 

observant 
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obicrvatu  que  Tune  ou  l'autre  de  ces  équallons  établit  entre  et  ^ les 
liiénifs  relations  énoncées  par  l’équation  (9)  de  l'art.  884,  entre  X,  V et 
on  conclut  de  leur  rapprochement 

d'oii, 


(3)  . . . \^z  = i;xj  ^ r=r.Xj  nZ  = cr\. 

Ces  équations  sont  celles  de  la  ligne  <le  direction  de  la  résultante  gé- 
nérale li , qu’on  pouvait’  déduire  immédiatement  des  équations  (2)  de 
l'art.  828,  mais  en  les  combinant  par  les  méthodes  de  la  géométrie 
analytique^  avec  celles  de  la  ligne  de  direction  du  mouvement  actsiel, 
ou  de  la  force  tangentielle  Sj  qui  sont  • 

j;  d}'  Z ré:  _ 

~Ç  ~~  ~dx~  ■’  ~J~  ~ d.T  " 

on  a l’équation  suivante  du  plan  renfermant  les  directions  du  mouvement 
actuel,  de  la  résultante  générale,  et  du  rayon  de  courbure 
• ( l'dr  — :^dj)  C-^{Xd-.^Zd.v)r,-^{Zdj—  Vd% )S=Q 
qui  ne  contient  plus  qu*  des  termes  du  i”.  ordre  avec  les  sommes  des 
composantes  éectanguluii-es  des  puissances.  Four  rapporter  les  positions 
des  différents  points  de  ce  plan  à l’origine  ftte  des  -z^,^  et  a,  on  dé’sl- 
gnera  les  coordonnées,  comptées  de  cette  origine  fixe,  et  jKirallèlcs  aux 
■T,  y et  par  x' ,y'  et  i! , et  on  substituera,  dans  l’équation  précé- 
dente,x' — x,y — y,  et  d — z,îà.^,ri  et  resjrectivement , les  seules 
variables  étant  x'jy',  l' et  toutes  les  autres  quant  iti-s,  qui  se  rapportent 
au  point  occupé  par  le  mobile,  devant  être  considéri'cs  comme  cons- 
tantes dans  l'équation  entre  ces  variables. 


Propriétés  générales  du  mciurement  libre  d’un  point  matériel  , sollicité  par 
des  puissances  quelconques.  Relations  entre  les  aires  et  les  moments.  Cas 
qui  rend  les  aires  proportionnelles  aux  temps.  Propriétés  particulières  qui  en 
dépendent.  Principe  de  la  moindre  action  vérifié  dans  le  mouvement  d’un 
point  malériet  dd  à des  forces  centrales. 


887.  En  supposant  dt  constant  dans  les  équations  générales  (2)  de 
l’art.  820  , on  a 


dd.T 

~dT 


Xdt';  Æ 
dt 


l'dt; 


ddz 

dt 
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muhiptiant  ces  équations  par  des  facteurs,  savoir  : i®.  la  i''.  par  y et  I<r 
1'.  par  J-  ; 2®.  la  i".  par  a et  la  3*.  par  x j 3®.  la  i*.  par  a et  la  3*.  par 
y,  relranrliant  ensuite  l'une  de  l’autre  les  équations  produits  de  chaque 
couple  ainsi  combiné,  les  premiers  membres  des  équations  obtenues  de 
celte  manière  seront  susceptibles  d’une  première  intégration , et  on  aura 

— xe/j-  = efi  [a,  +y  j [_K  -X  — x a„ , a,„  sont  le»  coi;»- 

xdz  — zdx  = (il  \a„  +/^j[  -c  2 — s A')r//(  j < latilci  arbiiraim  inlro- 
ydz  — Sdy  = dt  [a,„-¥f\[y  Z — z I')dl\](  P?'  rimégraiion. 

838.  Les  surfaces  élémentaires,  dont  les  premiers  membres  de  ces 
éqiè.itions  expriment  les  valeure  , méritent  une  attention  partifulière. 
Je  suppose,  comme  ié l’art.  8ao  , pour  fixer  les  idées  relativement  aux 
signes  des  quantilé-s  , que  le  mobile,  pendant  l’instant  dt , [wrcotirt 
un  élément  de  courbe  r/s,  situé  dans  la  région  «les  x , y , z positives, 
et  que,  d’après  la  direction  de  ds  et  le  sens  du  mouvement,  les  incré- 
ments dx , dy , dz  sont  aussi  positifs.  Imaginant  ensuite  deux  ravons 
vecteurs  menés  de  l’origine  des  x j j',-s’aux  rxtrémité-s  de  l’arc  élé- 
mentaire ds,  traçant  les  deux  droites  AX  et  AV  à angle  droit  l’une 
sur  l’autre,  prenant  VAX  pour  le  plan  des  xy  , faisant  AP  = x , 

Fig.  2 PM  z=  y , PP'  = Mm  =xdx , mM'  =.  dy  ,\ç  triangle  AMM'  sera  la 
projection  orthogonale,  sur  le  plan  xy , du  triangle  formé  par  l’élé- 
ment de  courbe  ds , projeté  en- MM',  et  par  les  rayons  vecteurs  me- 
nés de  l’origine  A à ses  extrémité*?.  Or  on  a trieinglr  AMM'  A= 
triangle  A M m -f  triangle  M m M'  — triangle  A M'  m = 
f {yd-c  y dy  de  — xdy  ) = -j  (ydx  — xdy  ).  Le  premier  membre  de 
la  première  é-quaiion  est  donc,  l’expression  du  double  de  la  projection 
orthogonale,  sur  le  plan  xy,  de  l’aire  élémentaire  engendrée  par  le  mo-  ' 
bile,  pendant  l’instant  dt , autour  de  l’origine  des  x ,y , z j et  on 
trouvera  , en  suivant  la  même  marche  de  raisonnement , que  les  pre  - 
miers  membres  des  deux  autres  équations , c’est-à-dire  les  expressions 
xdz  — zdx  etydz  — zdy , sont,  respectivement,  les  doubles  des  pro- 
* = jectipns  orthogonales  de  la  même  aire  élé-mentairc  sur  les  plans  des  xz 

et  des^j-ï. 

839.  Les  expressions  sous  le  signe  f des  deuxièmes  membres  des  équa- 
tions de  l’art.  887  méritent  aussi  une  attention  particulière,  masse 
du  mobile  étant,  ainsi  que  je  l’ai  supposé  précédemment , prise  poiu: 
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imilc  ,yX<lt — xl'dt  sera  le  moment,  par  rap|)ort  à l’axe  des  :,dr  lu 
(juantité  du  mouvement  élémentaire  imprimée  au  mobile,  pendant  l’ins- 
tant dt,  en  vertu  de  l’action  des  puissances;  pareillement  x7jdt — zXdt 
c\.  y Zdt  — zïdt  sont  les  inoments  respectifs  de  cette  quantité  de 
mouvement  élémentaire  par  rap|xirt  aux  axes  des  et  des  x. 

D'un  autre  côté  l'expression  y x est  la  valeur  du 

moment , par  rapport  à l’axe  des  z , de  la  quantité  de  mouvement 
que  le  mobile  a acquise  , au  bout  du  temps  t , les  expressions 
dz  dx  dz  dy 

X— ^ Z et  y '~jj~  — * — étant,  respectivement,  les  mo- 

ments, par  rajiport  aux  axes  desj'  et  desx,  de  la  même  quantité  de 
mouvement. 

Enfin  y Xdt  — x Vdt , x 7,dt  — 3 Xdt , y 7,dt  — ■ 3 Vdt  sont  les 
projections  sur  les  plans  coordonnés  de  l’aire  élémentaire  que  le  mobile 
décrirait  autour  de  l’origine  si , au  point  de  sa  trajectoire  qui  a x,y  et  z 
pour  coordonnées,  son  mouvement  avait  lieu  suivant  la  ligne  de  direc- 
tion de  la  résullanle  générale  des  forces,  avec  la  vitesse 

On  retrouve  dans  ces  rapprochements,  les  relations  intimes  qui  exis- 
tent entre  les  momrn/s  et  les  aires  expliquées  et  démontrées  art.  200  et 
suivants  ; on  y voit  aussi  comment  le  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement acquise  par  le  mobile , au  bout  du  temps  /,  se  compose  de  la 
cumulation  des  moments  des  (juantité's  de  moinement  élémentaiirs 
engemlries  pendant  chaque  instant  dt. 

840.  Un  cas  très-remarquable  du  mouvement  d’un  point  matériel 
est  celui  dans  lequel  la  direction  de  la  résultante  générale  des  forces 
passe  constaninient  par  un  point  fixe.  Prentint  ce  point  fixe  jiour  ori- 
gine des  coordonnées  X et  z,  et  donnant  d’ailleurs  auj:  plans  coor- 
donnés des  jtosilions  entièrement  arbitraires , on  voit  que  , quelques 
soient  ces  positions,  les  valeurs  des  moments  dont  les  expressions  sont 
sous  le  signe  f , dans  les  deuxièmes  membres  des  équations  de  l’art.  887, 
seront  nulles , puisque  ces  moments , par  rapport  k chacun  des  trois 
axes  coordonnés  , doivent  être  égaux  à ceux  de  la  ré-sultanlc  générale 
})ar  rapport  aux  mêmes  axes,  et  que  ces  derniers  moments  sont  néces- 
sairement nuis  puisque  la  résultante  passe  par  le  jniint  commun  d’inter* 
«ection  des  trois  axes. 
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Les  éqiialions  de  l’art.  887  deviennent  donc,  dans  le  cas  dont  il  s'agit 
ydx  — xdy  = a,  dl  ) 
xdi  — sd  v ~ a„  dt  J 
ydz  — sdj  = a,„  dt  j 

d’où  il  suit  1°.  que  les  valeurs  a,,  u„,a,„  des  moments,  par  rapport  aux 
axes  des  z,  y et  .r,  de  la  quantité  de  mouvement  initiale  imprimée  au 
mobile  sont  les  valeurs  constantes  de  ces  moments  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement;  2®. que  les  projections  ortiiogonales  , sur  les  plans  coor- 
donnés des  aires  élémentaires  décrites, successivement,  par  le  môbile, 
pendant  chaque  élément  de  temps  dt  autour  de  l’origine,  sont  proportion- 
nelles à dt  ou  égales  entr’elles,  sur  chaque  plan,  lorsque  dt  est  constant; 
d’où  il  suit  que  les  projections  orthogonales , sur  les  mé‘mes  plans  coor- 
donnés, de  l’aire  finie  décrite,  pendant  le  temps  /,  autour  de  l’origine, 
est  proportionnelle  à ce  temps. 

841.  Multipliant  les  ir*.  2*.  3'.  équations  de  l’article  pré'cédent, 
respectivement , par  — «,  J"  et  x et  faisant  la  somme  des  trois  équations 
produits,  les  t'”.  membres  de  cea  équations  se  détruisent  et  on  a,  eu 
divisant  par  dt  la  somme  des  seconds  membres , 

d’où  on  conclut  <jue , dans  le  cas  auquel  se  rapportent  ces  équations, 
la  trajectoire  est  une  courbe  plane  décrite  dans  un  plan  qui  passe  par 
l’origine  des  coordonnées  x ,y , s où  se  trouve  placé  le  point  fi.te  sur 
lequel  la  résultante  générale  des  forces  est  constamment  dirigée. 

Cotte  propriété  s’étend,  évidemment,  au  cas  où  ta  direction  de  la 
résultante  générale  est,  pendant  tout  le  cours  du  mouvement,  parallèle 
ù une  droite  fixe  dans  l’espace,  ce  qui  revient  à dire  que  le  point  de 
convergence  .constante  de  cette  résultante  est  placé  à une  distance  infinie 
du  mobile. 

842.  Puisque  la  trajectoire  que  le  mobile  parcourt  est  une  courbe 
plane  contenue  dans  un  plan  qui  passe  par  l’origine  fixe,  les  aires  décrites 
jiar  le  mobile,  pendant  l^emps  /,  autour  de  cette  origine,  sont  propor- 
tionnelles il  leurs  projections  sur  les  plans  coordonnés,  dont  la  même 
origine  est  un  point  commun  ; d’où  il  suit  que  les  aires  projeté'cs  sont 
elles -mêmes  proportionnelles  au  temps  l. 

J’aurais  pu  arriver  ù ce  résultat  en  considérant  que  la  seule  condition. 
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il  laquelle  j’ai  assujetti  la  posision  des  plans  coordonnés , étant  celle 
de  faire  passer  ces  plans  par  le  centre  d’action  fixe  de  la  résultante 
générale,  je  puis,  après  avoir  démontré  que  le  mobile  se  meut  dans  un 
plan  qui  passe  par  ce  centre,  prendre  ce  plan  [jour  celui  des  sur 
«lequel  les  projections  des  aires  seront,  alors,  les  aires  elles-mêmes. 

Lorsque  la  résultante  générale  est  nulle , et  que  le  mouvemenr  du 
mobile  n’a  lieu  qu’en  vertu  d’une  impulsion  initiale,  les  aires  décrites 
autour  d’un  [wiiit  ([uelconque  de  l’espace  sont  proportionnelles  au 
temps,  proposition  manifeste  [lar  elle  - même  , vu  l’uniformité  du 
mouvement  qui  a lieu  dans  ce  cas,  et  qu’on  lie  à ce  qui  précède  en 
considérant  que  la  trajectoire,  qui  est  alors  une  ligne  droite,  est  conte- 
nue dans  tous  les  plans  dont  elle  est  l’intersection  commune.  La  conser- 
vation lies  aires  que  j’ai  fait  remarquer  art.  769  se  rajiportc  au  cas 
dont  je  ]>arlc  ; la  ligne  a pourrait  avoir  une  direction  et  une  longueur 
quelconques.  • * 

843.  Les  diverses  propriétés  démontrées  dans  les  trois  articles  pré- 
cédents sont  déduites,  comme  conséquences,  de  la  sup|X)silion  de  l’exis- 
tence d’un  centre  d’action  fixe  sur  la  direction  de  la  résultante  géné- 
rale ; mais  en  prenant  comme  propriété  hypothétique  celle  qui  rend 
proportionnelles  au  temps  1rs  projections  sur  les  plans  coordonnés  des 
aires  décrites  autour  de  l’origine  des  x , y , J , on  en  aurait  conclu 
toutes  les  autres.  En  elfet  cette  propriété  hypothétique  donne  immé- 
diatement les  équations  de  l’art.  840,  par  lesquelles  on  reconnaît  que 
le  mobile  se  meut  dans  un  plan  qui  renferme  l’origine  des  x , y , ; ; 
combinant  ensuite  avec  les  équations  de  l’art.  83y  (qui  doivent  conve- 
nir indistinctement  à tous  les  cas  de  mouvement)  celles  dont  je  viens 
de  parler,  lesquelles  font  alors  la  Onction  d’équations  de  condition* 
,on  déduit  de  celte  combinaison 

yTi — xV  — O } xZ  — iX  =0  J yZ  — iY  = o; 

équations  qui  énoncent  l’égalité  ii  zéro  des  sommes  des  moments  des 
composantes  jiar  rapport  aux  trois  axes  coordonnés;  or  cette  circons- 
tance suppose  l’égalité  à zéro  des  moments  respectifs  de  la  résultante 
générale  par  rapport  à chacun  de  ces  mêmes  axes,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  qu’autani  que  la  ligne  de  direction  de  cette  résultante  est  constam- 
ment dirigée  sur  l’origine  commun  des  «• 
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844.  Je  terminerai  ce  que  j'avais  à dire  sur  les  propriété.s  générales 
du  mouvement  d’un  point  matériel  par  la  vérification,  dans  ce  mouve- 
nienr,  du  principe  appelé  de  la /rjo///a!rc  «c/ro/i.  . • 

Je  suppose,  comme  k l’art.  8a3  que  la  fonction  A'</r  + K//jr  + Zr/s 
est  intégrable  par  elle  - même  ; et  faisant  f{Xdx  + l'djr  + Z</a)  = Q 
j’ai  art.  822  les  expressions  suivantes  du  quarré  de  la  vîles.se 


e’  3=  C + J e*  = 


dx*  +r/p*  + di.^  d.i 

= -ji- 

desquclles  on  conclut 

ivds  , „ r/.i  ’ + dv^  + r/i’ 

-^-.=  6+2(>+  


Prenant  les  ynriations  des  deux  membres  et  olxservant  que,  dans  la  varia- 
tion de  Q , les  coênicienis  ddlérentiels  A',  J' et  Z>  indépendants  des 
valeurs  absolues  des  incrénu'nts  de  x,j'  et  ç,  sont,  par  conséquent, 
les  mêmes  pour  dx ,dy  , dt  et  pour  dx,tSy  et  Jz  , on  a,  apri-s  avoir 
substitué,  dans  l’hypothèse  de  dt  constant,  à A',  Vet  Z leurs  valeurs 
dd.v  ddy  ddi 

J i dl^"  ^ toutes  réductions  faites, 

J / J X d{d.T  dx  -y  dytiy  + didi) 
d O ’ds)  = J 


intégrant  et  transposant , dans  le  premier  numibre , les  signes  d etf,  on  a 

dxdx  + dydr  + dzdi 

d/{vds)  = constante  4-  ; 


la  trajectoire  et  la  courbe  variée  étant  supposées  avoir  une  origine  rom- 
jiiune,on  a,  heette première  limite  de  l’intégrale, rJj;=o,fl/=:0,dî  = o, 
d’où  constante  = 0.  Si,  de  plus,  les  deux  courbes  se  terminent  au  même 
point , on  aura  encore  dx  = 0,  dj'  = o , di  — o,  k cette  seconde  limite, 
et  la  valeur  définie  de  l’intégrale,  entre  ses  deux  limites,  sera  égale  à 
zéro,  ce  qui  donne  df{vds)—o,  ou 

(a)  . . . ./'(vds)  = minimnm. 

84.5,  La  propriété,  énoncée  par  l’équation  précédente,  vérifie,  dans 
le  mouvement  d’un  point  matériel,  le  principe  général  appelé  principe 
de  la  moindre  action.  Cette  dénomination  due  à hlatipertuis , et  qui 
a été  conservée  parmi  les  géomètres,  quoique  son  acception  actuelle  ne 
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la  motive  plus , a été  employée  dans  l’origine , pour  désigner  un  principe 
moins  général  auquel  est  lié  celui  quej’ai  appliqué, art.  768, k la  déter- 
mination des  lois  du  choc  des  corps  doui's  d’une  élasticité  quelconque; 
\laiipcituis  en  avait  aussi  df  duit  les  lois  de  la  réjlexion  et  de  la  réfrac- 
tion de  la  lumière  ; mais  Hulcr,  envisageant  ensuite  ce  principe  ou  cette 
propriété,  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  étendu,  démontra  le 
premier,  dans  une  dissertation  im])riniée  en  1744  k la  suite  de  son  traité 
qui  a pour  titre  Methodus  inveniendi  lincas  carras  maximi  mi- 
nimire proprietate  gaudcnles , que,  dans  les  trajectoires  décrites  en 
vertu  de  forces  centrales,  l'intégrale  du  produit  de  la  vitesse  par  l’élé- 
ment de  la  courbe  est  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  , ce  qui 
est  l’énoncé  de  l’équation  (a)  de  l’article  précédent. 

L’illustre  auteur  de  la  Mécanique  analytique  a étendu  cette  pro- 
priété, qui , d’abord , ne  s’appliquait  qu’au  mouvement  d’un  corps  isolé, 
au  mouvement  d’un  système  de  eorps  agissant  les  uns  sur  les  autres 
d’une  manière  quelconque,  et  il  a démontré  que,  dans  tout  système 
pareil,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  masse  par 
l’intégrale  du  produit  de  la  vitesse  de  cette  masse  et  de  l’élément  de  la 
courbe  qu’elle  décrit,  est  constamnfrnt  un  maximum  ou  un  minimum. 
Je  donnerai,  quand  j’en  serai  au  mouvement  des  systèmes  étendus,  la 
démonstration  de  cette  dernière  proposition  qui  est  l’énoncé  du  principe 
dans  toute  sa  généralité. 

Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide,  ou  mouvement  curviligne  d’un  point 
materiel  pesant  qui  a reçu  une  impulsion  initiale  dans  une  direction  form.vnt 
un  angle  quelconque  avec  la  verticale. 

846.  La  théorie  que  je  vais  exposer  est  une  application  faite  par 
Galilée  de  scs  découvé‘rtes,sur  le  mouvement  et  sur  les  lois  de  sa  compo- 
sition, aux  phénomènes  ri-sultants  de  la  combinaison  d'un  mouvement 
uniforme  et  d’un  mouvement  uniformément  varié;  j’ai  dé-jk  dit,  article 
667,  que  ce  grand  pliilosophc  avait  posé  les  bases  de  la  dynamique  (*). 
Voici  l’énoncé  du  problème. 


(*)  On  trouve,  dans  plusieurs  ouvrages,  le  détail  des  grandes  découvertes 
de  Galilée  qui  font  époque  dans  l'histoire  de  l’esprit  humain  ; mais  je  ne  sache 
pas  que  personne  ait  parlé  d’une  de  ses  expériences  les  plus  remarquables, 
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Un  point  materiel  pesant  est  lancé  dans  le  vide  avec  une  vitesse  initiale 
V J qu’on  appelle  'i'itcsse  de  projection  , dans  une  direction  formant 
avec  l’horizon  un  angle  0j  qui  est  nommé  angle  de  projection  y et  il 
s’agit  de  déterminer  tous  les  phénomènes  de  son  mouvement. 

Le  premier  objet  de  détermination  doit  porter  sur  la  double  ou 
simple  courbure  de  la  trajectoire.  Si  on  fait  passer  un  plan  vertical 
par  la  ligne  de  direction  initiale  du  mobile,  le  premier  élément  de  la 
trajectoire,  Il  partir  du  point  de  départ,  sera  décrit  en  vertu  de  la  force 
Ciç projection  et  de  la  force  de  la  pesanteur,  toutes  deux  dirigées  dam 
le  plan  dont  je  viens  de  parler  ; ce  premier  élément  sera  donc  dans  ce 
• même  plan  ; le  second  élément  de  courbe  y sera  aussi  parce  que  la  direc  - 
tion  du  mouvement,  à l’extrémité  du  premier  élément,  et  celle  de 
la  pesanteur,  qui  modifie  ce  mouvement , sont  encore  dans  le  plan 
dont  il  s’agit,  et  le  même  raisonnemeut  s’applique  à tous  les  éléments 
consécutifs  de  la  trajectoire.  Le  jioint  matériel  ne  sortira  donc  pas  du 
plan  vertical  mené  par  sa  ligne  de  direction  initiale;  il  n’éprouvera, 

ayant  pour  objet  un  phénomène  qui  a fixé,  depuis  plusieurs  années  , raticntion 
des  savants,  et  dont  les  lois  fournissent  la  matière  d’un  des  problèmes  do 
Dynamique  les  plus  intéressants  et  les  plus  difiicilcs  qui  aient  encore  occupé 
les  géomètres.  Je  veux  parler  des  vibrations  des  lames  iélastiifues  sur  les- 
quelles M.  Chladni  a publié  un  ouvrage  allemand  en  1802,  et  nn  ouvrage 
français,  beaucoup  plus  complet,  eu  1809.  On  sait  que  M.  Chladni,  pour  rendre 
sensibles  les  vibrations  partielles  de  ces  lames, les  couvre  de  poussière,  cl  que, 
suivant  la  manière  dont  il  produit  le  son  quVlIes  rendent,  ta  couche  de  pous- 
sière se  divise  spontanément  en  plusieurs  compartiments  séparés  les  uns  des 
autres  par  des  courbes  ou  axes  eTéquilibre , dont  les  fornies  1res*  régulières 
peuvent  être  variées  à rinfini. 

M.  Chladni  est  regardé  tomme  le  premier  auteur  de  ces  belles  expériences, 
parce  qu’on  ne  sait  pas,  et  il  l’ignore  sans  doute  Iui*mémc,  que  Galilée  , dans  co 
genre  de  recherches,  à encore  ouvert  la  carrière;  son  expérience  fondamentale 
est  décrite  dans  le  premier  dialogue  tielle  scienze  nuarr , page  5g  du  tome  3 
de  la  collection  de  scs  oeuvres,  imprimée  h Pavie  en  1744-  J’ignorais  ce 
fait  lorsque  j’ai  été  chargé  de  faire  un  rapport  à la  première  classe  de  l’institut 
sur  l’onvrage  de  M. Chladni,  et  de  rédiger  le  programme  d’un  concours  proposé, 
par  cette  compagnie  savante,  aux  géomètres  et  aux  physiciens,  pour  la  re- 
cherche des  lois  mathématiques  des  vibrations  des  lames  élastiques  [le  prix  a été 
remporté  par  MadJ^*  Germain.)'^  voilà  pourquoi  il  n’est  pas  fait  mention  de 
Galilée  dans  les  détails  historiques  que  j'ai  donnés  sur  cette  question. 

dans 
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dans  son  mouvement,  l'action  d'aucune  force  perpendiculaire  à ce  plan; 
la  trajectoire  est  une  courbe  plane. 

8471  Cette  conclusion  se  déduit  très-facilement  dos  équations  géné- 
rales du  mouvement  de  l’art.  820;  supposant  que  le  plan  est  hori- 
zontal (ce  qui  rend  l'axe  des  12  et  les  plan»  des  etj^i  verticaux), 
et  que  le  mobile,  partant  de  l’origine  des  T,  jr , ij  reçoit  l’impul- 
sion initiale  à laquelle  est  due  la  vitesse  U j dans  une  direction  formant 
l’angle  0 avec  le  plan  Ty , et  telle  que  ce  mobile  soit  poussé  au-dessus 
du  plan  horizontal  des  xy  dans  la  région  des  x,yj  z positives,  on  aura, 
en  continuant  de  désigner  par  g la  force  accélératrice  de  la  pesanteur, 
X = oj  r=oj  Z=  — gj 

et  les  équations  de  l’article  cité  deviennent , ep  prenant  4t  pour  dilTé- 
rentielle  constante , 

ddx  ddy  ddz 


les  deux  premières  donnent  — — = constante,  ainsi  la  projection  de 

la  trajectoire,  sur  le  plan  horizontal,  est  une  ligne  droite  laquelle  doit 
passer  par  l’origine  des  coordonnées,  puisque  cette  origine  étant  pla- 
cée au  point  de  départ  du  mobile,  on  doit  avoir,  dans  l’intégrale  géné- 
rale x = Ay  -I-  fi  J ta  constante  fi  = o.  La  trajectoire  est  donc  conte- 
nue dans  le  plan  vertical  passant  par  l’origine  des  coordonnées  et  par 
la  ligne  de  diré’ction  initiale. 

848.  D’après  ce  résultat  je  puis,  pour  la  commodité  du  calcul,  sup^to- 
ser  que  le  plan' vertical  renfermant  la  trajectoire  est  celui  des  xz,  au 
moyen  de  quoi  je  suis  disposé  d’avoir  égard  à l'équation  ddy  = o ; les 
ddx  ddz 

deux  équations  ~ = — /T»  ttif  donnent  par  une  pre- 

mière intégration 


dx  dz 

~dT  ~ ' ~sr 


-gt  + B'i 


et  par  une  seconde  intégration 
a:=fi<-èCj'»==  — i^Z*-|-fi'/-)rC'; 


BpC,  Wp  C’ P sont  Ict  constantes 
arbitraires  introduites  par  rinté* 
gration. 


on  voit,  par  la  équation,  que  la  vitesse  horizontale  est  constante, 

*7 


I 
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ou  qu’k  un  instant  quelconque  du  mouvement  elle  est  la  m^■mc  qu’au 
I".  instant;  or  sa  valeur  initiale  est  V cos.  0,  d’où  /l  — Ucos.ff;  sup- 
posant' ensuite  que  l’on  compte  -ero  temps  au  moment  où  le  mobile 
est  lancé  sous  l’angle  de  projection  0 , on  a les  valeurs  simultanées 
/=o,j  = o,  i = o,  d’où  C=  O,  C = O.  Enfin  la  valeur  initiale  de 

la  vitesse  verticale  étant  Vûn.O,  on  a au  i".  instant  /=o  et 
h 

—"j—  — U sin.  Û,  d'oii  B'  = U sin.  0. 
dt  ’ 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  désignant , par 

V eK  IV  respectivement,  les  vitesses  horizontale  et  verticale  au  bout 

du  temps  t , on  a 

(i) \y=  Vco».0;  IV  = r/sin.é>— 

(a) \x  = tUcns.ff;  s =tUs\n.0 — 


849.  Les  équations  précédentes  suffisent  pour  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement , puisqu’elles  donnent  les  relations  entre 
le  temps  , les  coordcninées  qui  fixent  la  |iosition  du  point  matériel  mo- 
bile, ses  vitesses  horizontale  et  verticale,  et  sa  vitesse  dans  le  sens  de  1 a 
courbe  qui  a pour  valeur’e— V’^f-'ï+Tr'*  = (i/’  — 2.Vgts\n.0-{-g^t^)'!. 
Eliminant  / de  cette  équation  par  le  moyen  de  la  2'.  équation  (2)  on  a 

v^=U^  — a.gz, 

valeur  identique  avec  celle  qu’on  tirerait  de  l’équation  générale  de  l’art. 
822  en  y faisant  A'=o,  V=o,  Z = — g,  et  qui  fait  voir  que  la 
vitesse  du  mobile , k la  hauteur  s au-dessus  du  point  de  départ , est  la 
même  que  si  le  mobile  se  fût  édevé  verticalement  à cette  hauteur  Zj 
a près  avoir  été  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  U imprimée  dans 
le  sens  vertical. 

850.  Éliminant  / entre  les  deux  équations  {2)  , on  obtient  J’équa - 
tion  de  la  trajectoire , et , désignant  par  H la  hauteur  duc  à lavîtesse 
initiale  Z7,  on  a 


Z = X tang.  0 — i 


H cos.*  0 


On  reconnaîtra  aisément  que  cette  équation , qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme  (af/sin.é'cos.  0 — x)*  = 4//  cos.*  0 {U  sin.*  0 — 2)  est  celle 
d’une  parabole  dont  l’axe  est  vertical,  cet  axe  se  trouvant  placé  à une 
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disCance  horizontale  2//sin.  ^cos.  0 , ou  H s\n.  du  point  de  dé- 

part, et  le  sommet  dp  la  parabole  étant  à une  hauteur  verticale  // sin.*  0 
au-dessus  de  l’horizontale  menée  par  ce  point  de  départ;  le  paramètre, 
déduit  de  ces  deux  valeurs,  est  égal  à 4/écos.’  0. 

85 1.  Puisque  l’axe  de  la  parabole  est  vertical  il  doit  partager  en  deux 
parties  égales  les  sécantes  horizontales  de  la  courbe  , d’où  il  suit  que 
celte  courbe  rencontre  l'horizontale , passant  par  le  point  de  dé[>art , à 
une  distance  2//  sin.  (2^)  de  ce  point,  et  que  la  plus  grande  ordon- 
née verticale  positive,  qui  a jxjur  valeur  H sin.*^',  est  au  milieu  de 
celte  distance. 

La  distance  2// sin.  (î0)  et  la  hauteur // sin.*  ^s’appellent  respec- 
tivjment  amplitude  du  jet  et  hauteur  du  jet } le  sommet  de  la  j>a- 
rabole  , ou  extrémité  supérieure  de  la  hauteur  H sin.*  0 , est  le  point 
culminant. 

852.  Voici  une  propriété  curieuse  déduite  des  formules  précédentes. 

Pour  une  vitesse  de  projection  donnée,  c’cst-’i-dire  pour  une  valeur 
donnée  de  H,  il  y a toujours  deux  angles  de  projection  0 qui  pro- 
curent la  même  amplitude  de  jet  2f/sin.  (2é?),  et,  .Tétant  la  demi- 
circonférence  dont  le  ravon  = i , la  demi -somme  de  ces  deux  angles 
est  égale  à i .T,  ainsi  les  extrémités  su|iérieurcs  des  arcs  qui  les  mesurent 
(leur  origine  commune  étant  sur  l'horizontale  menée  par  le  point  de 
départ)  sont  placé'cs  de  jtart  et  d'autre  et  h égale  distance  du  point-milieu 
du  quart  de  cercle.  En  effet  soit  ^=7  la  distance  2//sin.  (î0)  de- 

vient a/ésin.  j 2(7.t+cj)[  et , comme  on  a sin.(f.T-|-2ia)  =8in.^7.T — scj) 
ou  sin.{2(^  tr+o})^  =*sin.l2(-j  tr — eu)}, la  même  amplitude  s’obtiendra 
sous  chacun  des  angles  de  projection  -j  ,t — <u  et  | T-po,  pour  une 
valeur  déterminé-e  de  H ou  de  la  vitesse  de  projection. 

853.  L’amplitude  2//sin.({jr-f-2<a) diminue  à mesure  que  o augmente, 
H étant  constante,  et  sa  plus  grande  valeur  a lieu  lorsque  « = o,  ou 
lorsque  Vangle  de  projection  0 — ^ -T/  ce  maximum  d’amplitude  se 
déduit  aussi,  immédiatement , de  i’expression  ujl sin. (2é^)  dont  le  maxi^ï 
mum  a lieu  lorsque  2^=  7 tr. 

804.  Faisant  /isin.  (2^)  = ^ et  //sin.*^=?î,  les  coordonnées  horizon- 
tale et  verticale  du  point  culminant  seront  ^ elri;  lorsque  l'amplitude 
du  jet  2^  sera  donnée  avec  l’angle  de  projection  on  trouvera  la  vitesse 
initiale  nécessaire  pour  que  le  naobile  atteigne  l’extréntité  de  ladistaoce 
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•■t-Z}  par  l’équation  H=  (aff)'  ’ *'  force  d’impulsion 

initiale  sont  données,  l’angle  de  projection  se  calculera  par  l’équation 

sin.(2t?)  = J il  faudra,  dans  ce  dernier  cas,  pour  que  le  problème 

soit  possible,  qu’on  ait  — ^ — < i. 

Pareillement  les  équations  H = ^ et  sin.  ^ feront 

connaître  l’inconnue  H,  0 étant  donné,  ou  l’inconnue  8,  //étant  donnée, 
lorsqu’on  voudra  lancer  le  mobile  à une  hauteur  n,  assignée  d’avance  ; 
et,  si  0 est  l’inconnue,  le  problème  ne  sera  possible  qu’autant  qu’on 

n ^ 

aura  -jj-  < i . 

855.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  au  cas  d’une  impulsion  initiale  di- 
rigée de  manière  que  le  mobile  s’élève  au  -dessus  de  l’horizontale  passant 
parle  point  de  départ;  lorsquela  direction  initiale  est  inclinée  au-dessous 
de  cette  horizontale  il  faut,  dans  toutes  les  formules  précédentes,  chan- 
ger les  signes  de  sin.^et  tang.^;  ainsi  l’équation  de  la  trajectoire  devient 

s = _|.rtans.é»-pi--^£^|, 

l’axe  de  la  parabole  est  une  verticale  située  en  arrière  du  point  de  départ 
il  une  distance  TI ûn.  (i8)  de  ce  point,  et  le  sommet  de  cette  parabole 
est  il  une  hauteur  .ffsin.*  8 au-dessus  de  l’axe  des  x. 

856.  Je  terminerai  cette  théorie  de  la  balistique  dans  le  vide  par  la 
solution  de  quelques  problèmes  liés  il  l’histoire  de  cette  théorie. 

Si  on  élimine  H entre  les  équations  de  l’art.  864  qui  donnent  les 
valeurs  des  coordonnées  f et  >;  on  aura 

= tang.6»; 

c’est  l’équation  d’une  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  sommets,  ou 
points  culminants , de  toutes  les  trajectoires  décrites  d’une  origine 
commune,  sous  un  mèmeart^/e  de  projection , en  vertu  di impulsions 
initiales  quelconques.  • ' 

Toutes  ces  trajectoires  ont  pour  tangente  , au  point  de  départ , la 
ligne  de  direction  commune  des  impulsions  initiales,  qui  forme  l’angle  8 
avec  l’horizontale. 

867,  Si  011  suppose  l’impulsion  initiale  constante  et  l’angle  de  pro- 
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jection  variable  , la  position  du  point  de  départ  demeurant  toujours  in- 
variable, on  obtiendra  l’équation  de  la  courbe  sur  laquelle  se  trouvent 
tous  les  points  culminants  des  trajectoires  en  éliminant  0 des  équa- 
tions f = aH  sin.  9 cos.  9 et  ti  = H 9 et.  on  aura 
^ = a K ïfÇW^ri)  ; 

élevez,  au  point  de  départ,  une  verticale  = Hj  et  sur  cette  verticale, 
comme  petit  axe,  décrivez  une  ellipse  dont  le  grand  axe  = s,IIj  cette 
ellipse  sera  le  lieu  géométrique  cherché. 

858.  On  a vu  , art.  8S6  , que  toutes  les  trajectoires  décrites , sous 
un  même  angle  de  projection  , en  vertu  d’impulsions  initiales  quel- 
conques, ont  pour  tangente  commune  une  droite  passant  par  le  point 
de  départ  ; dans  le  cas  contraire , celui  des  trajectoires  décrites  en  vertu 
d’une  même  impulsion  initiale  sous  dilTérents  angles  de  projections , 
la  détermination  de  la  courbe  tangente  à toutes  les  trajectoires  est  une 
application  de  la  théorie  des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles.  Il  faut  pour  trouver  cette  courbe,  diflTérehticr  l’équation 
générale  de  la  trajectoire,  art.85o,  par  rapport  à l’angle  de  projection  9 
et  éliminer  ensuite  Centre  l’équation  primitive  et  l’équation  dilTéreiHiée. 

Pour  faire  commodément  le  calcul,  on  mettra  l’équation  de  la  tra- 
jectoire sous  la  forme  suivante 

X sin.  (z^)  = Z cos.  (a^)  -)-  a -f  j ; 

et  difTérentiant  par  rapptort  h 9 on  aura 

X cos.  (l9)  = — * sin.  (29) 

X — Z 

d’où , sin.  (29)  = — rjz==  ; cos.  (29)  = ■ — ; 

valeurs  qui  substituées  dans  l’équation  primitive  donne 
x^  = 4//  (H — î) 

I.,a  courbe  tangente  à toutes  les  trajectoires  est  une  parabole  dont 
l’axe  vertical  passe  par  le  point  de  départ , qui  est  le  foyer  de  la  parabole, 
le  sommet  étant  placé  à une  hauteur  H au  - dessus  de  ce  même  point, 
et  le  paramètre  étant  égal  k \ H.  , 

Mourcment  curviligne  des  projectiles  pesants  dans  un  milieu  résistant.  Formules 
générales  indépendantes  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résistance. 

1 

869.  La  théorie  du  mouvement  parabolique  des  projcctilci  pesants 
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dans  le  vide,  publiée  pour  la  première  fois,  pr  Galilée,  en  i638,  a été, 
pendant  plus  d’un  siècle  , regardée  comme  applicable  au  mouvement 
des  corps  lancés  par  les  bouches  à feu,  sans  égard  à la  résistance  de  l’at- 
mosplière  dont  on  croyait  pouvoir  négliger  l’influence,  quoique  Ndrton 
se  fut  occu|X'  du  problème  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant, 
dont  .han  BernonUli  donna  ensuite  une  solution  en  considérant  la 
résistance  du  itiilieu  con\me  pro|)ortionnelle  & une  puissance  quel- 
conque de  la  vitesse;  c’est  d’apri-s  l’hypothèse  d’une  résistance  nulle, 
ou  plutôt  d’une  résistance  compatible  avec  une  trajectoire  fort- peu 
différente  de  la  parabole,  que  sont  rédigés  l’ouvrage  anglais  de  Rohert 
Anderson,  intitulé  An  of gnnnerj , et  publié  en  1674,  L'nrt  de  jeter 
/es  bombes  àe  Klondel , publié  en  i683,  le  mémoire  de  Manpertuis 
sur  la  balistique , qu’on  trouve  dans  le  volume  de  l’Académie  des 
Sciences  de  Paris  de  1781  , le  Bombardier  français  de  Belidor , 
publié  en  1784  etc.  Blondel  et  Bélidor  ont  même  essayé  de  réfuter 
les  objections  faites  contre  la  supposition  du  mouvement  parabolique 
dans  un  milieu  résistant,  et  Bélidor  prétend  avoir  fait  des  expériences 
qui  ^létruisent  ces  objections  , mais  la  doctrine  des  auteurs  que  je 
viens  de  citer  fut  généralement  abandonnée  lorsque  Benjamin  Bo  - 
Lins  eût  mis  au  jour  son  livre  intitulé  A netr  theory  oj  Gunnery , 
imprimé  en  t742,  et  contenant  une  nouvelle  théorie  de  la  balistique , 
appuyée  sur  de  trf's-belles  expériences  qu’il  avait  commencées  en  1740. 
Ce  livre  a été  commenté  par. Euler,  et  M'.  Lombard  en  a donné  , en 
1783,  une  édition  française,  à laquelle  il  a joint  le  commentaire  d’Euler 
et  des  notes  de  sa  composition. 

Pour  faia"  sentir  , par  un  seul  des  résultats  consigné'S  dans  l’ouvrage 
dont  je  viens  de  parler,  combien  il  est  important,  dans  la  pratique  de 
l’artillerie,  d’avoir  égard  à la  résistance  de  l’air;  je  citerai  la  proposi- 
tion V.  du  chapitre  2 dans  laquelle  l’auteur  dit  « qu’un  boulet  de  24, 
« tiré  à pleine  charge,  éprouve,  de  la  part  de  l’air,  lorsqu’il  sort  du 
« canon,  une  ré'sistance  équivalente  h plus  de  vingt  fois  sa  pesanteur.  » 
Euler,  dans  son  commentaire,  évalue,  d’après  diverses  coqpidérations, 
çette  résistance  à plus  de  25  fois  le  poicTs  du  boulet. 

On  voit,  par  ce  fait , que  dans  les  cas  des  grandes  vitesses  la  trajec- 
toire doit  être  très-sensiblement  différente  d’une  parabole  ; mais  cette 
trajectoire  approche  d'autant  plus  d’étre  parabolique  que  le  mouvement 
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est  moins  rapide  , ensorte  ijuc  pour  de  |>eliles  vicesses  iniliaies  et  des 
angles jJc  projections  peu  considérables,  les  phénomènes  du  mouve- 
ment se  calculent,  avec  une  exactitude  suffisante,  par  les  formules  don- 
nées depuis  l’article  846. 

860.  Je  vais  d’abord  présenter  l’analyse  du  problème  de  la  trajectoire 
dans  un  milieu  résistant , d’une  manière  générale  et  indépendante  de 
toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ; je  supposerai  en- 
suite, comme  je  l’ai  déjà  fait  art.  789  et  suivants,  que  celte  résistance 
est  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse;  j’exposerai  les  raisons  qui 
motivent  cette  hypothèse,  et  je  ferai  connaître  les  limites  entre  lesquelles 
elle  est  admis.sible,  lorsque  j’en  serai  à la  partie  du  cours  où  je  dois  traiter 
de  la  résistance  des  fluides. 

Le  mobile  est  une  sphère  pesante , homogène , d’un  rayon  fini  ou 
infiniment  petit,  qui  après  avoir  reçu  une  impulsion  dirigée  par  son  cen  - 
tre  de  gravité  ou  de  figure,  se  meut  dans  un  fluide  stagnant  et  homogène. 

Le  temps  étant  désigné  par  l , soit  pdt  la  quantité  de  mouvement 
élémentaire  que  la  résistance  du  milieu  fait  |>erdrc  ou  mobile  pendant 
un  instant  quelconque  dt , ç fera  la  fonction  d’une  force  assujettie,  art. 
789,  à la  condition  particulière  d’avoir  toujours  un  sens  d’action  direc- 
tement opposé  au  mouvement  actuel  du  mobile,  ensorte  que  la  ligne, 
suivant  laquelle  p produira  son  effet  ]>endant  l’instant  dt , sera  la  tan- 
gente à la  trajectoire  menée  au  point  de  cette  courbe  où  le  mobile  se 
trouvera  au  même  instant. 

Soit  m la  masse  du  corps,  faisant  = r , la  quantité  r sera  la 

force  retardatrice  due  à la  résistance  du  milieu , comparable  à la  quan- 
tité g par  laquelle  j’ai  représenté,  jusqu’à  présent,  la  force  duc  à la 
pesanteur,  laquelle  est  accélératrice  ou  retardatrice  suivant  le  sens  de 
mouvement  du  mobile  pesant,  en  observant  néanmoins  que  r varie  d’un 
instant  à l’autre,  et  que  g est  constant. 

861.  La  position  du  mobile,  au  bout  du  temps  t,  est,  comme  à l’art. 
847,  déterminée  par  trois  coordonnées  rectangidaires  x,y  et*,  prises 
parallèlement  à des  axes  fixes  ; le  plan  des  xy  sera,  comme  à l’article 
cité,  suppo.sé  horizontal , et  le  point  de  départ  sera  censé  être  l’origine 
des  x,y,  i.  Or,  d'après  l’état  de  la  question,  la  vitesse  du  mobile,  au  bout 
du  temps  prise  dans  le  sens  de  la  trajectoire  et  que  je  désigne  par 
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(’ , est  modinéo  i“.  pour  la  pcsaïupur  qui,  dans  l'iiypotliésc  où  le  mou- 
vement du  corps  l’élève  au-dessus  du  plan  xj’ , retranche  de  v la 
-,  r/s 

quantité  ; a”,  par  la  résistance  du  milieu  qui  diminue  v der</r, 

ensorte  qu’on  a, dans  le  sens  du  mouvement,  dv  = — dt, 

équation  de  laquelle  on  déduit  l’expression  de  la  force  tangenlielle  S 
(art.  828  et  829) , savoir  : 


(0 


la  force  normale  N,  dont  l’unique  effet  est  d’infléchir  la  route  du  mobile, 
ayant  pour  valeur 


(=*) 


^ ds^  — s/s  * 

^ S 


862.  Le  plan  vertical  qui  renferme  l’élément  de  courbe  ds , actuel- 
lement parcouru,  est  celui  dans  lequel  s’exercent  les  actions  des  forces 

di 

r et  g,  ou  de  la  force  r et  des  composantes  g et  N ^ employées 

soit  à faire  varier  le  mouvement  soit  à changer  sa  direction  ; l'élément 
de  courbe  ds',  que  le  mobile  est  prêt  à parcourir,  sera  donc  aussi  dans 
ee  plan  ; mais  ce  mobile,  en  parcourant  le  a*,  élément  de  courbe  ds' , 
sera  animé  de  la  vitesse  d et  soumis  fi  l’action  des  puissances  r'  et  g, 
dd 

ou  d , ■ g et  N' , lesquelles  agiront  encore  dans  le  plan  dont  je 

viens  de  parler , ce  même  plan  renfermera  donc  le  3*.  élément  de  courbe 
ds"  et  ainsi  de  suite  î et  comme  on  peut  faire  ce  raisonnement  en  com  - 
mencant  par  le  t".  élément  de  courbe,  décrit  en  vertu  de  l’impulsion 
initiale  , il  en  résulte  que  la  trajectoire  entière  sera  située  dans  le 
plan  vertical  passant  par  la  direction  de  cette  impulsion  initiale,  ainsi 
que  je  l’ai  déjà  fait  observer  art.  846  en  démontrant  que  la  trajectoire 
décrite  dans  le  vide  jouit  de  cette  propriété.  (*) 


(*)  Il  est  bon  de  remarquer  que  l’expérience  a fait  reconnaître  une  déviatiou 
latérale  dans  le  mouvement  de  quelque!  projectile!  lancés  par  des  bouche!  à feu, 
qui  paraissent  avoir  décrit,  dans  l’atmosphère , des  courbes  2 double  courbure  ; 
on  peut  voir,  lur  cet  effet  et  sur  ses  causes,  la  proposition  7 de  l’ouvrage  do 

863, 
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863.  On  retrouverait  cette  même  pro|>ri^tê  en  posant,  comme  je  l’ai 
fait  art.  847,  les  trois  équations  générale*  du  mouvement,  qui  donnent 

les  valeurs  des  composantes  ti  ^ 

mination  de  rdl  entre  les  deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  gj 

- — ; constante.  Je  puis  donc,  comme  à l’ar- 


fournirait  la  relation 


dx 


ficle  cité,  sup|wser  que  le  mouvement  a lieu  dans  le  plan  .tî;  sup|>osant,' 

de  plus  que  le  sons  du  mouvement  actuel  est  tel  que  dx  et  dz  Sont  des* 

incréments  positifs,  et,  faisant  dans  les  i."  et  3.'  équations  de  l'art.  8io, 

dx  f dz  A 

respectivement,  X= — ^ et  Z = — "dT')'’ 

quations  générales  du  mouvement 

864.  Effectuant  la  différentiation  des  1 .'r»  picmbres , dans  l’hypoilièso 
de  dx  CQiistant,  on  a 


(■)••• 


ddt 


rdt 

~dT 


dt* 

ddidt  — ddtdt, 


On  riiminera  ddt  entre  ces  deux  équations,  en  multipliant  la  j.*’®  pr 
dt,  y et  ajoutant  Téqualion  produit  à la  2.®;  ce  qui  donnera 

Jtobins  les  rcmarqncf  et  de  Lombard  »ur  Ir*  explication*  données 

par  l'aateur  anglais,  explications  et  remarques  que  les  élèves  seront  en  état  de 
conprendre  et  d'apprécier , lorsqu'ils  auront  étudié  la  théorie  du  mouvement 
des  corps  solides  ; mais  ces  faits  ne  mûseot  en  rien  à U rigueur  du  raitosne* 
ment  consigné  dans  l'art.  863 , pafcequc  ce  ralaouoemenl  suppose , art.  860 , 
que  le  mobile  est  un  corps  sphérique,  homogène,  d'un  diamère  Hni  ou  inHoir 
ment  petit,  qui  reçoit  une  impulsion  initiale  passant  par  son  centre  de  gravité 
et  de  Bgiire , et  qui  se  meut  dans  un  Ûuidc  stagnant  et  homogène  ; c'est  plus  de 
/condilioui  qu'il  n'eo  faut  pour  rendre  la  trajectoire  une  courbe  plane.  ‘ 

i tB 
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’ ( ddz  = gdl^j  ( La  deuxième  équation  ci-à-cété  n’e«t  autre 

(2)  . . 3 < chotc  que  la  première , dan«  laquelle  on  a 

f dq  dx  = — ( fait  dz  = qdx. 

Pour  avoir  une  équation  entre  la  ré-sistance  r et  les  coordonnées  de  la 
trajectoire,  indépendante  du  temps,  je  dilTérentie  la  deuxième  équation 
(2)  et  j’ai 

(3)  ddqdx  — — ügdtddt. 

dqd.T 


.ensuite  , au  moyen  de  la  valeur  dl^  ■ 


g 


-J  j’élimine  dt  de  la 


1."'  équation  (i)  et  de  l’équation  (3)  ; j'obtiens  ainsi  deux  équations 
qui  ne  contiennent  plus  que  ddt , et,  éliminant  cette  dillérenticlle  se- 
conde , j’arrive  à l'équalion  unique 

ds  ddq 

dx  idtj*  ■’ 


(4) 


r 

g 


multipliant  la  deuxième  équation  (2)  par 


dl*dq  dx 


di^ 

_ 

gds* 

ds 

dqdx  - 

'~dT’ 

. _ 

gds* 

\*^ ) • • • 

dq  dx 

ddz  ' 

expression  de  la  vitesse , à un  point  quelconque  de  la  trajectoire , qui 
ne  contient  plus  la  résistance. 


Analyie  particulière  du  problème  de  la  trajectoire  dani  le  cas  où  la  réiitlancc 
du  milieu  est  proportionnelle  au  quarre  de  la  vitesse.  Équations  dilfcrrn  - 
tielles  de  la  courbe,  scs  asymptotes,  sa  forme  générale. 

865.  Tels  sont  les  principaux  résultats  auxquels  on  peut  arriver  par 
une  analyse  générale  et  indépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  résis- 
tance du  milieu  traversé  par  le  mobile.  Au  moyen  des  formules  oblc.» 
nues  par  cette  analyse  lorsque  de  trois  choses  , savoir  : la  trajectoire, 
la  loi  de  la  vitesse  et  la  loi  de  la  résistance,  on  en  connaît  une,  les  deux 
autres  sont  déterminées  ; je  vais  en  faire  l’application  à une  loi  de  ré-‘ 
sistance  donnée,  et  pour  établir  les  calenls  sur  l’hypothèse  la  plus  con- 
venable k la  pratique  de  rarlillerie,  je  supjjoserai  comme  à l'art.  789, 
la  résistance  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse.  Je  substituerai , en 
cunséquencc , -dans  les  équations  de  l'art,  précédent,  à r le  produit  de 
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c*  par  une  constante  - A dont  rcipcricncc  seule  peut  faire  connaître 
ta  valeur  ; j’aurai  ainsi 

(i) r = iAv*j 

cette  valeur  de  r , introduite  dans  l’r^uation  (4)  de  l’article  précédent , 
donne 

(^\  . A-  . JA-- 

^ ' A dx  dij^  ■’ 

et  en  égalant  le  a.*  membre  de  cette  équation  4 celui  de  l’équation  (5) 
de  l’article  cité 

(J).  ....  ...  . 

tl’où  on  tire  par  Tinlégration , //r  étant  la  difTérentielle  constante, 

dq  As  j C est  U constante  arbitraire  ; r = *,71828 

(4)  . . . .<  est  la  base  du  système  des  logarithmes 

I népériens. 

On  déduit  de  la  2,*^équatîon  de  Part,  précédent  > d’oti 

. as:  dx^ 

w 

dx  > 

~ est  la  valeur  de  la  vitesse  horizontale  ; pour  déterminer  la  cons- 
tante C je  suppose  que  l’impulsion  initiale  imprimée  au  mobile,  h 
l’origine  de  Sj  lui  ait  communiqué  une  vitesse  U,  dans  une  direction 
faisant  l’angle^  avec  l’horizontale,  ou  avec'  l’axe  des  x;  j’ai  donc  les 

...  • dx 

valeurs  initiales  ^:=oct  U cos. 

///*  X g 

J ; • ==  "771 Ta  ^ ^ m T5~  J ( 4)  devient 

dx^  U^coa.a  . £/*cos.*o'  ' ' 

A. —S  As. 

■ ' ^ dx  U^cos.^Û  ' ' 

Soit  H la  hauteur  à laquelle  e#*  due  la  vitesse  U,  on  » = igH  et 

(7) — iWcos.*  0 . • 

Je  multiplie  le  i.«  membre  de  cette  équation  par  ^ le  a.«  par  la 
valeur  dx}/^  1 H-?*  de  et  j’ai  l’équation  séparée 
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(8) — dse'^'=  3.Hcos.^  0 • dq\/' q'  j 

pour  intégrer  celte  équation  je  fais  V i + ÿ^  — X — ? 


^ 4 ..3  > 


£^0\ldqV\->r<|'  -hX^X~r-i 

et,  ceye  valeur  étant  introduite  dant  le  2'.  membre  de  (8),  on  a,  par 
l’intégration , 


As 


a— 


_ lo-  . 

Aiuoi^e  6X  + 4 


)(x^  + 0 

tituaiit  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente 


-iC  = ? +^'i.+  ï’  et- 


, subs- 


As 


(9) 


-flog-l^  + K'+î*  AHcüs.^0"’ 


déterminant , ensuite,  la  constante  par  la  condition  que  ^ = tang. 
lorsque  s = o',  et  faisant 

/ X S"’-  ^ I ( 'V  T 

ttuig.  ^ j =/; 

(.T  est  la  demi -circonférence  dont  le  rayon  = i)  on  a 

I 


(i.) ...  .<7= 

l'équation  (9)  devient 

(ta)  . ..  e*’=i+AIlcos.^0\f—  9K^9T~’°S-fy  + j/’  + ï'  ]i  ■ 
866.  Il  est  facile  maintenant  d’avoir  deux  équations  desquelles,  si  leur 
intégration  était  possible,  on  déduirait  la  relation  entre  les  coordon- 
nées 2:  et  I delà  trajectoire  ; pour  les  ^tenir  on  éliminera  e^*entre  les 
équations  (7)  et  (9)  de  l’article  précédent , et  on  aura  une  première 
équation  qui  donnera  dx  en  fonction  de  q ; substituant,  ensuite,  dans 
. dz 

cfue  équation  , k dx,  on  rn  aura*  une  seconde  entre  di  cl  et  on 

arrivera  ainsi  aux  deux  équations  cherchées,  dans *lesquellcs  les  indéter- 
minées sont  séparées,  savoir  : 


(■) 


. dx  ^ 


dq 


i-h9‘  +iog.(7+ï/^  i-fv’  ) — ^ 


(-)  • 
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«4> 


T^îyl^i+7‘  +log.(7  + l^i+Ÿ-)  — c'{  ■’ 

si  ces  équations  étaient  intégrables  on  en  conclurait,  par  l’élimination 
de  q , une  équation  unique  entre  æ;  et  z,  qui  serait  l'équation  de  la  tra- 
jectoire ; mais  cette  intégration , si  elle  n’est  pas  impossible,  échappe  du 
moins  h toutes  les  méthodes  dont  les  analystes  sont  actuellement  en  pos- 
session. Je  vais,  en  conséquence,  chercher  à tirer  parti  des  équations 
dilTérrnticlles  pour  déterminer  la  forme  et  les  propriétés  générales  de  la 
trajectoire,  calculer,  par  approximation,  scs  coordonnées  et  la  cons- 
truire par  points. 

867.  Le  meilleur  moyen  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de 
la  trajectoire  est  celui  de  la  comparer  avec  la  courbe  décrite  dans  un 
milieu  non -résistant;  pour  cela  je  fais  A — a dans  l’équation  (8)  de 
l’art.  (865)  er  j’ai , en  désignant  par  s* , l’arc  parabolique  qui  a la  même 
origine  que  s , dont  la  tangente,  menée  à son  extrémité,  est  parallèle 
h la  tangente  menée  à l’extrémité  de  J,  et  qui  est  décrit,  dans  le  vide, 
en  vertu  de  la  même  impulsion  et  de  la  même  direction  initiales. 

(i) — fis'  =■  a.Wcos.* 0 . dq'^ y 

Appliquant  à l’intégration  de  cette  équation  les  procédés  de  calcul  indi- 
qués à l’article  cité,  on  a 

(a)  . . . //cos.*t?i/— r/»^r+^-~log. 

et  cette  équation  comparée  à réquaticn  (la)  de  l’art. 865  donne  la  rela- 
tion = As'  -f  I,  entre  les  arcs  s et  .v'  correspondants  à une  même 
valeur  extrême  de  ^ ou  de  , relation  de  laquelle  on  déduit 

(3) ± As  = log.  (i  ±As')j 

les  signes  sujiérieurs  et, inférieurs  étant , respectivement,  applicabhs  it 
la  partie  de  la  courbe  cITectivement  parcounie  par  le  mobile,  et  è sa 
continuation  de  l’autre  côté  du  point  d«dé|>art. 

868.  Considérant  d’abord  cette  seconde  )>artie  , ou  continuation  de 

la  courbe  sur  laquclle-j  et  s'  sont  nég.itifs  , si  on  y suppose  s'  = ~ , 

I 

en  « — J = 


» , d'oii  je  conclus  qu'il  existe  un  arc  fini  de 
la  partie  négative  de  la  trajectoire  parabolique  , tel  que  la  tangente 
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nicnce  k l'cxtrt'mité  de  cet  arc,  n’a  sa  coricspondaiite,  ou  sa  parallèle, 
sur  la  partie  négative  de  l'autre  trajectoire , qtj’ii  l’extrémité  d’un  arc 
de  longueur  inlinie. 

On  conclut  de  cette  propriété  que  la  partie  de  la  trajectoire  réelle, 
correspondante  agx  x et  s négatives  , à une  asymptote  inclinée  à l’Iio- 
rizon , et  formant,  avec  l’axe  des  x,  un  angle  plus  grand  que  ûj  le- 
quel  angle  se  détermine  en  substituant,  dans  l’équation  (a)  de  l’article 


l'récédent  , 


et  calculant  la  valeur  de  y qui  résulte  de  cette 


substitution. 


86ç.  Voici  une  remarque  sur  la  longueur  — ^ de  l’arc  parabolique 


dont  la  tangente  extrême  est  parallèle  à l’asymptote  de  la  trajectoire, 
que  je  ne  dois  pas  onu'ttre.  Soit  r — goa  aura,  art.  865  équation  (i), 

e*  = — ^ • 2g  J donc,  lorsque  >'=gt  ou  lorsque  le  produit  de  la  masse 

du  mobile  par  la  force  retardatrice  r est  égal  au  produit  de  cette  masse 

par  la  force  accélératrice  g de  la  pesanteur,  est  la  hauteur  due  à 

la  vitesse  qui  a lieu  dans  ce  cas,  c’est-à-dire  à la  vitesse  qui  rend  la 
résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile. 

870.  Considérons  maintenant  la  partie  de  la  courb#  efTectivement 
parcourue  par  le  mobile  , celle  sur  laquelle  se  comptent  les  r positives. 
Ce  mobile  étant  supposé  lancé  dans  une  direction  initiale  telle  qu’il  s'é- 
lève, d’abord,  au-dessus  de  l’horizontale  passant  par  son  point  de  départ, 
arrive,  au  bout  d’un  certain  temjis,  au  point  culminant  de  sa  trajectoire, 
celui  où  la  tangente  à cette  courbe  est  horizontale  et  où  on  a y = o. 
IJi  se  termine  la  branche  ascendante  sur  laquelle  la  tangente  trigo- 
nométrique  q est  positive,  et  commence  la  branche  descendante  smc 
laquelle  q est  négative , laquelle  branche  a une  longueur  indéfinie  au- 
dessous  du  point  culminant»  l«  mouvement  de  descente  du  mobile  ne 
pouvant  être  arrêté  par  aucun  obstacle  dépendant  des  lois  auxquelles  il 
^est  soumis.  Le  point  culminant  de  la  trajectoire  parabolique  est  plus 
élevé  que  celui  de  la  trajectoire  elTective,  et  l’équation  (3)  de  l’article 
867,  jls—  log.  ( I prouve  que,  des  deux  arcs  j et  s' , dont  les 

tangentes  extrême;  sont  parallèles,  le  dernier  croit  beaucoup  plus  ra.. 
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’pîdcment  que  ie  premier  dans  la  branche  descendante.  L’arc  s',  qui  ap- 
partient à la  trajectoire  parabolique,  a une  tangente  verticale  située  à 
iKie  distance  infinie  de  la  verticale  |)assant  par  le  point  de  départ  ; la 
direction  de  l’élément  i/s  de  l’arc  s de  la  trajectoire  réelle  s’approche  donc 
de  plus  en  plus  d'être  verticale,  ou  ce  qui  revient  au  même  , q s’ap- 
proche d’étre  infini  à mesure  que  s augmente,  et  ne  le  devient  rigou- 
reusement que  lorsque  5 est  infinie,  c’est-à-dire  à une  distance  infinie, 
mesurée  dans  le  sens  de  la  courbe,  de  l’horizontale  passant  par  le  point 
de  départ;  mais  comme,  d’après  l’équation  ci-dessus  citée,  l’inclineisoii 
de  ds  ou  la  valeur  de  q croit,  sur  la  branche  descendante,  dans  une  pro- 
portion qu’on  j)ourrait  dire  être  incomparablement  plus  grande  que  celle 
des  accroissements  de  il  y a lieu  de  soupçonner  que  cette  branche  ne 
s’éloigne  pas  à l’infini  de  la  verticale  passant  par  le  point  de  départ , 
comme  la  branche  parabolique,  et,  par  conséquent , que  l'arc  .r  a , du 
côte  positif,  une  asymptote  verticale  ; voici  comment  on  changera  ce 
soupçon  en  certitude. 

Je  dt-signe  par  une  partie  positive  et  déterminée  de  dont  l’origine 
soit  au  point  de  départ,  et  l’autre  extrémité  à un  des  points  de  ,s  oit 
l’angle  formé  par  la  verticale  est  très- petit  et  qu’on  peut  supposer  placé, 
sur  la  branche  descendante,  au-dessous  de  l’horizontale  passant  par  le 
point  de  départ,  ou  par  l’origine  commune  dcj,.r  et  s.  Faisant  s — ^=o’, 
on  a et  ds  =■  désignant,  de  plus,  par  a et — c les  coor- 

données du  point  dont  il  s’agit,  respectivement  parallèles  aux  x et  aux  z, 
et  posant'  les  équations  .v  = a+^j  — 5=  — {c  + î^)  j on  a t/x= 


enfin  les  lettres  B,  C,K,C,C',  G"_,  K' et  Z représentant  des  cons - 
tantes,  l’équation  (8)  de  l’art.  865  devient,  en  observant  que  la  lettre  q 
peut  y être  conservée 

— coi.'^  ff dq}/^ i-f-?’  • 

Or  , en  ne  considérant  cette  équation  que  relativement  aux  valeurs 
correspondantes  de  i et  9 dans  la  partie  positive  de  Oj  on  peut,  eu 
égard  aux  grande^  valeurs  de  q dans  cette  partie,  négliger  l’unité  par 
rapport  à q*  ce  qui  réduit  le  radical  i-f-?*  à — q (les  valeurs  de  q 
et  dq  étant  négatives  sur  toute  la  branche  descendante), -et  l’équation 
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pn.'ci’clcnlc  devient  B(f  dq, (en  faisant  B — — a/Zeos.*^ 

ayant,  pour  irftégrale,  —C  e/^  E.  Introduisant,  maintenant, 

dans  l’équation  (7)  de  l'art.  865,  les  valeurs  ci-dessus  données  aux  varia  - 


blés  du  problème,  et,  éliminant  e'^^'^'^‘^Vntre  cette  équation  et  celle 

• 1 . ■ 1.-  . • Bdu  ■ 

qu’on  vient  d'obtenir  par  1 intégration,  on  a — — = Cy'  + Æ , d où 

Uç 


d~ 


Gdq 

7^  + A*  ’ 


3 


équation  de  la  quelle  on  déduit  , 


jit  Ç = G'  |arc.  ^tang.  = ^ 

f =G"  jlog.  -f  log.  A'  |,  suivant  que  Z’ est  positif 


ou  né  - 


galif;ilne  serait  pas  difficile  de  reconnaître  quel  est  le  signe  de  , 
mais  cette  détermination  est  inutile  à l’objet  unique  de  l’analyse  pré- 
cédente qui  est  de  prouver  qu’une  valeur  infinie  de  q répond  ii  une 
valeur  finie  de  ^ ou  de  j:  = « -P  ^ et  que,  par  conséquent,  la  branche 
descendante  de  la  trajectoire  a une  asymptote  verticale^  ce  résultat  sc 
déduit  également  de  l’une  et  l’autre  intégrale. 

871.  11  est  aisé,  d’après  c&  qui  précède,  de  se  faire  une  idée  de  la 
forme  générale  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant.  ^4  étant  le 
point  de  départ,  ylX  une  horizontale  et  AZ  une  verticale  passant  par 
ce  point,  si  A (y  EH  représente  la  parabole  qui  serait  décrite  dans  un 
milieu  non  résistant , avec  une  vitesse  initiale  U et  sous  un  angle  de 
projection  = 0 , AOCG  pourra  représenter  la  courbe  décrite  dans  lé 
milieu  résistant  ; AO  est  la  branche  ascendante  qui  s’abaisse  graduel- 
lement au  -des.soiis  de  la  parabole  à mesure  que  le  mobile  s’élève  ; OCG 
est  la  branche  dc'scendantc  qui  diffière  beaucoup  plus  delà  parabole  que 
l’ascendante.  Le  point  culminant  O est  plus  abaissé  et  plus  rapproché 
de  la  verticale  A 7,  que  le  point  culminant  de  la  trajectoire  parabolique 
laquelle  s’écarte  ii  l’infini  de  AZ  au  lieu  que  la  trajectoire  réelle  ne 
s’étend  pas  au-dela  d’une  verticale  QT  située  & une  distance  finie  AD 
de  AZ  et  qui  est  l’asymptote  de  la  branche  descendante  OCG.  Enfin  il 
existe  sur  le  prolongement  AF  de  la  trajectoire  parabolique  un  point 
tel  qu’une  parallèle  QSR  h la  droite  tangente  b la  parabole,  en  ce  point, 

coupant 
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et  coupant  l’aiie  horizontal  MX  à une  distance  finie  AS  de  l’origine 
A , est  une  seconde  asymptote  de  la  trajectoire  réelle. 

On  \"oit  que  la  courbe  AUCd  a quelque  ressemblance  avec  une  hyper- 
bole tracée  entre  les  asymptotes  ÇR  et  QT,  ce  qui  a donné  à Newton 
l’idée  de  chercher  à déterminer  la  densité  du  milieu  qui  pouvait  rendre 
la  trajectoire  une  hyperbole,  problème  facile  à résoudre  par  les  formules 
des  art.  86i  et  suivants  ; celles  que  j’en  ai  déduites,  depuis  l’art.  865  , 
supposent  la  densité  constante  et  donnent  une  courbe  sensiblement  dif- 
férente de  l’hyperbole  , surtout  lorsque  l’angle  de  projection  n’est  pas 
très-petit.  Il  est  évident,  d'après  tout  ce  qui  précède,  que,  si  une  droite 
divisait  l’angle  RQT  en  deux  parties  égales,  les  branches  de  la  courbe 
AUCG,  qui  se  trouveraient  de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  ne 
seraient  ni  égales  ni  semblables. 

Calcul , par  partica,  dei  coordonnée!  de  la  trajectoire  et  conitruction  do  celle 
courbe  par  points. 

87a.  Les  équations  de  l’art.  866,  desquelles  on  déduirait,  si  elles 
étaient  intégrables  , la  relation  entre  les  coordonnées  de  la  courbe,  se 
refusant  à toutes  les  méthodes  rigoureuses  connues,  il  faut,  pour  cons- 
truire la  courbe,  avoir  recours  à quelque  méthode  d’approximation  ; en 
voici  une  dont  les  calculs  sont  faciles. 

J’appelle  ^ l’angle  formé  par  l'horizon  et  par  la  tangente  menée  à 
l’extrémité  de  l’arc  J,  et  j’ai 

tang.  /■  jr+ip  N 

yK  1+7»  = ^ ; y + »/ , -f  y»  = tang.  ~ j- 

L’équation  (12)  de  l’art.  865  devient , en  y substituant  ces  valeurs,  et 
faisant  AH  cos.»  0 =.n  , 

s = ^ log.  I . -b  « [/-- ^^  - log.  tang.  )]|  • 

Si  on  veut  calculer  les  valeurs  de  s sans  avoir  besoin  de  se  servir  de 
tables  de  logarithmes  hyperboliques  ou  népériens,  on  fera 
fl  — 2,3o2585 

et  on  aura 

-S*  '"S-  j'  + "[/-  'os- 

I 19 
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formule  dans  laquelle  le  signe  log.  indique  un  logarithme  pris  dans  les 

tables  vulgaires  qui  donnent  log.  10  = 1. 

Oo  calculera  ainsi  une  table  des  valeurs  de  s correspondantes  à une 
suite  de  valeurs  données  de  ^ qu’il  est  convenable  de  prendre  en  pro- 
gression  arithmétique,  le  premier  terme  étant  =7^;  plus  la  différence 
de  cette  progression  sera  petite  et  plus  l’o|)ération  sera  exacte. 

Représentons  par  et  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite,  par 
s et  r'  les  arcs  de  courbes  correspondants , et  soient-^' — ^ et 

y — s — , on  pourra  , l’angle  étant  petit , considérer  at/r 

comme  un  arc  de  cercle  dont  les  tangentes  extrêmes  fomsent  les  angles 
(p  et  P'  avec  l’horhion.  Le  rayon  de  cet  arc  et  sa  corde  auront , res- 

pectivement , pour  valeurs — — et — — . a sin.  et  l’angle  for- 

mé  par  l’horizontale  et  par  cette  corde  sera  = ^ (^p  + p'  ). 

Les  longueurs  des  projections  orthogonales  de  cette  corde  seront , 
savoir  : 


sur  I axe 


des 


sur  l’axe  des  * 


dtp 

^dls 

~^p 


^ sin.  (i  dtp)  cos.  ^ 
sin.  (i  ^p)  sin. 


et  les  coordonnées  x et  î , correspondantes  à un  nombre  quelconque 
d’arcs  ^consécutifs  dtp  compté  h partir  de  l’origine,  auront,  pour 
valeurs,  les  sommes  des  projections  des  arcs,  savoir: 


(»)••- 


I sin-  (t  ‘^'P)  cos, 


EipreHÎODt  de  la  ntlesse  et  du  temps.  Limite  de  la  viteue  dan»  la  branche 
descendante , lur  laquelle  le  mouTement  tend  à devenir  uniforme. 

873.  Je  vais  maintenant  donner  l’expression  générale  de  la  vitesse.  On 
déduit  de  l’équation  (5)  de  l’art.  865,  en  y introduisant  la  valeur  de  Cj 
I/*co5.’ ^ 2gHcos.*û 


d!?- 


As 


As 
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(3)  ...  A = 


~-jj-  la  vitesse  hon2onlale  égale  au  produit  de  la  vitesse  c,  dam  le 

sens  de  la  courbe , par  le  cosinus  de  l'angle  ip  que  l’élément  de  courbe 

parcouru  forme  avec  l’horizon , c’est  - à - dire  que  = <’*  f os-*  ^ ; soit 

A la  hauteur  due  k la  vitesse  Oj  on  a v’  cos.*^  = a^A  cos.^p  et  cette 
valeur  introduite  dans  l'équation  précédente  donne 

, /feos.*  0 
(a) A = — ^ 

cos.^p  J 

(p  est  l’angle  dont  <f  est  la  tangente,  on  a,  par  conséquent,  cos.’tt  = 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  , donnée  par  l’équation  (i a) 
de  l’art.  865 , on  a 

//cos.*  0{  \ 4-f’) 

I + jiH cos.*  0\f-~qV^ i ^ log.  -f  ) i 

874.  L’équation  précédente  donne,  à l'origine,  h=.H,  ainsi  que  cela 
doit  être,  H étant,  par  l’ëtat  de  la  question,  la  valeur  initiale  de  h j 

, . . , //  cos.»  0 . 

au  point  culminant,  ou  o = o,  A = ■■■-— — . cette  der- 

* t 1 > J ^ J y 

niére  valeur  de  A diminue  encore  au-delà  de  ce  point  culminant,  jus- 
qu'à ce  qu’elle  ait  atteint  un  minimum  de  valeur;  elle  augmente  emuite, 
mais  ses  accroissements  ultérieurs  ne  peuvent  pas  excéder  une  limite 
qu'il  est  bon  d’assigner.  Pour  cela  je  rapporte  l’équation  (3)  de  l’art, 
précédent,  à un  point  de  la  branche  descendante  de  la  trajectoire  tri-s- 
éloigné  du  point  culminant,  et  j’observe  qu’à  ce  point  q est  négatif, 
ce  qui  change  — q en  q p'i-f-y’  et  log.  (q  + ) en 

log.  ( — q -H  ; de  plus  la  valeur  de  la  tangente  trigonomé- 

trique  q étant  extrêmement  grande,  puisqu’au  point  de  la-trajectoire  dont 
il  s’agit  l’angle  p est  presque  droit,  les  expressions  i+q^etq  ^ ne 
diflf'érent  l’une  de  l’autre  que  par  une  quantité  négligeable  par  rapport 
à chacune  d'elles  , et  log.  ( — q est  le  logarithme  négatif 

d’une  fraction  positive  peu  différente  de  zéro;  ce  logarithme  peut  cepen- 
dant être  négligé  par  rapport  à q , qui  est  d’un  ordre  supérieur, 
et,  eu  égard  à ces  diverses  observations,  l’équation  ci-dessus  citée  devient 
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Hinsi  le  mouvement  dans  la  brandie  descendante  tend  continuellement 


à devenir  uniforme  avec  la  vitesse 


et  le  mobile  ne  tarde  pas 


à prendre , sensiblement , cette  vitesse  constante , lorsqu’il  a passé  le 
point  où  V est  un  minimum.  Ce  résultat  est  identique  avec  celui  au- 
quel je  suis  parvenu  , art.  748  , jiour  le  cas  du  mouvement  vertical 
dans  un  milieu  résistant,  la  quantité  a de  l’art,  cité  exprimant  exacte- 
ment la  même  chose  que  puisque et  ont  été  employés, 

art.  740  et  865,  pour  représenter  la force  relarriutrice  duc  à la  résistance 
sous  l’unité  de  vitesse. 

J'ai  fait  voir,  art.  869,  que  était  la  hauteur  due  à la  vitesse  qui 

rend  la  rési.stancc  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile,  ce  qui  lie  en- 
core cette  expression  à une  propriété  remarquable  du  mouvement. 

875.  Pour  avoir  une  (■quation  qui  , si  elle  était  intégnV,  donnerait 
l'expression  générale  du  temps,  j’élimine  6'e'^* entre  les  équations  (4) 
et  (5)  de  l’art.  865,  et  prenant  la  valeur  de  dt'^  j’ai 

(.) = 

substituant  ensuite  dans  cette  valeur  celle  de  dx , donnée  par  l'équation 
( I ) de  l’art.  866,  et  extrayant  la  racine  quarrée 

(a)  . . d,= 

\k^»\C'—qVx+<t'  — log.(7 )]17 

Le  signe  de  dt  est  positif  depuis  le  premier  instant  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement;  et  comme  q,  d’une  part,  diminue  sur  la 
branche  ascendante , !i  mesure  que  / augmente , et , de  l’autre , devient 
négatif  sur  la  branche  descendante,  la  dinTérentielle  dq  de  sa  tangente 
doit  toujours  avoir  un  signe  différent  de  celui  de  dt. 

Analyse  ultérieure  du  problème  de  la  (rajerlnirr  dans  un  milieu  résistant,  au 
moyen  de  laquelle  on  obtient,  eu  faisant  quelques  hypothèses  qui  n'altèrent 
pas  sensiblement  reiactilude  des  résultats,  des  intégrations  qui,  tans  ces  hy- 
pothèses , seraient  impossibles. 


876.  L’équation  précédente  et  les  équations  fondamentales  (i)  et  (2) 
de  l’art. 866  ,qui  devraient  donner  le  temps  et  la  relation  entre  les  coor- 
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données  de  la  courbe,  n’élant  point  intégrables,  je  crois  devoir,  en  fa- 
veur des  élèves  qui  se  destinent  à l’arme  de  l’artillerie,  et  vu  l’impor- 
tance de  la  matière,  ajouter  à la  théorie  exposée  depuis  l’art.  865,  et 
indépendamment  des  procédés  de  calculs  approximatifs  expliqués  art. 
873,  de  nouveaux  détails  propres  à faciliter  l’application  des  formules  k 
la  pratique  de  l’artillerie.  Ces  détails  et  une  partie  de  l’analyse  précédente 
sont  tirés  d’un  excellent  mémoire  de  M.  Le  Gendre,  sur  la  balistique,  qui 
a remporté  un  prix  proposé,  en  1783,  par  l’Académie  Royale  de  l’russe. 

Je  désigne  par  J.  cette  quantité  -^qu’on  a vu  être  la  hauteur  duc  k 


la  vitesse  qui  rendrait  la  ré-sistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile, 
et  introduisant  cette  quantité  /.  dans  l'équation  (3)  de  l’art.  860  j’ai 

(i) kddq=dsd<f. 

j’observe  qu’on  peut  prendre. pour  unité  une  ligne  arbitraire  et  par 
conséquant  ensuite,  pour  parvenir  à intégrer  l’équation  précédente, 
je  supposerai  X égal  à une  quantité  variable,  mais  qui  dans  ses  plus 
grandes  variations  diffère  peu  de  l’unité  ; je  pose  pour  cela 


(3)  ...  J = 


X X doit  itre  considérée  comme  égale 

^ I -P  tang.*  ^ ^au  produit  de  \unité  Uniaire  par  la 
I -fe  tang.*  ^ jfonction  Irigonométriquc  ci-à  côté  , 
fqui  est  de  dimension  nulle. 

Je  vois  d’abord  que  celte  expression  sera  = i au  sommet  où  ÿ = o,  et  que 
je  puis  la  rendre  = i à un  autre  point  quelconque,  en  déterminant  e con- 
venablement. 11  est  à propos  de  faire  ensorte  que  cette  condition  ait  lieu 
au  point  de  départ,  ])ourcela  on  substituera  dk  ip  et  on  posera  l’équation 

sin.*  ff+CQ$.*  0 


J/i+tang.'é'  

I +«  tang.*  0 


ou 


d’oit  on  déduira 


cos.  0(COS.^  ff  + d ) 
A cos.»^ 


cos.  <9 — cos.’^  cos.é'(i — cos.6^)  „ 

I — CüS.*  ^ (i -t-cos.  ^)(i — cos.é') 


(3) 


cos.  ^ 

I -t-cos.tf 


au  moyen  de  cette  détermination  de  f lecoèllicient  variable 

i-l-etang.*  ip 

sera  = i à trois  points,  savoir:  i®.  le  point  de  départ,  3®. le  sommet. 


i6o  Dynamique  élémentaire. 

3”.  le  point  de  la  branche  descendante  ou  rinclinaison  de  la  tangente  sur 
riiorizon  est  la  même  qu'à  l’origine  (observez  que  le  signe  de  ^ ne  change 
ni  la  valeur  ni  le  signe  de  l’expression  ci-dessus).  Dans  les  points  inter- 
médiaires À diiTérera  de  l’unité,  et,  pour  apprécier  les  anomalies  qui 

en  résulteront , cherchons  la  plus  petite  valeur  de  ou  de  , 

f étant  la  variable;  la  condition  =o donnera  y*  = -î ; 

cette  valeur  substituée  dans  l’équation  (2)  donne,  toutes  réductionsfaites, 
en  ayant  égard  à l’équation  (3),  -î  = — tang.*  d’où  on  conclut 

„ „ T , I 

Pour  8 = —r- A=l ; 

0 400 

'<  = — 

^ — 

ainsi,  dans  lecas  plus  défavorable,  l’hypothèse  de  ^ ^ = i 

a i-fflang.’ÿ  ’ 

, . cos.  8 • T,, 

en  faisantes  i 4.  cos  9 ’ pourle 

plus  grand  nombre  des  applications  qu’on  aura  à faire  des  formules  ci-après. 

Cette  valeur  — de  k substituée  dans  l’équation  ( i ) donne 

. ddq  = dq  (i  -f  fy’) 
as 


ou,  en  observant  que  ds  = dx  > 

(4)  = ‘^<1 

dont  la  i.'‘  intégrale  est,  en  se  rappelant  que  dx  est  constant, 

(5)  

on  a équation  (7)  de  l’art.  865  lorsque  j = o,  c’est-à-dire  au  commen- 
cement du  mouvement , 

dq  \ dt  . 

dx  ~ a//cot.V  dx  ~ 

cc  qui  donne 
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^ “ • •a  //co8.»g  = ‘“"6-  ^ + î ' ‘""8  ' ^ 


ou  B=  tang.^  + if  tang.3^+-^-i^..(6) 
on  déduit  de  l’équation  (5) 


dx  = 


dif 


q + — B 

que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

(7) ï f = ZlÉü. 


11  faut,  dans  l’éva- 
luation numérique  de 
H et  de  avoir  é- 
gard  à l'équation  hy- 
^lOthctiquc  ,1^  = 1. 


le  second  membre  est  une  fraction  rationnelle  et,  potir  avoi  r au  dénom  i- 
nateur  des  facteurs  rationnels, on  fera 

(C  — +yc  + e*  + i)  = |5—iv—<73.j.  La  lettre  e désigne  une  cons- 
® 7 (tante  inconnue. 

effectuant  la  multiplication  indiquée  dans  le  i.«r  membre  et  égalant  à 
I fi  la  partie  du  produit  qui  ne  contient  pas  q on  aura 

(8) fc3+e-.fi  = o, 

équation  du  3.<>  degré  qui  donne  la  valeur  de  c,  laquelle  peut  ainsi  être 
regardée  comme  connue  dans  l’équation 

— dq 


(9)  • 


. 4 e dx=:  ■ 


qui  est  l’équation  (7)  dans  laquelle  on  a substitué,  au  dénominateur  du 
â.«  membre,  sa  valeur  hypothétique  (c— 7)  +^c  + c>  + i)  et  qui  a 

pour  intégrale  , complétée  par  la  condition  que  a:  = o correspond  à 
q — tang.fi,  en  faisant  K(4«*  + i)  = 


(io)..(i  -pc*f)x= 


+ J-i  arc 
m 


Léquation  (9)  multipliée  par  (c — q)  ou  par  c devient 


dx 
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— dq 


(u) je  {cdx — di)  = 

cl  a pour  inu'grale 


f’+cy  + c'+l 


î — cx  = arc 

em 


877.  Pour  faciliter  le  calcul  de  ces  formules  on  cherchera  deux  angles 
tels  que 

^ tang.^+jc  „ q + \c 

tang.  e=  J tang.  ()  = ^ j 

en  observant  que  sur  la  branche  descendante,  où  q est  négatif,  tang.  Q 
peut  l'être  aussi.  Alors  l’angle  Ç sera  négatif  et  non  obtus  ; car  la 
diminution  de  l’angle  ()  se  faisant  successivement  jusqu’au  point  oii 
€j  = — j c,  lorsque  q devient  plus  grand,  ()  augmente  aussi  par  degrés. 
Ces  angles  trouvés  on  aura 


(2) 


. = cx-  — ie-Q) 


en  prenant  un  nouvel  angle  ^ tel  que  m tang.  ^ rem- 

placer (i)  par 


Q) 


(3)  . . . =,05. 

mais  (i)  est  préférable  loisque  c dilTére  peu  de  tang.  0. 

878.  Nous  sommes  convenus  , en  introduisant  dans  le  calcul  la  fonc- 

. , ^I+r/*  , J . , , C08.  P 

non  A = — , de  donner  a e la  valeur rr-  afin  que  /. 

l+er/*  i+Cos.^  ^ 

soit=  I au  point  de  départ  et  au  point  de  la  branche  descendante  où 

la  direction  du  mouvement  fait  un  angle  0 avec  l’horizon, mais,  comme 

c’est  la  lettre  e et  non  l’expression  — qui  a été  introduite  dans 

l’équation  dilTérentielle  (4)  de  l’article  876  et  dans  toutes  les  intégrales 
qu’on  en  a déduit,  e demeure  encore  arbitraire,  dans  les  quatre  équations 
précédentes,  et  n’est  assujetti  à d’autre  condition  que  celle  d’être  une 

quantité 
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i5\i 


cniuntitc  conslantc.  On  peut  donc  lui  donner  ou  la  valeur  — — ou 

* ‘ I +C08.  ff 

telle  autre  valeur  propre  à satisfaire  à des  conditions  particulières. 

La  remarque  que  je  viens  de  faire  conduit  à une  équation  particu- 
lière de  la  branche  descendante,  qui  pourra  être  très-utile;  on  a déjà 
dû  remarquer  que  les  équations  (lo)  et  (12)  de  l’art.  876,  ne  pouvaient 
dmmer  la  valeur  de  l’amplitude  totale  que  par  une  espèce  de  tâtonne- 
ment , mais  lorsque  par  ces  équations , ou  par  celles  de  l’art,  précédent , 
on  aura  la  jxisition  du  sommet,  en  prenant  ce  sommet  pour  origine, 
on  calculera  séparément  la  branche  descendante  et  on  trouvera  aisément 
la  position  du  point  où  elle  rencontre  l’horizoptalc  passant  par  le  point 
de  départ. 

Désignant  par  //'  la  hauteur  due  à la  vitesse  du  mobile  au  point  cul- 
minant dont  la  valeur  .a  été  donnée,  art.  874,  on  a,  en  restituant  la 
valeur  de 

. f/  cos.»  0 

(') 


//'  = 


. H cos.»  f!  I sin.  0 , , , . 

■+  — 7— 


Transjsortons,  maintenant,  l’origine  de  a:  et  s au  point  culminant, 
dont  on  détermine  les  coordonnées  particulières  en  faisant  ^ = 0 dansles 
équations  de  l’art,  précédent  ; comptons  les  x sur  la  ligne  horizontale 
menée  par  ce  point,  et  les  : de  haut  en  bas  ; la  vitesse,  à cettc’nouvelle 
origine,  sera  due  à W et  sa  direction  sera  horizontale,  ce  qui  rend 
l’angle  de  projection  égal  à zéro;  la  valeur  de  B,  art.  876,  devien- 
dra B = — et  l'équation  (8)  de  cet  article  se  changera  en 


2//' 


(^) 


c^-èc  — 


%W 


cette  dernière 


^ I -4  fl» 

On  fera  toujours  w/=K  »c»+i.  et  /= 

hypothèse  donne  A = 1 au  point  de  déjiarf,  où  ç — o,  et  on  est  maître  . 
de  déterminer  < de  manière  à avoir  encore  .^  = i à un  autre  point  où  la 
tangente  à la  courbe  aurait  une  inclinaison  donnée;  je  suppose  que  cette 
inclinaison  est  telle  qu’on  ait  7 = i , ou  que  la  tangente  à la  courbe 
fasse  un  demi-angle  droit  avec  l'horizon  , cette  supposition  donnera 
1 20 
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= 1 (observez  que  le  signe  de  q n’a  ici  aucune  influence 


parceque  la  valeur  de  ?,  ne  contient  que  q*)  d’où 

(a) f = — I 0,4142136. 

Cette  valeur  de  £ étant  subslilué'C  dans  l’équation  (2)  et  les  valeurs  de 
c et  m , qui  résultent  de  cette  substitution,  étant  introduites  dans  les 
équations  (io)et  (ta)  de  l’art.  876,  ou  (1)  et  (2)  de  l’art,  précédent , les 
origines  des  coordonnées  x et  ; de  ces  équations  se  trouveront  transpor- 
tées au  sommet  et  donneront  très- aisément  la  position  de  tous  les  points 
de  la  branche  descendante. 

Je  désigne  les  équations  (1)  et  (2)  de  l’article  précédent,  lorsque  l'ori  - 
gine  des  X et  a est  placée  au  point  de  départ  du  mobile,  respectivement, 
par  3/=  O,  A’=o,  et  ces  mêmes  équations,  lorsque  l’origine,  par 
les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  est  transportée  au  point  cuimi  - 
nant , par  M'  = o et  A’'  = o ; pour  faire  usage  de  ces  dernières  équations 
on  déterminera  d’abord,  la  position  de  la  nouvelle  origine  en  calculant, 
par  les  équations  W = o et  A^  = o,  les  coordonnées  horizontale  et  ver . 
ticale  du  point  culminant  que  j’appelle  x'  et  j'  et  qui  sont , comme  je 
l’ai  déjà  dit,  les  valeurs  de  x et  s correspondantes  à la  valeur  q -=o\ 
x'  et  i'  étant  ainsi  obtenues,  si  on  veut  connaître  l’amplitude  totale, 
on  fera  a = ♦'  dans  A”  = o , la  valeur  correspondante  de  x , que  je 
désigne  par  x"  sera  la  distance  horizontale  du  sommet  au  point  où  le 
mobile  rencontre,  pour  la  seconde  fois,  l'horizontale  jiassant  par  le 
point  de  départ,  et  on  aura  l’amplitude  totale  = x'  -p  x".  (Voyez 
pour  plus  de  détail  le  mémoire  de  M.  Le  Gendre , ci-dessus  cité , et  les 
additions  qu’il  y a faites  dans  ses  c rercices  de  calcul  intégral  impri  - 
niées  à Paris  en  181 1). 


Équation  trèi-approchéc  dr  la  trajectoire , lorsque  l'angle  de  projection  est 
petit , ce  qui  est  le  cas  du  Ricochet. 

879.  On  peut , lorsque  Ip  mobile  est  lancé  sous  un  petit  angle  de 
projection,  obtenir  une  équation  finie  entre  les  coordonnées  x et  5 de 
la  trajectoire  qui  donne  une  grande  approximation;  pour  cela  on  dé-- 
veloppera  le  radical  , et  on  aura 

\/ 7T^  = I -h  Ï 9*  — i 7+  + -’i  y ® — etc. 
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«uhsiituant  celle  valeur  dans  l'ck]uation  (8)  de  l’art.  865  — ds  c^’  — 
i//cos.  ^ 0 dq  yr+ip^  et  inU'grant , on  a 

(i)  . . — 2^//cos.^0jq+^q^  — ^ q^  + etc.  I +conslan/ej 

on  a,  pour  déterminer  la  constante,  les  valeurs  simultanées  5 =o  et 
q = tang.  0,  ce  qui  donne,  en  faisant  tang.  0 = Q, 


constante  = — i — iAIIcoi.^  0 1 j ^ Ç*  + etc. } j 
(a)  . . . e-^’—i+iAHcoi.^  0\{Q — — Ç^)+ctc.{^- 
riiypothése  faite  sur  la  petitesse  de  l’angle  de  projection  rend  très* 
aplatie  la  partie  de  la  courbe  située  au-dessus  de  l’horizontale  |>a8sant 
par  le  point  de  départ , et  même  une  certaine  longueur  de  la  branche 
descendante  au-dessous  de  cette  horizontale  ; ainsi , Q étant  une  petite 
quantité,  Ç — q le  sera,  à plus  forte  raison,  dans  l’étendue  que  je  viens 
d'assigner,  et  on  pourra,  sans  grande  erreur,  négliger  les  puissances  de 
Ç — qj  à partir  de  la  3.*, ce  qui  réduira  l’équation  précédente  à 


(3) 


I -^-iAHcoi.*  0{Q — q). 


On  a,  par  réquation(7)  de  l’art.  865,  - 


At  dq 

e = s/f cos. ’ éliminant 


e'^‘  entre  cette  équation  et  la  précédente,  et  faie^t  II cos.’  0 = II" , 
on  a l’équation  séparée 

(4)  . . . . dx=- 


■%ir'dq 


i+iAH"{Q~q)  ' 

de  laquelle  on  déduit  par  l’intégration,  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  par  A, 

(5) Ax=  log.  \i^2AH"{Q-q)\s 

la  constante  arbitraire  est  nulle  pareequ'on  a les  valeurs  initiales  simul- 
tanées .T  = O et  q = Q. 

On  déduit  de  cette  équation 

iAIi"  ' 

substituant  pour  q sa  valeur 

(7)  . . . . 2 AH"  rfî  = (i  4-  2AH"  q—  e'*^]dx  ; 
et  intégrant 


1Ô6  Dynamique  ê l é m e n r a i r e. 

iAH"-.  = (i  + 2^//"  Q)x—  ^ + C. 


on  a , en  même  temps  ,o^  = oct3=o,  d'où 


et 


(8) 


iA^H" 


880.  Telle  est  la  forme  que  peut  prendre  l’êqualion  de  la  trajectoire 
lorsque  l’angle  de  projection  est  petit  ; on  remarquera  qu’une  partie  de  la 
valeur  de  s se  compose  de  l’ordonnée  = Çx  = xtang.0,  k la  droite  que 
le  mobile  prarcourrait  dans  le  vide,  en  vertu  dé  l’impulsion  initiale,  s’il 
n'était  ]>a$  animé  de  la  pesanteur  ; le  surplus  de  la  valeur  de  z étant  la 

quantité  soustractive iAzjT'' mesure  1 abaissement 


de  chacun  des  points  de  la  trajectoire  au-dessous  du  point  correspondant 
à la  même  valeur  de  x de  la  droite  dont  je  viens  de  parler. 

Le  calcul  des  valeurs  de  î,  d’après  des  valeurs  données  de  a?  ^ et  le 
tracé  de  la  courbe  sont  d’ailleurs  faciles;  on  fera  passer,  par  l’origine 
ou  point  de  départ,  une  droite  faisant  avec  l’horizontale  un  angle  dont 

la  tangente  = , et,  imaginant  cette  droite  coupee  par 

une  verticale  dont  la  distance  au  point  de  départ  soit  x , on  déterminera 
un  point  de  la  courbe  en  portant  sur  cette  verticale,  au-dessous  de  son 
point  d’intersection  avec  la  droite  inclinée  dont  je  viens  de  parler,  un 
nombre  d’unités  de  longueur  égal  au  nombre  dont  Ax  est  le  logarithme 
népérien  diminué  de  l’unité  et  divisé  par  i,A^U"\  on  pourra  se  servir 
des  tables  des  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  = 10,  en  prenant, 
dans  ces  tables,  les  nombres  correspondants  aux  logarithmes  vul- 
gaires ayant  pour  valeurs  0,4842945  Ax, 


Données  expérimentales  d’après  lesquelles  on  peut  établir  des  calculs  absolus 
sur  les  trajectoires  décrites  dans  les  milieux  résistants. 


881.  L’examen  critique  des  expériences  faites  sur  le  mouvement  des 
jirojectiles  dans  les  milieux  résistants,  nécessaire  pour  en  tirer  des  ré- 
sultats applicables  à la  pratique  de  l’artillerie,  exigerait  une  discussion 
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ctcnJue  el  détaillée  à laquelle  les  bornes  de  ce  cours  ne  me  permettent 
jras  de  me  livrer;  je  me  restreindrai  k donner  ici,  en  faveur  des  élèves 
qui  voudraient  s’exercer  à l'application  numérique  des  formules  dé- 
montrées de|Hiis  l'art.  86.5 , quelques  bases  de  calcul  absolu. 

Voici,  relativement  à la  résistance  de  l’air,  une  évaluation  du  coèlli- 
cient  j yi  du  guarré  de  la  vitesse  , dans  l’expression  de  r ( art.  865  ) 
déduite  de  ces  Jeux  propositions  de  Newton,  savoir  ; « i.“  , la  résis- 
« tance  qu’éprouve  une  surface  plane  , mue  dans  le  sens  d’une  droite 
« qui  lui  est  perpendiculaire , est  égale  au  }>oids  d’une  colonne  d’air 
K ayant  cette  surface  podr  base  , et , pour  hauteur  , la  hauteur  duc  à la 
« vitesse.  2.°  La  résistance  qu’éprouve  une  sphère  est  la  moitié  de  celle 
« qu’éprouverait  son  grand  cercle.  » 

Soient  /(  la  densité  du  fluide  traversé  par  le  mobile,  27  le  diamètre  de 
ce  mobile,  dont  la  forme  est  supposée  sphérique,  K sa  densité,  v sa  vitesse 

V* 

et  par  conséquent-—  la  hauteur  due  à cette  vitesse,  .t  la  demi-cir- 
conférence dont  le  rayon  = i , le  poids  de  la  colonne  du  fluide, 
ayant  pour  base  une  surface  plane  égale  à celle  d’un  grand  cercle  de  la 

sphère  et  pour  hauteur .sera  = ek A . frD*  . ; 

r r ° ' 2g  * a •’ 

la  moitié  de  cette  quantité  divisée  par  la  masse  du  mobile,  ou  par 

donne  la  force  relariîalrice  duc  à la  résistance,  laquelle  force  a,  ainsi, 

3 2 e’ 

pour  expression  -g . -jÿ-\  est  la  valeur  absolue  de  r dans 


l’équation  (1)  de  l’art.  865,  ce  qui  donne  \ A = 


32  , i,T)K 

a,uk'  ^~~W 


_ 32_ 
WK  ■’ 


ou  2,  est  la  quantité  qu’on  a supposée,  art.  876,  égale  au  produit  de 

l’unité  linéaire  par  la  fonction  , de  dimension  nulle,  ^ ‘ — , dans 

laquelle  f te  détermine  de  manière  que  cette  fonction  elle-même  soit, 

dans  ses  plus  grandes  variations,  peu  différente  de  1.  L’expression 

4 I . . I I J . 

.> > , on,  plus  généralement,  — y*  ■ doit  donc  être  prise  pour 
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unité  clans  les  calculs  numériques  établis  d’après  les  formules  des  articles 
876 , 877  et  878 , c’est-à  - dire  que,  d’une  part , les  expressions  nume  • 
riques  de  toutes  les  quantités  linéaires  constantes  qui  entrent,  comme 
données,  dans  ces  formules,  énocent  seulement  les  rapports  de  ces 

lignes  avec  la  quantité  linéaire  — jç—  D,  et  que,  d'une  autre  part,  les 

nombres  déduits  de  ces  mêmes  formules,  et  représentant  les  inconnues 
T,s^etc.  ne  sont,  pareillement, que  les  rapports  dex.îetc.  avec  la  mémo 

quantité  — Di  et  si  on  veut  avoir  Xj  s et{.  en  unités  ordinaires,  il 

faut  multiplier  les  derniers  rapports  dont  je  viens  de  parler  par  la  valeur 

fi>K  , 

de  — ^ — D,  en  mesurant  la  ligne/? avec  les  mômes  unîtes;  — 
joursnin  nombre  abstrait. 

Le  rapport  de  la  densité  du  fer  de  fonte  à la  densité  moyenne  de  l’air 
étant  celui  de  6047  • ■»  pout  les  boulets  de  canon,— ^—  = 6047 


d’oti  X == 


4 X 6047  • D 

__3 


= 8o<53  D tt  A = 


X 


0,0001240a 

D 


8R2.  Il  est  essentiel  d'observer  que  cette  évaluation  de  /^dont  l’exac- 
titude est  assex  satisfaisante  dans  le  cas  des  petites  vitesses,  s’écarte  de 
la  vérité  lorsqu’il  s’agit  des  vitesses  dont  sont  animés  les  projectiles  lancés 
par  les  bouches  k feu  ; Ic^  vitesses  initiales  de  ces  projectiles  sont , d’après 
1rs  expériences  de  Robins,  du  Chevalier  D’arcy,du  Comte  deRumford, 
de  Hutton  etc.  de  400  à 5co  mèt^s  (*)  en  prenant  pour  unité  de  temps 


( * ) Dans  le  cas  de  la  proposition  V du  chapitre  a de  l’ouvrage  de  Robins , 
cité  art.  85g  , la  vitesse  initiale  du  projectile  était  de  i65o  pieds  anglais,  ou 
5oa“  ,76. 

M.  le  Colonel  fîrobert  cl  moi,  avons  fait,  en  i8o3,  une  longue  suite  d'ex- 
périences sur  la  vitesse  initiale  des  balles  lancées  par  des  fusils  d'infanterie  et 
de  cavalerie  , avec  un  appareil  très-ingénieux  , imaginé  par  M.  Grobert , et 
sur  lequel  j’ai  lu , A l’Institut  Impérial , un  rapport  qui  a été  imprimé.  Le  ré- 
sultat moyen  de  ces  expériences  est  qu’une  balle  de  plomb  du  poids  de  34 
gr.immes  chassée  avec  la  moitié  de  ce  poids  de  poudre  , est  animée  d’une 
vitesse  initiale  de  .')9o'“,47  si  elle  part  d’un  canon  de  mousqueton  de  o“,7S6 
de  longueur,  et  d’une  vitesse  de  438™  si  elle  part  d’un  canon  de  fusil  d’in- 
fanterie de  de  longueur;  on  voit  que,  dans  ce  dernier  cas,  l’excès 

de  vitesse  n’est  pas,  h beaucoup  près,  en  proportion  avec  l’excès  de  longueur 
du  canon. 
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l'iincienne  seconde  sexagésimale  ; les  élèves  qui  voudront  faire  quelques 
applications  des  formules,  comme  simples  exercices  de  calcul,  pourront 

donner  au  coèiïicient  de  Dj  dans  l’expression  de  À,  des  valeurs  arbi- 
traires, comprises  entre  celle  qui  a été  trouvée  ci-dessus  et  sa  moitié, 
mais,  lorsqu’il  s’agira  d’applications  cfTcclives  à la  pratique  de  l’artillerie, 

aOK 

il  faudra,  en  posant  l'équation  générale  , donner  au  coèlfi- 

cient  cj  la  valeur  convenable  à chaque  cas  particulier.  Malheureusement 
les  données  expérimentales,  que  nous  avons  sur  cette  matière,  laissent 
encore  beaucoup  d’incertitudes,  qu’on  pourra  diminuer,  mais  qui,  selon 
toute  apparence,  ne  seront  jamais  complètement  levées.  U faut  considérer 
que,  dans  les  mouvements  très -rapides, 'la  pression  de  l’air,  sur  la  partie 
postérieure  du  mobile,  est  considérablement  diminuée  et  devient  même 
nulle  lorsque  le  mobile  a une  vitesse  de  plus  de  416°*,  c'est-à-dire  une 
vitesse  supérieure  à celle  dont  les  molécules  d’air  sont  animées  lorsqu'elles 
affluent  dans  un  espace  vide,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  la  suite  du  cours; 
celte  circonstance  doit  faire  varier  sensiblement  l’clTet  de  la  pression  de 
l’atmosphère  sur  la  partie  antérieure  du  mobile.  On  peut  observer,  encore, 
que  certains  projectiles,  tels  que  les  bombes,  s’élèvent  à des  hauteurs 
assez  considérables  pour  que  la  densité  de  l’air  ne  puisse  pas  être  regardée 
comme  constante  dans  l'étendue  entière  de  leur  trajectoire  etc.  etc.  Je 
ne  m’étendrai  pas  d'avantage,  ici,  sur  cette  matière  qui  sera  discutée 
ailleui's,  avec  les  détails  convenables. 

883.  Les  trajectoires  décrites  dans  le  vide  étant  des  paraboles  appol- 
lonienes  sont , comme  on  le  sait , des  courbes  semblables,  et  je  ferai 
remarquer  quelques  propriétés  analogues,  dont  jouissent  les  trajectoires 
décrites  dans  des  milieux  ré-sistants  qui  sont,  d'ailleurs,  comme  on  a pu  le 
voir  par  ce  qui  précède,  très-differentes  des  paraboles.  Lorsque  des  mo- 
biles sphériques,  de  même  matière,  se  meuvent  dans  un  même  milieu,  les 
équations  repré-sentées,  art.878,  par  Af=o,  A'=o,  M'  = 0,  = ne 

contiennent  d’autres  constantes  d’après  lesquelles  les  trajectoires  puissent 
dilTérer  les  unes  des  autres,  que  k , H ^ ffj  ensortc  que  pour  un  même 
angle  de  projection  0,  et  pour  un  même  rapport  entre  la  hauteur  À due  à 
la  vitesse  qui  rend  la  résistance  égale  au  poids  du  mobile,  et  la  Ijauteilr 
IJ  due  à la  vitesse  de  projection,  les  courbes  sont  semblables;  mais 
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d’apri-s  ce  qui  est  dit,  art.  88 1 , lorsqu’on  a calculé  les  nombres  repré- 
sentant Xj  i , 3/,  i' , par  les  équations  ci-dessus,  il  faut  multiplier  ces 
nombres  par  la  valeur  cflTcctive  de  la  quantité  À qui , dans  le  calcul , a été 

supposée  = I , afin  d’obtenir  les  valeurs  linéaires  rapportées  aux  unités 

* 

usuelles;  et  comme  ?.  = — ^ est  proportionnelle  au  diamètre  du 

mobile  , les  dimensions  absolues  des  trajectoires  semblables  , dont  je 
viens  de  parler,  et , par  conséquent,  les  hauteurs  des  jets  et  leurs  am- 
plitudes sont  proportionnelles  au  même  diamètre. 

dr>  prinripauv  Aftronomei  qui  «c  tout  occupes  du  Sytlrme  du  Monde. 

Lois  de  Kepler. 

884.  Hipparque,  le  plus  grand  Astronome  et  l’un  des  plus  beaux  gé 
nies  de  l'antiquité,  parait  avoir,  le  premier,  employé  pour  sonmellie 
an  calcul  les  mouvements  célestes , des  lois  bvjwthétiques  qui  ne  ser- 
vaient , avant  lui  , qu’à  fournir  quelques  explications,  plus  ou  moins 
vagues,  de  ces  mouvements.  Il  était  né  à Nicée  en  Bithynic  ; il  vécut 
dans  le  second  siècle  avant  notre  ère. 

884.  Ptolemée,né  à Ptolemaidc  en  Égypte,  et  qui  fleurissait  à Alexan- 
drie pendant  la  i.rs  moitié  du  2.°  siècle  de  notre  ère, a laissé  un  grand  et 
finportant  ouvrage  sur  l’Astronomie,  intitulé  Composition  mathéma- 
tique, et  qu’on  appelle  aussi  Almageste , d’après  les  Arabes  (*). 

La  terre,  dans  le  système  de  ces  Astronomes  et  suivant  l’opinion  pn-s- 
ijue  unanime  de  l’antiquité  est  immobile  au  centre  du  monde;  les  autres 
planètes  et  le  soleil  tournent  autour  d’elle,  et  on  a imaginé,  ])our  expli- 
quer les  phénomènes  apparents  et  les  rendre  compatibles  avec  le  mouve» 
ment  uniforme  et  circulaire,  regardé  par  les  anciens  comme  le  seul 
convenable  aux  corjrs  célestes  , des  combinaisons  A’ excentriques  et 
d’e^/cj'c/es  dont  la  complication,  fort  - embarrassante  , augmentait  à 
mesure  que  l’art  d’observer  se  perfectionnait,  et  qu’on  découvrait  des 
phénomènes  nouveaux. 

Ce  mécanisme  des  mouvements  célestes  , quelque  différent  qu’il  fut 

(*)  M.  Halma,  Bibliolhccairc  de  l’Ecole  Impériale  dei  Ponts  et  Chaussées, 
publie  , en  ce  moment,  une  traduction  française  de  X Almngerte , arec  le  texte 
grec  en-regard,  qui  est  fort  estimée  des  savants  , et  qui  a eu  rapprobatjon  de 
la  première  classe  de  l’Institut  Impérial. 

de 
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de  celui  de  la  nature,  n’cn  a pas  moins  étf  généralement  ense’gné  et, 
on  pourrait  dire,  maintenu  religieusement  danS  l'opinion,  pendant  14 
siècles  depuis  Ptolemt-e.  Copernic,  né  à Thorn  en  1478,  établit , le  pre- 
mier, sur  de  solides  preuves,  dans  son  livre  De  Rcvolulionibus  orbitini 
cclestinm , mis  au  jour  en  1643,  la  véritable  composition  du  système 
du  monde;  mais  il  conserva  les  mouvements  circulaires.* 

Kepler,  né  li  Viel , en  1571 , fit  de  l'astronomie,  par  la  decouverte  de 
ses  fameuses  lois , une  science  absolument  géométrique;  il  déduisit  ces 
lois  de  l’observation  et  les  publia  , en  1609,  dans  l’ouvrage  intitulé 
Astronomia  nova  etc. 

Galilée,  né  à Pise,  en  i564,  appliquant  le  télescope  aux  observations 
célestes,  au  moment  où  cet  admirable  instrument  venait  d'ètrc  inventé, 
acheta,  aux  dépens  de  son  repos,  la  gloire  d'enrichir  l'Astronomie  nou  - 
velle  des  plus  brillantes  découvertes. 

Il  était  réservé  à Newton  de  remonter  jusqu’au  principe  physique 
d’où  découlent  les  lois  de  Kepler  ; la  première  édition  de  l’immortel 
ouvrage  des  principes  parut  à [,ondres,  en  1687,  cent  douze  ans  avant 
la  publication  de  la  Mécanique  céleste. 

885.  Les  lois  de  Kepler,  qui  ne  supposent  que  l’action  d’une  force 
centrale  unique , furent  les  premières  conséquences  déduites  du  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle  j et  elles  ne  laisseraient  rien  à dé- 
sirer, pour  l’explication  des  phénomènes  , dans  une  hypothèse  de  cor- 
respondances isolées  entre  un  centre  de  forces  immobile  et  des  points 
matériels  circulant  autour  de  lui  sans  actions  réciproques  les  uns  sur 
les  autres.  C’est  dans  cet  état  de  simplicité  que  je  vais  d’abord  consi- 
dérer les  choses;  je  démontrerai,  dans  la  suite  du  cours,  les  principes 
d’après  lesquels  on  peut  avoir  égard  aux  actions  réciproques. 

Voici  les  lois  de  Kepler  : 

« i.“  Les  aires,  que  décrivent,  autour  du  centre  du  Soleil,  les  rayons 
« vecteurs  des  centres  de  gravité  des  planètes  , sont  proportionnelles 
« aux  temps  pendant  lesquels  elles  sont  défrites. 

« 2.°  Les  orbites  des  planètes  sont  des  ellipses,  et  le  centre  du  soleil 
<1  occupe  un  des  foyers  de  chacune  de  ces  ellipses. 

« 3.®  Les  quarrés  des  temps  des  révolutions  totales  des  planètes  sont, 
« entr’eux , comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 
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Équation 'po^Aitc  Jr»  couriies  du  diuïipine  ordre,  ptnr  aervir  d«  préparation 
à la  lli^rie  du  inoiivMQenI  d«a  plar  rlti. 

ïig.  4 el  5.  886.  Soient  et  DE\e  grand  et  le  petit  axe  d’une  ellipse  ou  d’une 

hyperbole  dont  les  foyers  sont  en  S et  S' ; menant  les  deux  rayons 
vecteurs  ,Ç3/^et  S' iiJ , et  abaissant  la  perpendiculaire  P 3/ sur 
prolongée  s’il  est  nécessaire,  je  fais 

SC  h 

.4 B = art  J DE—  ih  J SC  — k ; -rr  = = t ; 

C /I  a 

S M = r J angle  MS. 4 = <p. 

Ln  propriété  fondamentiUe  de  l’une  et  l’autre  courbe  donne 
AB  — S' M + SM  — + SM  + ^ =■  'j.a f 

PM  = r sin.  FS'  ^ eus.  (p  j substituant  ces  valeurs,  réduisant 

et  tirant  la  valeur  de 

/fj'j  t Lci  lignes  auprrienr  rt  inférieur  te  rap- 

(l)  . . . /■=  — ■=- — 7 • éporlrnl  , rrsutclivcmenl  , à l’élllpte  et  à 

rt  + Acos.4. 

(>n  peut,  dans  crue  équation,  remplacer  A par  sa  valeur  üCj  ce  quî  donne 

tMcmc  ohsrrvation  ï|ue  ci-doMiiB  rcïalive- 
, r=  /mentau  doubif*  litgm*.  On  a (larrt  Peltiptc 

l + fCoS.  ^ if  I,  el  dan»  l'hyperbole  e ^ I. 

• ' 

Si,  dans  cette- dernière  é-<]uation,  on  fait  p = { yr , doit  cos.  ^ = o,  le 
rayon  vecteur  r deviendra  une  perpendiculaire  au  grand  axe  aboutissant 
d’une  part  à la  courbe  et  de  l’autre  au  foyer , c’est  -à  -dire  deviendra  le 
demi  - paramètre  ayant  pour  valeitr  + «(i  — f*)  ; si,  de  plus,  on  désigne 
le  piramèlre  entier  par2/x,  l’é-quation  polaire,  applicable  tant  k l’ellipse 
qu’à  l’hyperbole,  sera 


(2). 


(3) 


I -è  e eus.  P 

L’équation  polaire  de  la  parabole  se  déduit  immédiatement  de  (3),  en 
observant  que  la  parabole  est  une  ellijise  dont  le  centre  est  infiniment 
éloigné  de  son  sommet  el  de  son  foyer,  ces  deux  tiemiers  [xiints  étant  h 
une  distance  finie  l’un  de  l’autre , ce  qui  permet  de  négliger  la  dillt-nence 

SC 

du  SC  À CA  et  de  regarder  j ou  f , comme  égal  à l’unité  ; on  a, 

ainsi,  pnnr  l'équation  polaire  de  la  parabole,  lorsque  le-  rayon  vecteur 
part  du  foyer*. 
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(4) 


^ 


I + COS.^ 

On  inlrockiira  dans  U’s  équations  [-.ri  cédfnlcs  le  petit  axe  ai  au  mojTh 
de  la  valeur  Connue  p = de  laquelle  on  déduit 


(.5)  . . . b^=znp=>-Y  n*U—  f»).)  Mrmc  obicrration  q«p  ri-dc»jui 
' — ' ' JreUtivcracul  bu  double  ligne. 

I^es  distances  de  l’origine  >Ç  h chacun  des  sonim^ets  Â et  B ont,  pour 
r âleurs,  SA  = + (r*  — et  SR  = («  4-  k),  ou,  en  introduisant  la 
valeur  ««  de  h , 

(f^) 

ei-s  valeurs  sont,  pour  l’ellipse,  celles  du  plus  petit  et  du  plus  grand 
rayon  vecteur;  leur  demi-somme  a est,  par  rapport  au  foyer  S,  ce  qu’on 
àjipelle  la  distance  moyenne. 


j.V.y  = +a(i  — 


1.C»  lois  fie  Kepler  étant  Supposées  contmes  par  l’obserValion  des  mouvements  cé- 
lestes, déduire,  de  ces  lois,  l’espresSiuD  de  la  force  qui  agit  sur  chaijue  planète. 

887.  La  i.”  et  la  2.*  loi  de  Kepler  suflisent  pour  la  solution  du  pro- 
hléine  qu’il  s’agit  de  résoudre  en  ce  moment.  Puisque,  par  la  1 loi, 
les  aires,  décrites  autour  du  centre  du  soleil  par  le  rayon  vecteur  du 
centre  d'une  planète,  .sont  |)roj>ortionnelle3  au  temps,  la  direction  de 
la  résultante  de  toutes  les  forces  ou  de  la  force  unique  qui  sollicite 
cet  astre  (on  peut  considérer  la  planète  comme  un  point  matériel  oc- 
cupant la  place  de  son  centre  de  gravité)  doit-,  art.  8q3 , j-jas-ser  par 
le  point  autour  duquel  les  aires  ont  la  propriété  sus-énoncée.  On  a 
dune  , en  nommant  r lé  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soleil  au 
centre  de  la  plânète , dro  l’angle  décrit  parce  rayon  pendant  l’instant 
dt , et  observant  que  la  surface  du  triangle  élémentaire,  engendré  pen- 
dant Cet  instant  ///,  a pour  valeùC  ÿ c.  rdtj  , l’équation 

V > i 

(l)  . , . r^da»~  Cdt.  5 Cest  une  comlanlc  JVbitrBÎre. 

On  a de  plus,  en  désignant  par  F force  accélératrice  de  la  planète,  du* 
à la  puissance  inconnue  qui  agit  sur  elle,  et  qui,  dirigée  suivant  le  rayon  r, 
tend  à diminuer  ce  rayon,  l’équation  générale  de  l’art.  822,  où  les  tèrmes. 
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sous  le  signe/" peuvent,  art.  476,  être  remplacés,  dans  le  cas  actuel,  par  le 
moment  unique  (art.  467)  — Fdrs  ce  qui  donne,  en  appelant  v la  vitesse 
dans  le  sens  de  la  courbe  parcourue^ 

(2)  . . . r»  = î/>  — 2 J Fetr  e*t  “U®  constante  arbitraire. 

ou,  comme  l’élément  de  courbe,  parcouru  pendant  l’instant  dt , » pour 

. dr^  + /•“  d(0* 

valeur  + r’  <to*  et  qu  ainsi  v*  = 


dt* 


(3) 


dr*\r^d(o^ 


dt* 


Éliminant  entre  les  équations  (1)  et  (3)  et  prenant  la  valeur  de ^ Fdr, 

)- 


on  a 

(4)  ^ 

d'où  on  tire  par  la  difFérentiation 

(5)  . . . Fdr= 


C^dr^ 


'd( 

dr* 

"Il 

r*  dcû^ 

JJ 

Telle  est  la  valeur  de  la  puissance  F résultant  de  la  combinaison  de 
la  première  loi  de  Kepler  avec  la  valeur  de  la  vitesse,  art. 822,  indis- 
tinctement applicable  à un  mouvement  quelconque.  Cette  équation  (.5) 
serait  celle  de  la  courbe  si  F était  donnée  en  fonction  de  r , mais  c’est  F 
qu’on  veut  avoir  et  la  courbe  est  connue  par  la  seconde  loi  de  Kepler, 
son  équation  polaire  étant,  art.  886  équation  (2), 

L’ellipse  ADSEA  est  suppo- 
sée être  l’orbite  de  la  planète. 

r étant  le  rayon  vecteur  qui  a son  origine  au  centre  du  soleil  et  son 
extrémité  au  centre  de  la  planète  ; a»  l’angle  variable  formé  par  r et  jiar 
nne  ligne  SB'  menée  arbitrairement  dans  le  plan  de  l’orbite,  et  J2  l’angle 
constant  formé  par  le  grand  axe^^Aet  par  moyen  de  quoi  l’angle 

^ de  l’article  cité  est  re|jrésenté  par  a — S2. 

L’équation  précédente  peut,  en  remettant  ^ à la  place  de  co~-J2, 
prendre  la  forme 

(7) r+rf  COB.  ^ = fl(t  — f’) 

et  a pour  différent  ielle 


(6)  . . . r = 


I -p  e CüS  (a  — Ji) 
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(8) l//•(l  + ecos.ip)  — redipsin.  ^ = O. 

Rcmplaçaot , dans-cette  dcmifcrc  équation,  i + ecos.^,  qui  équivaut 


à I + f COS.  (a  — 12),  j>ar  sa  valeur 

duira,  apr^  la  substitution, 

dr*  — «»)» 


"('  — - J /A  J. 

tirée  de  (6),  on  en  de- 


sin. V=  ■ 


r^dip^ 


i'ét|uation  (7)  donnera 

I 2«(i  — n*(i — ff’)’ 

COS.’^  = -; ^ ^ ^ ; 

ajoutant  ces  deux  équations,  observant  que  sin.*  ^ cos.*  ip  = tj  dif- 
férentiant  l’équation  somme  et  prenant  la  valeur  de 


dr 


(9)  . . . 


iir 


dr 


(1 — f *)r* 


\.d 


a(i  — e*)r- 


-on  a 


enfin  comparant  cette  dernière  équation  avec  l’équation  (5),  et  ayant 
égard  à la  valeur  p — ro — S2  qui  donne  dp  = da,  on  a ultérieurement 


(.0) 


F= 


T 


ainsi  la  force  F qui , émanant  du  centre  du  soleil , agit  sqr  la  planète , 
est  réciproquement  proportionnelle  au  quarré  de  la  distance  r entre 
les  centres  des  deux  astres. 


Solution  du  problème  it»verte  de  celui  qu’on  vient  de  résoudre , dans  lequel  on 
se  propose  de  déterminer  l’orbite  , lorsque  la  loi  de  l’acliou  de  la  force  cen- 
trale est  donoéc. 

t 

888.  Le  résultat,  énoncé  par  l’équation  (10)  de  l’article  précédent, 
est  un  des  plus  remarquables  auxquels  on  soit  jamais  parvenu  dan^les 
sciences  physico-mathématiques  ; je  dois  ajouter  qu’il  n’y  en  a pas  de 
• mieux  constaté;  quelques  phénomènes,  qui  avaien;  d’abord  paru  s’écarter 
de  la  loi  découverte  par  Newton,  sont  rentrés  sous  cette  loi  k mesure 
que  la  perfection  de  l’analyse  a permis  de  les  soumettre  au  calcul  ; mais 
les  données  fournies  par  Kepler  ne  se  rapportent  qu’à  des  orbites  ellipti- 
ques, et  on  a quelques  raisons  de  penser  que  certains  corps,  soumis  à' 
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la  même  force  C|ui  régit  notre  système , pourraient  s’écarter  indéfiniment 
du. soleil,  c’est-à-dire  se  mouvoir  dans  des  orbites  non  fermées;  il  est 
donc  égaletrfcut  important  et  curieux  de  connaître  toutes  les  courbes 
d’orbites  compatibles  avec  la  loi  de  lallraction  en  raison  inverse  du 
quarré  des  distances  ; et  on  arrivera  à cette  connaissance  en  prenant  cette 
l.)i , jiour  donnée,  et  cherchant  à en  conclure  la  courbe  décrite  ; l’équa- 
tion finale  donnera , nécessairement,  vu  la  gé-néralitè  de  l’analyse,  toutes 
Ics'solutions  possibles  du  problème. 

Je  vais  exposer  mi  moyen  simple  et  direct  d’arriver  à cette  équa- 
tion, mais  il  est  nécessaire  , avant  d’entrer  en  matière,  de  rapporter 
à des  idées  bien  nettes  et  précises  le  point  de  vue  sous  lequel  j’envisage 
l’état  de  la  question,  qui  a déjà  été  établi,  en  peu  de  mots,  à l’art.  885.  Je 
s :|ipose  le  stdeil  absolument  immobile  dans  l'espace,  exerçant  une  action 
sur  les  planètes,  qui  sont  assimilées  à des  points  mnlèriels,  et  n’en  èprou  - 
vaut  aucunedcletrr  part;  jefais  aussi  abslr.ictinn  des  actions  qui  s’exercent 
de  planète  à planète.  Les  mêmes  simplifications  seraient  employées  s’il 
s’agissait  du  mouvement  d’un  satellite  autour  de  sa  planète.  Cet  état 
hypothétique  des  choses  donne  déjà  une  grande  aproxilnation  dans  les 
déterminations  des  mouvements,  vü  l’cxirémc  petitesse  des  masses  des 
planètes  pur  rapport  à celle  du  soleil , Sur-  tout  lorsque  l’on  ne  considère 
pas  ces  mouv^emciils  |>entlant  uue  longue  durée;  et  on  en  a la  preuve  dans 
les  résultats  obtenus  par  Kepler  qui  a déduit  scs  luis  de  i’olj«ervatioH 
malgré  les  rauses  anomales  qui  dérangent  le  iimuvcmepl  elli|>lique,  mais 
dont  l’inlluence  n’a  d’ell'els  bien  sensibles  qu’après  un  certain  laps  de 
temps.  On  peut  ainsi  se  dispenser,  quand  il  ne  s’agit  que  d'établir  les 
pemii-res-  notions,  d’avoir  é-gard  s l’état  réel  du  système  dans  lequel  le 
mouvement  d’iine  planète  est  modifié  par  les  actions  qu’exercent,  sur 
elle , don -seulement  le  soleil,  mais  encore  les  autres  corps  diisysté-me 
(mi  devrait  même  dire  tous  les  corps  existants  dans  l'univers),  lesquels 
éprouvent  eux- mêmes  des  ré-.aclions  delà  p:>rt  de  la  planète  Sur  laquelle 
ils  agissent.  J’ajoulcnii  que  ces  cll’cts  ne  pourrolent  être  compatibles  avec 
rmimobililé' absolue  du  soleil  que  par  une  rcunioh  do  conditions  qui  ;i 
conlr’clle  un  nombre  presque  infiui  de  chances,  lèllemcnt  qu’on  doit  la 
regarder  comme  impossible  ; aussi  tes  Astronomes  pensent-ils,  unani- 
mement , que  le  soleil  a un  mouvement , dans  l’espace,  du,  tant  aux  forces 
intérieures  dé  noire  système  planétaire,  (|u’à  des  forces  extérieures. 
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Enfin,  dans  Vétil  de  simplicité  .luquel  je  ramène  cesystêm.e,  la  force 
désignée  par  F,  art.  887,  et  que  je  fais  émaner  du  crh/re  fixe  da  soleil, 
• est  une  force  accélératrice  est  proportionnelle  à la  force  motrice, 

(art.  728  et  808)  et  la  repn'sente  dans  les  équations  qui  ne  se  rapportent 
qu’au  mouvement  d’une  seule  masse. 

889.  Passant  maintenant  h la  question  particulière  que  j’ai  en  vue, 

je  désigne  par  h la.videur  de  Fi  l’unité  de  distance;  j’ai  ainsi  F— 

Fdr=  — d’où  J (Fr/r)  = introduisant  cette  valeur 

dans  l’équation  (4)  de  l’art.  887  et  dégageant  da>,  on  trouve  I - 

Cdr 

(i) da^ 


Je  pose  l'équation  hypothétique 
C 




2/t  6*  \T 


h 

Q 


-d/. 


la  valeur  de  tirée  de  cette  équation  est  exactement  identi - 

que  avec  la  valeur  de  dca  fournie  par(i),  et  comme  , est  la 

V I — X 

différentielle  de  l’arc  dont  Iç  cosinus  on  a da  = r/|  arc  (cos.  = J)  j, 
d’où  on  déduit  , par  l'intégration,  rj  — arc.  (cos.  = /)  + et 
À — cos.  {a  — .f2),  èn'â&ignant,  par  la  constante  arbitraire  j 
l’équation  (2)  se  change' 'dtîne 'en 
'C'  ;i 


/ li*dt 


et  on  en  dcrluit 
(3) e = 


■VâieîSfl 


colin.  {a~S2); 


C’ 


coein,  (<3>  — 


Posant  les  équations  hypothétiques 
l’équation  ^3)  deviendra 


+ r ses  e* 
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' I + e COS.  (û>  — éf2) 

on  voit,  par  ce  rwullat,  et  par  la  théorie  démontrée  art.  886,  que  la  loi 
de  la  raison  inverse  du  quarjé  des  distances  peut  avoir  lieu  non-seulement 
d.ms  une  orbite  elliptique,  mais  dans  une  orbite  qui  serait  une  section 
Conique  quelconque;  iVraminerai  bientôt  les  circonstances  particulières 
qui  déterminent  le  mouvement  dans  l'une  de  ces  courbes  plutôt  que 
dans  l’autre. 

12  est , comme  k l’article  887 , l’angle  constant  formé  par  le  grand 
axe  de  la  section  conique  et  par  une  ligne  fixe  menée  dans  le  plan  de 
cette  courbe;  a est  l’angle  formé  par  cette  même  ligne  fixe  et  par  le 
rayon  vecteur  r,  et  a — J2  l’angle  formé  j>ar  le  rayon  vecteur  et  par  l’axe. 


Délerminalion  des  raiiporli  entre  les  sclioni  retpcclivci  du  soleil  sur  diflê- 
renles  planètes , lorsqu'on  connaît  les  rapports  des  distances  entre  le  centre 
d'action  et  les  centres  des  astres  sur  Irsijuels  celte  action  s’exerce.  Consé- 
quences de  cette  détennination  relàiives  à l'nniversalité  de  la’ loi  d'attrae- 
tion  entre  les  corps.  Le  mouvement  des  graves,  près  la  surface  de  la  Terre, 
peut  fournir  des  mesures  absolues  pour  toutes  les  forces  qui  s’exercent  dans 
le  système  planétaire. 


890.  Les  deux  premières  lois  de  Kepler  suIBsent  pour  la  détermina- 
tion des  rapports  qui  existent  entre  les  intensités  d’action  du  soleil  sur 
chaque  planète,  en  particulier,  lorsque  la  distance  entre  les  centres  des 
deux  astres  varie  ; il  reste  encore,  pour  compléter  les  recherches  relatives 
aux  propriétés  fondamentales  des  forces  centrales  qui  régissent  notre 
système  planétaire  , à trouver  les  rapports  entre  les  actions  respectives 
du  soleil  sur  différentes  planètes,  lorsqu'on  connaît  les  rapports  des  dis  - 
tances  entre  le  centre  d’action  et  les  centre?  des  astres  sur  lesquels  cette 
action  s’exerce  ; la  3.'  loi  de  Kepler  va  servir  de  base  à la  solution  de 
ce  problème. 

Reprenons  l’équation  Cdt,  de  l’art.887,  cette  équation  donne 

par  l’intégration  = C/  -t-  constante  ; dea  est  le  double  de  l’aire 

élémentaire  décrite  au  tour  du  centre  du  soleil,  pendant  l’instant  dt , 
par  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  et  si  on  suppose  que  l’aire  intégrale 
est  nulle  lorsque  t—<3,  on  aura  constante  = o,  et 

■ ' .(■) 
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( I ) . . . . Aire  décrite  pendant  le  temps  < = -j  C/. 

Soit  T le  temps  de  la  révolution  entière  de  la  planète  dans  son  or- 
bite elliptique,  la  surface  de  l’ellipse  ayant  pour  valeur  ira^y^ i — e'~ 
on  aura  .Ta*  1 — j CT  d’où 


(*) 


C = 


^Ta*}/'l  — £' 

T 


d’une  autre  part  on  a,  équation  (to)  de  l’art.  887  et  art.  889,  les  valeurs 
C*  /z 

F= — ; T — =-— desquelles  on  déduit 

fl(i — e*)r*  r*  ^ 

C*  à.T*a^ 


(3) 


//  = 


«(i— f») 


•/I 


or,  par  la  3.'  loi  de  Kepler , le  rapport  ■ est  le  même  pour  toutes 


les  planètes,  la  quantité  h,  ou  la  force  accélératrice  à l’unité  de  dis- 
tance, est  donc  une  quantité  constante  dans  le  sj^léme  planétaire,  d’où 
il  suit  que,  quelques  soient  les  rapports  entre  les  masses  des  planètes,  la 
force  accélératrice  F sera  la  même,  pour  chacune  d'elle,  à une  même 
distance  rdu  soleil;  la  force  motrice  sera,  par  conséquent,  proportion- 
nelle à la  masse,  et  tous  ces  astres  étant  supposés  partir,  au  mén^e  instant 
et  sans  vitesses  initiales,  de  différents  points  d’une  surface  sphérique 
commune,  qui  aurait,  pour  centre,  le  centre  du  soleif,se  mouvraient 
dans  le  sens  des  rayons  de  cette  sphère,  de  manière  qu’ils  se  trouveraient 
toujours  ensemble  sur  la  surface  d’une  même  sphère  concentrique  à la 
surface  de  départ,  et  arriveraient  au  même  instant  h la  surface  du  soleil. 

891.  I-es  masses  des  planètes  et  leurs  actions  sur  le  soleil  produisent 
lie  tri^s-petites  anomalies  dans  ces  résultats,  dont  je  donnerai  bientûl 
l'évaluation,  et  qui  ont  dû  érhap|jer  aux  observations  de  Képler;  on  n’en 
est  pas  moins  en  droit  de  conclure  des  grandes  et  belles  vérités  de  fait 
précédemment  exposées,  que  la  force  attractive  d’un  des  corps  ou  points 
matériel.s  de  l’univers,  désigné  par  A , s’exerce  indéfiniment  dans  toute 
l’étendue  de  l’es|>ace,  que  son  action,  sur  un  autre  point  matériel  B , 
c’est-à-dire  la  force  motrice  due  à cette  action  est,  toutes  choses  égales 
d’ailleurs , réciproquement  proportionnelle  au  quarré  de  la  distance 
entre  A e\.B,  enfin  que  l'effet  de  cette  action  n’est  ni  diminué  ni  modifié 
par  ceux  que  le  corps  A produit  sur  tous  les  corps  de  la  nature  autres  que#. 
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ün  en  conclut  encore  que  la  force  en  vertu  de  laquelle  les  corps  graves 
tendent  li  se  mouvoir  vers  le  centre  de  la  terre,  et  celle  qui  relient  les  pla- 
nètes dans  leurs  orbites  autour  du  suleil,  et  les  satellites  autour  de  leurs  pla- 
nètes respectives,  sont  des  forces  de  même  nalurc  et  soumises  aux  mêmes 
lois.  Üii  a vu,  art.  728  et  suivants,  que  tous  les  corps  graves,  i même 
distance  du  centre  de  la  terre,  étaient  animés  de  la  même  Jurer  accélc- 
ratrivr,  quelques  fussent  leurs  masses,  et  on  peut  maintenant  airirnier 
que,  si  la  vitesse  de  la  lune,  dans  le  sens  de  son  orbite,  était  tout-k-coiip 
anéantie,  elle  prendrait  (abstraction  faite  des  actions  étrangères  à celle 
de  sa  planète)  un  mouvement  dans  lésons  de  la  droite  qui  unit  son  centre 
à celui  de  la  terre,  tel  que  les  relations  entre  les  temps,  les  espaces  par- 
courus et  les  vitesses,  seraient  exprimés  par  les  inêmi’s  équations  que 
j’ai  employées  dans  les  art.  cités,  où,  en  traitant  du  mouvement  vertical 
des  corps  graves,  dans  le  vide,  J'ai  introduit,  dans  l'analyse,  les  distances 
lie  ces  corps  au  centre  de  la  terre.  On  peut  même  vérifier  celle  assertion , 
ibns  le  mouvement  effectif  de  la  lune,  par  la  cunsidtfation  de  la  diffé- 
rence entre  la  sécante  et  le  rayon  d’un  très-petit  arc  de  son  orbite,  par- 
eourii  pendant  un  temps  donné,  différence  qu’on  peut^  vu  la  pelilesw 
de  l’arc,  regarder  comme  égale  au  sinus  verse.  J’expliquerai  bientôt  la 
théorie  de  cette  vérification  à laquelle  certaines  positions  de  la  lune  sont 
particulièrement  propres;  on  dit  que  ce  fut  la  première  tentée  par  Newton, 
pour  reconnailrS  l’universalité  du  principe  de  l’attraction  ; une  mesure 
erronée  de  la  terre  le  conduisit  d’abord  à un  résultat  peu  favorable  h 
son  système  -,  et.  il  abandonna  ses  calculs  jusqu’à  ce  que  le  degré  du 
méridien,  mesuré  par  Picard  en  1671  , lui  eut  fourni  des  données 
plus  exactes. 

89a.  L’action  du  soleil  sur  une  planète  , et  celle  d’une  planète  sur 
son  satellite,  étant  les  résultats  des  actions  particulières  de  chacune  des 
molécules  du  soleil  et  de  la  planète,  on  tire  de  cette  considération  une 
conclusion  parfaitement  d’accord  avec  les  faits,  savoir,  que  les  actions 
dont  je  viens  de  parler,  sont,  à des  distances  égales,  proportionnelles 
aux  masses  des  corps  qui  les  exercent  ; de  manière  qu’en  dernier  résultat 
l’intensité  de  la  force  attractive  suit  le  rapport  direct  de  la  masse  et  le 
rapport  inverse  du  quarré  de  la  distance.  En  raisonnant  d’apri-s  celle 
double  loi,  et  en  conservant  l’hypothi-se  de  l’exiréme  petitesse  des  pla- 
nètes par  rapport  au  soleil  et  des  satellites  par  rapport  à leurs  planètes 
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respectives  , on  voit  que  la  force  accélératrice  connue,  dont  les  corps 
sont  animés  près  de  la  surface  de  la  terre,  peut  servir  de  terme  de  compa- 
raison ou  d'unité  pour  évaluer,  en  nombres  absolus,  les forces  accéléra- 
Iricts  dont  les  planètes,  en  vertu  de  la  seule  action  du  soleil,  et  chaque 
satellite,  en  vertu  de  la  seule  action  de  sa  planète,  sont  animés  dans  le  sens 
de  leurs  rayons  vecteurs,  lorsqu’on  connaît  les  rapports  entre  les  masses 
des  corps  attirants  et  la  masse  de  la  terre.  Cette  connaissance,  réunie  à 
celle  de  la  grandeur  de  ces  astres,  donne  aussi  les  lois  des  mouvements 
des  graves  près  de  leurs  surfaces  et  ri'ciproquement  les  rapports  de  leurs 
masse»  peuvent  se  déduire  des  phénomènes  dûs  k leurs  forces  attractives. 
Je  donnerai  bientôt  les  formules  relatives  k ce»  diverse»  déterminations. 
893.  Je  terminerai  ce  chapitre  en  faisant  remarquer  une  propriété 
J*  C* 

qui  se  déduit  de  l’équation  A=  — — de  l’art.  890;  tirant  , de 

cette  équation  la  valeur  de  C,  on  a 

(i) C — lé" J 

la  substitution  de  cette  valeur,  dans  l’équation  ( i ) de  l’art,  cité,  donne 
(a)  . . jéire  décrite  pendant  le  tem/ts  l = — 4*)  J 

d’oUon  conclut, /<  étant  une  quantité  constante  dans  le  système  planétaire, 
a(j  — e*) le  demi  • |»ramètre  de  l’orbite  dont  le  demi  - grand  axe  = a , 
et  dontl’exentricité  = e,que  « les  aires  décrites,  pendant  le  même  terni», 
« par  les  rayons  vecteur»  de  différentes  planètes , sont  entr’elles  conimc 
« les  puissances  j des  paramètre»  des  orbites  respectives  de  ces  planètes.» 

Eiprcsdon  générale  de  la  rileiie  ; nm  maximum  et  «on  minimnm  qui  ont  lieu 
rrxptclirement  au  périhélie  et  é Vaphélie. 


894.  Je  reprends  l'équation (4) de  l’art.889e*  = — hi,j’endéduis 

...  " 

, et  j’ai,  en  substituant  la  valeur  de  C>  = a//(i  — e») 


C» 


équation  (3)  de  l’art.  890, 

(«) = - 


h_ 

a 


Introduisant  cette  valeur  et  celle  de  F = dans  l'équation  (s)  de 
Part.  887  — 2 fPdr,  on  a,  en  intégrant  et  réduisant , 
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K^~r) 
ar  •. 


T*  , 

Je  di-signc  par  A*  le  rapport  qui,  d’apres  la  3.*  loi  de  Kepler, 
est  le  même  pour  toute*  le*  planètes,  ce  qui  donne,  «rt.  890,  équation  (3), 
A = . 4 ,7’  = — ■ et  change  l’équation  précédente  en 


l,a  vitesse  v se  trouve  exprimée  en  quantités  toutes  susceptible?  d’étre 
déterminées  par  l’obserralion. 

895.  On  voit  par  l’équation  précédente  que  si,  d’apix"*  le*  circons- 
tances initiales  qui  ont  déterminé  la  courbure  A-  l’orbite,  et  dont  je  par- 
lerai bientôt,  cet  orbite  est  circulaire,  le  mouvement  de  la  planète  sera 
uniforme,  car  alors,  la  seule  variable  r , qui  entre  dans  la  valeur  de  v , 
se  trouvera  constante. 

896.  Cette  expression  de  v a un  maximum  et  un  minimum  , à d.eux 
points  remarquables  de  l’orbite  , qui  se  déduisent,  à vue,  de  l'équation 
précédente;  le  maximum  de  v répond  au  minimum  de  ret  a lieu,  par 
Conséquent,  lorsque  la  planète  est  à celle  des  extrémités  du  grand  axe, 
ou  ligne  des  absides,  qui  est  la  moins  éloignée  du  soleil;  lorsque  l’aStrc 
se  trouve  h ce  point,  on  dit  qu’il  est  k son  périhélie } le  minimum  de  v 
rt'pond  au  maximum  de  r,  et  a lieu  lorsque  l’astre  se  trouve  li  l'autre 
extrémité  de  la  ligne  des  absides,  au  point  qu’on  appelle  son  aphélie. 

On  a vu , art.  886  équations  (6),  que  les  distances  du  centre  du  soleil 
au  périhélie  et  h V aphélie  étaient  respectivement  a(i  — f)et«(i-pf); 
ainsi  on  a,  en  appelant  V et  V" , respectivement,  le*  vitesses  à chacun 
des  ces  points, 


au  périhélie  ...  V = -^-1/—  (i) 

d l’aphélie  (a) 


yUettci  angulaim  tant  e/Tectivc  que  moyennes.  Évaluation  de  l'une  et  de 
l'awtve.  de  Torbite  elles  sont  égales  entr’cllei. 

897.  Tous  pointe  du  rsvon  \Tctcur  de  lu  phmôtc  en  mouYcmetit 
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décrivent,  autour  du  centre  du  soleil,  ou  du  foyer  de  l'orbite,  des  cercler 
de  différentt  rayons  et  ont,  sur  les  circonférences  de  ces  cercles,  des 
vitesses  pro{K>rtionne1les  aux  mémos  rayons  ; la  vitesse  de  celui  de  ces 

points  qui  se  trouve  à la  distance  ^ du  centre,  est  égale  à ()  ou 


^ et  rj  étant , art. 886  et  887  , les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  et 
par  des  lignes  txes  prises  dans  le  plan  de  l’orbite,  et  comme  on  a,  art. 887, 

équation  (i),  cette  vitesse  a pour  valeur  J substi- 


tuant pour  Csa  valeur 


S.Trt’ 

~Y' 


, art.  890  équation  (2),  et  dési- 


gnant par  yi  raire.ciilière  .t«’  y'~î~—  t'  de  l'ellipse,  on  a, définitivement, 
pour  la  vitesse  du  point  du  rayon  vecteur  situé  ii  la  distance  ^ du  foyer, 


1 expression  — ÿ— ■ 

Lorsque  P = i,  cette  expression  devient  et  la  vitesse  du  point, 

ainsi  placé  à l’unité  de  distance  du  foyer  qu’occupe  le  centre  du  soleil, 
s’apjielle  vitesse  angulaire  j les  espaces  parcourus  par  ce  point  sont 
les  mesures  immédiates  des  angles  dé-crits  par  le  rayon  vecteur.  Soit  ÿ 
la  vitesse  angulaire , on  a l'équation 


a/é 


A Ml  l’aire  eMlière  de  l’orbite  eilipti^pw,  et  T le  lenpt 
total  employé  par  la  plaaèta  à patrexturir  cette  orbite. 


898.  1-e  produit  de  la  vitesse  angulaire  ÿ par  le  rayon  vecteur  rdoit 
être  égal  à la  vitesse  v,  dans  le  sens  de  l’orbite,  aux  deux  points  où  r 
est  jterpendiculaire  à la  courbe  parcooriie,  c’est-à-dire,  au  périhélie 
et  l’aphélie  ; et  c’est  encore  aux  mêmes  points  que  se  trouvent,  respec- 
tivement, le  maximum  et  le  minimum  de  cette  vttesse  angulaire. 

899.  Cofieevons  un  point  qui  parcoure,  uniformément,  un  cercie  ayant 
son  centre  au  centre  du  soleil , son  rayon  égal  à l'unité  de  longueur,  et 
que,  de  plus,  la  révolution  entière, sur  ce  cercle,  s’achève  dans  un  temps 
égal  à celui  que  la  planète  employé  pour  papcoiirir  la  totalité  de  son 
orbite;  la  vitesse  angulaire  absolue  du  point  dont  je  [tarie  sera  égale 
à la  vitesse  angulaire  moyenne  de  la  planète , et , en  la  désignant  par 

, on  aura 
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900.  La  vitesse  angulaire  moyenne  doit , d'après  ce  qui  est  dit,  art. 
898,  être  plus  grande  au  périliélie,  et  plus  petite  à l'aphèlie  que  la  vi- 
tesse angulaire  elPective;  il  y a donc  sur  chacune  des  deux  demi-ellipses, 
séparées  par  le  grand  axe,  un  point  où  la  seconde  de  ces  vitesses  est  égale 
à la  première.  Pour  déterminer  ce  point,  j’égale  les  valeurs  de 

données  dans  les  deux  articles  précédents,  et  j’ai  r—  + 

* 

en  substituant  la  valeur  de  j4=rra‘'  et  désignant  par  R la 

valeur  particulière  de  r dont  il  s’agit  ici, 

(1)  éî=+«(i — f’)«. 

Il  ne  s'agit  plus,  pour  avoir  la  p sition  des  points  cherchés,  que  de 
déterminer  l’angle  forme  par  le  rayon  R et  par  une  ligne  de  position 

connue  dahs  le  plan  de  l’orbite;  faisant  donc  /•  = /?  = a(i 

dans  l’équation  (2)  de  l’art. 886,  et  tirant  la  valeur  de  cos.  on  a,  pour 
calculer  l’angle  formé  pr  R et  par  le  grand  axe  de  l’orbite,  l’équation 

(2)  cos.  ^ i L. . 

€ • 

901.  Si  du  rayon  R = a (1  — et  du  foyer  de  l’orbite  , comme 

centre,  on  décrit  un  cercle  dans  le  plan  de  l’orbite,  l’aire  de  ce  cercle- 
et  l’aire  de  l’orbite  elliptique  seront  égales  entr’elles  ; une  planète  qui, 
d’après  les  circonstances  de  son  mouvement  initial,  parcourrait  l’orbite 
circulaire,  aurait  donc  dans  le  sens  de  cet  orbite  (art.  896  et  897)  une  vites- 
se angulaire  constante  ~~T^  l>o<'r  sa  valeur 

jr/î»),  et,  comme,  art.  899,  est  la  vitesse  angtilaire  moyenne  dans 

l’ellipse,  les  temps  des  révolutions  totales,  èirculaire  et  elliptique,  seraient 
égaux  entr’eux,  et  la  vitesse  angulaire  variable,  dans  l’orbite  elliptique  , 
deviendrait,  aux  points  d’intersection  de  l’ellipse  et  du  cercle, égale  à la 
vitesse  angulaire  constante  qui  a lieu  dans  l’orbite  circulaire. 

Définition  de  V anomalie  vraie  , de  Vanomalie  moyenne,  de  VéquAtiorKiu  centre 
et  de  V anqmalie  excentrique,  Formulfs  qui  donnent  Jej  ralcurt  de  cei  di- 
verses quantités. 

902.  Avant  d’entrer  en  matière  sur  les  problèmes  qui  ont  pour  objet 


Digitizpf 
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la  détermination  de  l'instant  auquel  la  planète  passe  par  un  point  déter- 
miné de  son  orbite,  je  vais  délinir  les  quantités  que  les  Astronomes  ap- 
pellent r///o/«o//ef  et  donner  quelques  formules  relatives  à cés  quantités. 

L'angle,  formé  par  le  rayon  vecteur  et  par  le  grand  axe,  dont  le 
sommet  est  au  foyer  de  l’orbite  ou  au  centre  du  soleil , s'appelle  angle 
A'tinomttlie  -vr/tic;  \\  est  mesuré  par  l'arc  que  j'ai  appelé  ÿ (art.  886) 
qui  a été  ensuite  représenté  (art.  887  et  889)  par  <n  — S2,  et  on  a,  é-qua- 
tion  (3)  de  l'art.,886 , 

U-  demi  - paramètre  ; 
reiceniricllé. 

903.  Soit  dé-crite  une  circonférence  de  cercle  AD'  BF^  A qui  ait,  pour  Fl 
centre,  le  centre  6' de  l'orbite  elliptique  et,  pour  rayon,  le  demi-grand  axe 
AC,  et  imaginons  qu'un  astre  fictif  décrive  ce  cercle  dans  un  temps  égal 
au  temps  employé  par  l'astre  réel  à décrire  l'orbite  elliptique  entière; 
supposons,  de  plus,  que  ces  deux  astres  partent  ensemble,  lorsqu’on 
compte  zéro  temps,  du  point  périhélie  et  que  l’astre  fictif  se  meuve  d’un 
mouvement  uniforme  qui  lui  fasse  décrire  autour  du  centre  commun 
de  l’ellipse  et  du  cercle  des  angles  égaux  dans  des  temps  égaui;,  avec  une 

vitesse  angulaire  qui,  art.  899,  a pour  valeur  > ou  une  vitesse  ab- 

• 2/Z  fF 

solue,  dans  le  sens  de  la  circonférence,  égale  à — -j, — j au  bout  du 


temps  t le  rayon  vecteur,  mené  du  foyer  de  l’ellipse  à l’astre  réel,  for- 
mera l’angle  4>  d'anomalie  vraie  avec  le  grand  axe,  et  le  rayon,  mené 
du  centre  commun  de  l'ellipse  et  du  cercle  k l’astre  fictif,  fera  avec  le 
même  grand  axe  un  autre  angle  tp',  qu’on  appelle  anomalie  mojtnne, 
et  qui  se  calcule  par  l’équation 


(■) 


23T 

~ 


‘J 


OU,  en  substituant  pour  T sa  valeur  irr 

T 

(3), et  introduisant  laquantité  K — , 

fr  ^3 


art.  894, 


(art.  890)  équation 


904.  La  dilTércnce  entre  Vanomalie  vraie  et  \ anomalie  moyenne. 
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c’est  - k • dire  + (<p  — ip')  est  ce  qu’on  appelle  \cqualion  du  centre  , 

qui  est  positive,  zéro  ou  négative  k diverses  époques  du  mouvement. 

906.  Par  l’extrémité  M de  SRI  = r ou  par  le  lieu  vrai  de  la  planète, 
dans  l’orbite  elliptique,  je  fais  passqr  une  perpendiculaire  PMÇ  au  grand 
axe , se  terminant  en  Ç au  cercle  d’anomalie  moyenne  AV BE'  A , et 
je  trace  le  rayon  C().  L’angle  QCA  formé  par  ce  rayon  et  par  le  grand 
axe,  angle  que  je  désigne  patûj  est  celui  qu’on  appelle  angle  d'anomalio 
excentrique. 

CP  CS  + SP 

On  a cos.  angle  QCA  = ~(Jq'  — Jÿj J observant  que  la 

distance  SP  du  foyer  au  pied  de  la  perpendiculaire,  dont  je  viens  de 
parler,  est  égale  k r cos.  p et  qu’on  a,  de  plus , art.  886,  les  valeurs 

CA  = a,  CS  = aSj  l’équation  précédente  devient  cos.^=  ecos.d  + ae 

et,  en  substituant,  pour  eos.  sa  valeur  déduite  de 

l’équation  (2)  art.  886 , 

eos.ff=  . 


JteUtioM  quivxuleot,  soit  entre  le  Irmpt  et  V anomalie  excentrique,  loit  entre 
les  diverses  anomalies.  Détermination  du  lieu  vrai  de  la  planète  à un  instant 
donné.  Problème  de  Kepler. 

906.  Je  multiplie  , par  le  qùarré  r»  du  rayon  vecteur,  chacun  des 
membres  de  l’équation  (i)  de  l’art.  889 , et  substituait^  dans  l’équation 
produit,  pour  r»  sa  valeur  Cdt  (équation (i)  de  l’art. 887)  j’obtiens 
la  valeur  suivante  de  dt 

<■> ■*-  !"’+-v ' 


mettant  k la  place  de  et  de  C^  leurs  valeurs  repectives  — ^ — et 

ah  (i  — e>)  (équations  (f)  de  l’art.  894  et  (i)  de  l’art,  898)  on  a toutes 
réductions  faites 

rdr 

(») = “1  TTZTTmT  ■ 
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F, a quantité  i — est,  d’après  l’article  précédent , égale  k 

I — cos.^  Û ~ ff  J de  plus,  l’équation  du  même  article  donne 
r — a (i  — e cos.  û),  et  dr  — ae  sin. 0 dO  j ces  valeurs , introduites 
dans  l’équation  (2),  la  changent  en 

(3) dty/’Zîï  — a'^\i  — ecos.0)d0j 

d’où  on  déduit  par  l’intégration. 


= 0 — e sin.  0 + constante. 


Si  on  a,  en  même  temps,  / = o et  ^ = 0,  la  constante  est  nulle  et  l’ex  - 
pression  du  temps  en  fonction  de  M anomalie  excentrique  se  trouve 
donnée  par  l’équation 


(4) 


=■0  — e sin.  0 j 


' j// -^est  (équation  (a)  de  l’art.  908)  la  valeur  de  {'anomalie  mo- 


jenne  (p'j  on  a donc,  entre  cette  anomalie  et  l’anomalie  excentrique  0 
la  relation 


(5)  •. 

l’équation  cos.^= 


. ...  ^'  = 0 
rcos.^  + ae 


• e sin.  0 } 


t J i alet».0 — e) 

J art.  900 , donne  cos.ÿ  = —, 

ou , en  substituant  pour  r sa  valeur  a (i  — e cos.  0),  * 

cos.  ^ — e 

* 1 — ecos.0 

On  jieut  trouver  une  autre  relation  entre  ^ et  ^ en  égalant  les  valeurs 

n(i — f’)  , . , I — e* 

e = i — cl  r—  a(i  — eeos.  0) , ce  qui  donne = 

i+ecos.^  , . ‘ i+fcos.0 

f 4-  cos.  !p 


I — e cos.  0,  et  cos.  0 — 


déduisant,  de  cette  dernière 


I +f  cos.^ 

équation,  t-—cos.0j  i +cai.0  et  divisant  les  valeurs  trouvées  l’une  par 
l’autre,  on  a 

I — cos.^  I — e-  I — cos.  ^ 


(7) 


1 4-cos.^ 


I 4-  « 


I 4-  cos.  ÿ 


d’où  on  conclut,  par  les  théorèmes  connus  de  trigonométrie, 
I ’ s3 
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• • • = (-^)'  ‘«"g-  (t^) 


origine  commune  de 
de  ^ est  au  péribclie. 


Le  rapport 


I + e 


est,  art.  886,  équations  (6)  celui  de  la  distance 


aphélie  à la  distance  périhélie.  ■ 

907.  Les  angles  ^ cl  ff  ayant  leur  origine  commune  4 l’extrémité 
périhélie  de  l’axe,  IV^un/io/i  du  centre  est  nulle  lorsque  l’astre  passe 
4 ce  point  de  son  orbite,  et  l’instant  du  périhélie  continuant  4 être  pris 
pour  origine  du  temps  t , on  calcule  aisément  l’anomalie  moyenne 
au  bout  d’un  temps  donné,  par  l’é<|uation  (a)  de  l’art.  90^ 


Pour  en  déduire  le  Heu  vrai  de  la  planète’  dans  son  orbite,  il  faut  dé- 
terminer ^ , ce  qu’on  peut  faire  en  déduisant  d’abord  0 de  par  l’é- 
quation (5)  de  l’article  précédent  = 0 — e sin.é^,  et , ensuite , ^ de  ^ 

au  moyen  d’une  des  équations  (6)ou  (8)  du  même  article  ; mais  l’équation 

=0  — e sin.  0 ne  donne  l’angle  auxiliaire  ^que  par  des  procédés  de 
tâtonnement,  ou  par  des  méthodes  d'approximation,  et  le  problème  de 
déterminer  ainsi  ip  lorqu'on  connaît  p' , ou  de  déduire  VanomiiHe  vraie 
de  y anomalie  moyenne  , connu  sous  le  nom  de  problème  de^Kêpler 
pareeque  ce  grand  Astronome  est  le  premier  qui  s’en  soit  occupé , a été , 
après  lui,  l’objet  des  recherches  de  jilusieurs  analystes. 

^Vovez  la  Mécanique  analytique,  édition  de  1788,  page  268,  et 
la  Mécanique  céleste,  i."  partie,  livre  2,  n.“"  21  et  22)  (*).. 


Examen  de»  circnnslancei  d'aprè»  Ie»qiie1le»  l’orbilc  e»t  une  ellipse,  une  para- 
bole ou  une  hyperbole.  Delerininaiion  de  toute»  le»  quantité»  qui  donnent  la 
• forme , le»  dimcn»ion»  et  la  poailioo  4c  cette  orbite. 

908.. J’ai  supposé,  dans  tous  les  développements  donnés  depuis  l'art. 

(')  Le  problème  de  Kepler  e»t  analysé  avec  une  clarté  et  de»  détails  qui  ne 
laissent  rien  à désirer  dans  un  ouvrage  mis  au  jour  très-récemment , sous  le 
titre  éè Abrégé  if  Astronomie  , ou  leçons  élémentaires  if  Astronomie  théorique  et 
pratique  , contenant  l'extrait  des  Icrons  données  par  l’auteur  , JM.  Dclambre , 
au  Collège  impérial  de  France,  et  dont  le  recueil  formera  un  traité  complet 
en 3 volumes  in*4*. Toute  réflexion,  sur  le  mérite  et  l’iililitc  de  cet  ouvrage,  de- 
vient superBuc  lorsque  son  auteur  est  nommé.  L’annonce  qu’on  y trouve  de  la  pro- 
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887,  que  l'orbite  était  une  courbe  fermée,  et,  en  cela,  j'ai  eu  pour 
but  de  rendre  les  résultats  de  l'analyse  appli^bles  au  mouvement  réel" 
des  planètes  dont  l'existence  et  la  marche  nous  sont  connues  ; mais  j'ai 
fait  voir,  art.  889,  que  cette  analyse  embrasse  des  cas  beaucoup  plus 
généraux  ; elle  prouve  qu'un  corps  mis  en  mouvement  par  une  impul- 
sion initiale,  et  sollicité  par  une  puissance  qui  agit  en  raison  .inverse 
du  quarré  de  la  distance  du  mobile  au  centre  d'action,  peut  décrire  une 
section  conique  quelconque,  et  elle  fournit  le  moyen  de  connaître,  dans 
chaque  cas  particulier ,' la -courbe  di-crite  dont  l'espèce,  indépendante 
de  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  se  conclut  de  la  valeur  absolue  de 
cette  vitesse,  de  l'intensité  de  la  force  centrale,  et  de  la  distance  ini  - 
tiale  du  mobile  au  centre  d'action;  je  vais  démontrer  quelques  théorèmes 
fondamentaux  sur  cette  matière. 

Je  suis  parvenu,  art.  888  et  889,  par  la  seule  condition  que  la  force 
centrale  est  réciproque  au  quarré  des  distances,  à une  équation  de  l'or- 
bite de  la  forme. 


• t €* 

Equation  (3,)  de  /’///■/.  886  

^ ' — I -I-  £ fcos.  ^ 

qui  peut  appartenir  à toutes  les  sections  coniques. 

J'ai  trouvé  ensuite,  art.  894,  que  la  valeur  générale  de  la  vitesse, 
dans  le  sens  de  l'orbite , également  applicable  à toutes  les  formes  pos- 
sibles de  cette  orbite,  était 

Équation  (2)  de  l'art.  894  ...  e = 

d'où  on  déduit,  en  désignant  par  U et  par  R des  valeurs  connues  de  «■ 
et  de  r qui  ont  lieu  ensemble,  soit  au  premier  instant,  soit  à un  autre 
instant  donné  du  mouvement , 


(-) 


_ Rh 

%h  — RU^  ' 


or,  d’après  l'équation  (2)  de  l'art.  886,  la  section  conique,  k laquelle 
appartient  le  demi-grand  axe  a , sera  une  ellipse  , une  parabole  ou  une  ' 
hyperbole , respectivement , selon  que  cette  valeur  de  a sera  positive, 
infinie  ou  négative  ; on  a ainsi  les  conditjons 

chaîne  publioaiion  du  traite  complet,  sera  reçue,  avec  la  plus  vive  satisfaction,, 
par  l’Europe  savante  impatiente  de  posséder  Ce  nouveau  monument  élevé  à 
la  plus  belle  des  Sciences. 
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Cas  de  CelHpse.  ..£/*<  — — 

• R 

. Cas  de  la  parabole.  V*  = — 

Cas  de  Vhjpcrhole.  î/*  > 


Obtervez  que , dant  le  cai  de 
<»  = =o , Ia  quantité  o ( i — t’  ) 
o’cn  e>t  pai  moins  finie  et  égale 
au  demi  - paramètre  , puisque 
t — e*  diminue , à mesure  que  a 
augmente,  de  manière  A' devenir 
infiniment  petit,  lorsque  a de- 
vient infiniment  grand. 


On  voit,  par  ces  rt'-sultats,  i.“  que  l’espèce  de  la  section  conique  et 
la  longueur  de  son  grand  aze  sont , ainsi  que  j’en  ai  provenu  , indépen- 
dantes de  la  direction  de  la  vitesse  initiale  , et  se  trouvent  données  par 
la  valeur  absolue  de  cette  vitesse , la  distance  initiale  du  mobile  au 

centre  d’action  et  l’intensité  de  la  force  centrale  ; 2.»  que  le  terme 

a 

qui  entre  dans  la  valeur  générale  de  la  vitesse  étant  soustractif,  nul  ou 
additif,  respectivement , dans  les  cas  de  l’ellipse,  de  la  parabole  ou  de 
l’hyperbole  , celte  vitesse  , à des  distances  égales  du  centre-  d’action  , 
est  plus  petite  dans  l’ellipse  et  plus  grande  dans  l’hyperbole  qu’elle  ne 
l’est  dans  la  parabole. 

909.  L’espèce  de  la  section  conique  et  son  grand  axe  étant  ainsi  trou- 
ves , il  faut  chercher  la  position  de  ce  grand  axe  et  les  autres  quantités 
nécessaires  pour  la  détermination  de  la  forme  et  des  dimensions  de  l’or- 
bite. Prenant  pour  donnée  la  position  de  la  droite  qui  joint  le  mobile 
au  centre  d’action,  au  moment  où  les  valeurs  initiales  U et  R ont  lieu, 
on  pourrait  conclure  l’angle  12  (équation  (.5)  de  l’art.  889),  qui  fixe 
la  position  du  grand  axe  par  rapport  au  rayon  vecteur  primitif  R , et 
l’excentricité  e,  de  deux  valeurs  de  r correspondantes  à deux  valeurs  de 
ro  J mais  toutes  les  valeurs  dont  on  a besoin  se  déduisent  aussi  de  la 
seule  connaissance  de  l’angle  entre  la  direction  de  la  vitesse  initiale  U 
et  le  rayon  vecteur  correspondant  Rj  désignant  cet  angle  par',*/  on  a. 


au  moment  où  la  vitesse  donnée  a lieu, 


R^dù) 

~dt~ 


— RU  sin.ji,  (équa- 


tion (i)  de  l’art.  887)  d’où  • 

(i) Ç = R U sin.  P ; 

celle  valeur  et  celle  de  a donnée  par  l’équation  (1  ) tic  l’tirticle  précédent, 

C^ 

étant  substituées  dans  l’équation  h = l'art.  890,  on  a,  en 

tirant  la  valeur  de  t, 
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/î  U^(2.ff — /îi/*)sin.’« 


=1- 


-f' 


quantité  qui  est  plus  petite  que  l’unité,  égale  à l’imité,  ou  plus  grande 
que  l'unité,  respectivement,  suivant  que  la  i.”,  s.*,  ou  3.”  condition 
^ l’arliclc  précédent  a lieu.  Ensuite  étant  la  valeur  inconnue  de 
l’angle  primitif  formé  par  le'rayon  vecteur  initial  /{  et  par  le  grand  axe, 

’ â ( 1 ^ 

l’équation  cos.  ^ = — déduite  de  la  valeur  générale  de  r. 


■ /? 


équation  (a)  de  l’art.  886  , donne 

(3) 

« et  e ayant  les  valeurs  déduites  des  iquations  (i)  de  l’article  précédent 
et  (a)  du  pri-sent  article. 

On  a ainsi  tous  les  ètémenls  de  l’orbite  qui,  d’après  ce  que  j'ai  dit 
art.  846  et  862,  doit  être  renfermé  dans  le  plan  passant  par  le  rayon 
vecteur  R et  par  la  ligne  de  direction  de  la  vitesse  initiale. 

910.  Tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  force  centrale  a un  sens 
d’action  tel  qu’elle  tenifà  rapprocher  le  mobile  du  point  d’où  elle  émane; 
mais,  son  intensité  continuant  il  être  réciproquement  proportionnelle 
au  quarré  de  la  distance,  si  on  rendait  cette  force /■e^u/s/rc,  d’a//rr7c. 
life  que  je  l’ai  supposée,  il  faudrait  changer  le  signe  de /t  dans  toute 
les  formules  données  depuis  l’art.  889,  et  la  valeur  de  l’excentricité  e, 
■ donnée  par  l’équation  (2)  de  l'article  précédent , deviendrait  plus  grande 
que  l’imité;  ainsi  l’orbite  serait  une  hyperbole,  et  le  mobile  décrirait, 
alors  , la  branche  de  cette  hyperbole  opposée  ii  celle  qui  environne  le 
centre  d’action. 

Éclairciftcmcnti  tirés  de  la  considération  du  mouveipent  elliptique,  sur  quel- 
ques difficultés  que  présente  la  théorie  du  mouvement  rectiligne  d’un  point  ma- 
tériel attiré,  vers  un  centre  fisc,  en  raison  inverse  des  quarrét  des  distances. 


çt  1.  J’ai  donné,  art. 782 , la  valeur  du  temps  employé,  par  un  point 
matériel,  à parcourir  la  ligne  droite  qui  le  sépare  d’un  point  fixe,  vers 
lequel  il  est  attiré  en  raison  inverse  des  qitarri'-s  des  distances,  sa  vitesse 
initiale,  à l’origine  de  la  ligne  parcourue,  étant  nulle.  Si  on  désigne,  par  a, 
la  longueur  de  celte  ligne,  par  (i,  la  distatice  du  centre  d’action  à laqttelle 
la  force  accélératrice  émanant  de  ce  centre  =i=  ^ ^ et , par  ^r,  la  demi-cir- 
conférence dont  le  rayon  = i , le  temp  dont  il  s’agit  a pour  valeur 
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J et  j’observe  que  g(f‘,  quatrième  proportionnelle  à i,p* 


et  g,  est  le  nombre  représentant  la  force  accélératrice  à l’unité  de  dis- 
tance du  centre  d’action  , c'est-k-dire  le  nombre  correspondant  k celui 
que  j’ai  représenté  par  A depuis  l’art.  889.  De  plus,  dans  le  cas  de  l’ar|^ 
782,  la  vîtes.se,  infinie  au  point  de  contact,  prend,  ainsi  que  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvement 
placés  au-dclk  du  centre  d’action  par  rapport  au  point  de  dé|>art.  Ces 
■dernières  circonstances  présentent  des  difficultés  qui  n’ont  pas  toujours 
été  résolues  d’une  manière  satisfaisante.  Voici  comment  on  les  explique 
par  la  théorie  du  mouvement  elliptique.  , 

On  a,  art.  908  et  909  les  équations 

fl  A , 2/1 A 

■ J aou  fl  = 


2A  — flU‘ 


aU^  + A 


,=y  - 

et,  art.  890  équation  (3), 
Ces  équations  prouvent  : 


flU^{2A  — HU^)  sin.'/A 

■ Âî 


: 2,tA 


1/  ^ 
y (2/1 — fli 


flu^p 

.“  que  le  temps  T,  employé  k parcourir  l’or- 
bite totale  , ne  dépend,  en  aucune  manière,  de  la  forme  de  l’ellipse  ou 
de  son  excentricité  e,  mais  uniquement  de  la  distance  initiale  fl  du 
mobile  au  centre  d'action,  et  de  la  vitesse  de  projection  l/j  sans  égard 
k l’angle  « formé  par  la  direction  de  cette  vitesse  et  par  la  ligne  fl, 
angle  qui  détermine  l’excentricité  ; 2“.  que  la  vitesse  initiale  U étant 
supposée  de  .plus  en  plus  petite,  la  distance  initiale  fl  et  l’excentricité 
f s’approchent  de  plus  en  plus,  la  première  d’être  égale  au  grand  axe 
2/t  de  l’ellipse,  et  la  seconde  d’étre  égale  k l’unité.  Cependant , quel- 
que [jetite  que  soit  la  valeur  de  £7,  la  révolution  autour  du  centre  d’action 
n’en  aura  pas  moins  lieu,  et  l’hypothèse  de  £7  évanescent  donnera  une 
orbite  elliptique  , dans  laquelle  l’espace  compris  entre  le  foyer  et  le 
sommet  sera  infiniment  petit,  la  distance  initiale  fl  du  mobile  au  centre 
d’action  devenant  infiniment  peu  différente  du  grand  axe  2/7,  et  ce 
mobile  se  trouvant  placé  k l’^jhélie  k l’instant  de  son  départ.  Le  tenqis 
qui  s’écoulera  depuis  cet  instant  jusqu’au  retour  k l’aphélie  sera  égal  k 
I /~T^ 

'1/  — J-  valeur  double  de  celle  de  l’art.  782  (j’ai  observé  plus  haut 


fr 
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que  représentait  A),  parceque  cette  dernière  n’exprime  que  le  temps 
employé  à parcourir  lu  distance  initiale  entre  le  mobile  et  le  centre 
d'action,  c’est  -dire  la  distance  de  l’aphélie  au  périhélie,  ou  la 
moitié  de  l’ellipse  réduite  au  dernier  degré  d’aplatissement  ; et , puis- 
que, d’après  les  lois  du  mouvement  elliptique,  qui  doivent  être  con- 
servées dans  toutes  les  suppositions  imaginables  sur  la  valeur  de  l’ex- 
centricité, le  mobile,  arrivé  au  périhélie,  retourne  toujours  à l’aphélie, 
un  voit,  par -là,  pourquoi  en  introduisant,  dans  l'analyse,  la  condition 
de  l’existence  du  mobile  au  - delà  du  périhélie  par  rapport  h l’aphélie,  un 
arrive  nécessairement  à des  résultats  impossibles  ou  imaginaires. 

Observant,  de  plus,  que  l’é-quation  (i)  de  l’art.  896  rend  la  vitesse, 
au  périhélie,  d’autant  plus  grande  que  l’excentricité  e diflère  moins  de 
l’unité,  de  maniàre  que  cette  vitesse  devient  infinie  lorsque  1 — e est 
infiniment  petit,  il  sera  évident  que  les  phénomènes, dont  il  est  question 
à l’art.  78a,  sont  exactement  ceux  du  mouvement  qui  a lieu  dans  une 
ellipse  réduite  au  dernier  degré  d’aplatissement,  et  doivent  leur  être 
assimilés  à tous  égards  ; le  contenu  du  présent  article  ofTre  donc  complè- 
tement les  rapprochements  et  l'es  explications  annoncées  à .l’art,  cité. 

Comment  on  a égard  aux  actions  que  1rs  planrirs  exercent  sbr  le  soleil  dans  les 
expressions  analytiques  relatives  à leurs  inouvcmeiils.  Petites  anomalies  qu’é- 
prouve la  troisième  loi  de  Kepler.  Formules  pour  calculer  les  rapports  entre 
les  masses  des  corps  du  système  planétaire.  Force  de  la  pesanteur  i la  sur- 
face de  chaque  planète.  Lois  du  mouvement  de  deux  corps  célestes  dans  l’hy- 
pothèse où  ils  n’auraient  re^u  aucune  impulsion  initiale.  Immobilité  , dans 
cette  hypothèse , de  leur  centre  de  gravité  commun. 

912.  J’ai  dit , art.  891 , que  les  masses  des  planètes  produisaient,  dans 
les  conséquedbes  déduites  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  de  petites 
anomalies  dont  il  est  bon  de  donner  l’évaluation.  On  a vu,  pré-ct-dem  - 
ment^  que  l’attraction  , en  raison  directe  de  la  masse  et  inverse  du 
quarré  de  la  distance  , était  une  propriété  commune  à toutes  les  mo  - . 
lécules  de  matière  que  J’univers  renferme  ; il  suit  de  là  , comme  je 
l’ai  observé  art.  888,  qu’une  planète  exerce  sur  le  soleil  une  action, 
en  vertu  de  laquelle  elle  doit  avoir  une  tendance  à sVn  rapprocher,  in- 
dep'iidante  de  l’action  qu’elle  éprouve  de  sa  part,  et  uniquement  due 
à celle  qu’elle  exerce  sur  lui.  D’après  ce  fait , et  en  conservant , |)ôur 
mieux  fixer  les  idi-es , l’hypothèse  de  l’immobilité  absolue  du  soleil,  il 
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c*t  manifeste  que  si  les  masses  des  deux  astres  étaient  égales  entr’elles,. 
la  tendance , dont  je  viens  de  parler , aurait  pour  mesure  l’attraction 
entière  du  soleil  sur  la  planète,  en  vertu  de  laquelle  elle  est,  art.  889,  ani. 

méc  d’une  force  accélératrice  = ; mais,  eu  égard  k la  loi  des  masses, 

e» 

art.  892 , le  rapport  de  la  valeur  véritable  à cette  valeur  hypothétique  est 
celui  de  la  masse  de  la  planète  à celle  du  soleil , et , désignant  ce  rapport 
par  »,  la  partie  de  la  force  accélératrice  de  la  planète,  due  h l'action 

vh 

qu’elleexerce  sur  le  soleil,  sera  — — , et  sa  force  accélératrice"  totale,  sera 

— — ( I 4-  »')  ; cette  force  équivaut  ii  celle  qui  aurait  lieu  si , continuant 

de  sup|îoser  Ij  planète  sans  force  attractive  , on  augmentait  la  masse 
du  soleil  d'une  quantité  égale  k la  masse  de  la  planète. 

913.  I.e  rapport  v,  qui  varie  d’une  planète  k l’autre,  est  égal  à 
TsTlm  po'""  planète  Mars  , celle  que  Kepler  a principalement  fait 
servir  k la  découverte  de  ses  lois,  et  sa  plus  grande  valeur,  applicable 
k Jupiter  , est  de  , ü n’est  donc  pas  étonnant , que  l'observation 
r»  4,r»  ' 
h 


une  valeur  sensiblement  cons- 


ait  donné  k la  quantité 
tante  dans  tout  le  système  planétaire,  vu  son  peu  de  dilTérencc  avec  la 

4-T* 

véritable  valeur  — ' r"  dans  laquelle  les  différentes  masses 

• /t{i+v)  ' 

des  planètes  introduisent  de  légères  variations. 

914.  Voici  comment  on  peut  conclure,  des  quantités  connues  par 
l’observation,  les  valeurs  numériques  de  h et  yj  soit  m la  masse  de  la 
terre,  (i  son  rayon  moyen,,?  continuant  k repréBcnteT"  la  force  accéléra- 
trice des  graves  k sa  surface.  Pour  déduire  de  la  fore?  accélératrice 
imprimée  k la  distance  p celle  qui  a lieu  k l’unité  de  distance,  il  faut 
prendre  la  quatrième  proportionnelle  k \ et,?,  ainsi  la  force  accélé- 

ratrice cherchée  est  égale  k 

Cette  quantité  gp^  est  purement  hypothétique  comme  la  quanpté  h 
de  l’art.  889,  car,  k une  distance  du  centre  de  la  terre  ou  de  celui  du 
soleil  égale  k l’unité  linéaire  qui  mesure  g et  p,  l’attraction  ne  suit  pas, 
art.  728,  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  ; mais,  comme  dans 
l’hypothèse  de  la  sphéricité  des  astres  de  notre  système,  leur  attrac- 
tion k des  distances  de  leurs  centres  plijs  grandes  que  leurs  rayons,  est 

la 
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la  meme,  comme  je  le  ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  que  si  leur 
masse  était  toute  rassemblée  <i  leur  centre , on  peut , pour  avoir  un 
module  de  force  attractive  applicable  aux  corps  situés  au  dehors  de  ces 
astres,  supposer  que  la  loi  inverse  du  quarre  des  distances  a lieu  jusqu'à 
leurs  centres , ce  qui  revient  à les  considérer,  en  conservant  les  masses, 
comme  des  points  matériels  occupant  les  lieux  de  ces  centres. 

Le  produit  de  l’expression  gQ*  par  la  masse  attirée  donne  la  force  mo~ 
trice  de  cette  masse , et , par  conséquent , g(>*  est  la  valeur  numérique  de 
la  force  motrice  imprimée  à l’unité  de  masse  placée  à l’unité  de  dis- 
tance du  centre  de  la  terre,  le  point  de  vue,  sous  lequel  on  doit  envi- 
sager cette  valeur  hypothétique  étant  conforme  aux  explications  que  je 
viens  de  donner.  Divisant  ensuite par  la  masse  m^  on  a,  d’après  la  loi 

du  rapport  des  masses,  l’expression  ^qui  donne  la  valeurnumériqiie 

de  la  force  motrice  imprimée  par  l’unité  de  masse  à une  autre  unité  de 
masse  placée  à l’unité  de  distance,  ou  la  valeur  numérique  de  la  force 
accélératrice  que  cette  même  unité  de  masse  communique  à un  |>oint 
matériel , de  masse  quelconque,  également  placé  à l’unité  de  distance. 

Le  produit  de  par  une  masse  quelconque  donne  donc  la  force 

accélératrice  communiquée  par  cette  masse  à un  corps  placé  k l’unilé 
de  distance  ; ainsi , M étant  la  masse  du  soleil , on  aura , en  conservant 
à la  lettre  A la  signification  qui  lui  a été  donnée  art.  889, 

1) — g(j». 

nt 

On  a de  plus,  d’après  l’article  précédent,  T et  a se  rapportant  à l’orbite 
de  la  terre. 


et  on  déduit  de  ces  deux  équations 

(3) 


gp*  T'' 


M 


i,:r*a^  — gp 


o^T* 


h = 


— gp- 


a»  r» 


'/•i 


(4)  . . . . 

ce  qui  détermine  la  valeur  de  v,  applicable  à la  terre,  et  la  valeur  de  h, 

34 
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Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  applicable  à une  planète  quel- 

conque,  on  emploiera  l’équation  de  l’art.  918, ~ 

et  a'  sont  la  durée  de  la  révolution  totale  et  la  distance  moyenne  de  la 
planète  dont  il  sagit),  qui  donne 

(^) ~ J,  7''a  ' ■’ 

et  on  introduira,  dons  cette  expression  de  r,  la  valeur  de  A calculée  par 
l’équation  (ci-dessus). 

Les  rap|>orts  >>  entre  les  masses  des  planètes  cl  celle  du  soleil,  ainsi  éva- 
luées par  l’emploi  des  éléments  dont  j'ai  parlé  à l’art.  892 , peuvent  aussi 
se  déterminer,  par  approximation , sans  qu’on  soit  obligé  d’introduire 
la  quantité  h dans  le  calcul  qui  devient , par  conséquent , indépendant  de 
^et  ()  ; mais  cette  méthode  ne  s’applique  qu’aux  planètes  qui  ont  des 
satellites;  voici  en  quoi  elle  consiste:  soit /«'la  masse  d’une  planète  et 
m"  celle  de  son  satellite  ; T”  et  a"  étant  le  temps  total  de  la  révolution 
de  ce  satellite  et  sa  distance  moyenne  rapportés  à sa  planète,  dont  l’ac  - 

f 

tion  à l’unité  de  distance  a,  pour  valeur,  équation  (1)  , — 


M 


. /i,  on  a 


(6) 


T^'2 


ï'  / /f/'  \ 

ÿry  HT  ) 


m 

M m- 

d’une  autre  part  le  mouvement  de  la  planète  autour  du  soleil  donne 
T's  4 .ts 

(7) 


«'3 


"(-4) 


négligeant  les  petits  rapports  ~j^  1 divisant  la  seconde 

équation  par  la  première,  on  obtient  la  valeur 
(8) 


M «'3  7"»  ' 

qui  ne  contient  que  les  distances  moyennes  a'  et  a'%  et  les  temps  de 
révolutions  totales  7*  et  7*'. 

Pour  avoir  immédiatement  le  rapport  de  la  masse  //j'  d’une  planète 
à la  masse  m de  la  terre,  on  substituera,  dans  (5),  à v sa  valeur 
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m'  ..  . m Ajr*a^ — A?"» 

-jjj-  et,  divisant  (o)  par  1 équation  -^  = 

(s) , on  aura 


187 

déduite  de 


m — ■ (4.T»a3^  hT*)T*  ' 

915.  La  Torce  accélératrice  des  graves  placés  à la  surface  d’une  planète 
quelconque,  que  je  désigne  par  se  déduit  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, lorsqu’aux  données  qui  entrent  dans  les  formules  trouvées  on  réu- 
nit celle  du  rayon  moyen  de  la  planète. Soit  ce  rayon  moyen,  et  m' 
la  masse  de  la  planète  , la  force  accélératrice  qu’elle  imprime  sera , 


d'après  l’art,  précédent. 


' . e' 


• g(^  k l’unité  de  distance,  et  on  aura  = 


k la  distance  f'  du  centre,  c’est-à-  dire  à la  surface.  Le 


rapport  sera  donné  , soit  par  une  table  qu’on  jieut  avoir  calculée 

TTt 

d’après  l’équation  (5)  ou  l’équation  (8)  de  l’article  précédent,  laquelle, 
contenant  les  rapports  entre  les  masses  des  planètes  et  celle  du  soleil , 
fait,  par  conséquent,  connaître  les  rap|X)rts  entre  les  masses  des  pla- 
nètes, soit  par  l'équation  (9)  du  même  article. 

916.  J’ai  dit  précédemment  que  le  soleil  avait  une  tendance  k se  dépla- 
cer en  vertu  de  l’action  qu’une  planète  exerçait  sur  lui , cl  il  est  bon  de 
donner  quelques  détails,  sur  ce  sujet,  avant  de  passer  à d’autres  matières. 

On  a vu , art.  914,  que  le  produit  de  la  quantité  — par  la  masse 

d’un  corps  quelconque  donnait  la  valeur  de  la  force  accélératrice  com- 
muniquée par  celte  masse  k un  corps  éloigné  d’elle  à l’unité  de  dis- 
tance ; faisant , pour  abréger , —1>  désignant  par  /«'  la  masse 

fn  f 

d’une  plaifèle  et  parrsun  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soleil, 
sera  l’expression  de  la  force  accélératrice  que  reçoit  le  soleil  en  vertu 
de  l’action  de  la  planète , et  ■ celle  de  la  force  accélératrice  que 
reçoit  la  planète  par  l’action  du  soleil  (/V  est  la  masse  du  soleil) , la  force 
motrice,  imprimée  à chacun  des  deux  astres,  étant  ^ . 
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On  a donc,  en  supposant  que  les  deux  astres  commencent  à agir  l’un 
sur  l’autre  sans  vitesses  initiales  , et  tendent  à se  rapprocher  en  se  mou- 
vant sur  la  droite  qui  joint  leure  centres,  v et  \y  désignant  respective- 
ment la  vitesse  du  soleil  et  celle  de  la  planète  au  bout  du  temps  t, 

, , \ mq  dw  Mq  I 

— — 

di  étant  constant,  on  a,  au  bout  du  temps  t, 

/(^v)  ■.f{dw)V.m-.Mj 

d’où  (a) e= 

M 


les  vitesses  sont , à chaque  instant , réciproquement  proportionnelles 
aux  masses. 

Nommant  x et  x' , respectivement , les  distances  au  bout  du  temps  t 
des  centres  des  masses  Af  et  m à leurs  points  respectifs  de  positions  ini- 
tiales, l’équation  précédente  se  change  en  = 


M 


dt 


(3) xM  — x'm  = o. 

a étant  la  distance  initiale  entre  les  corps , on  aura,  au  moment  de  leur 
réunion  , x-f-x'=  a,  équation  qui  , combinée  avec  la  précédente, 

donne  x = — — . x'=  — — ; d’où  l’on  conclut  que  les  deux 
m + M m + M ^ 

astres,  s’ils  étaient  des  points  matériels,  arriveraient,  au  même  instant, 

au  point  de  position  initiale  de  leur  centre  de  gravité  commun,  et  on 

//.TC 

voit,  j>ar  l’équation  (3),  ou  par  sa  dérivée  M } que 

ce  centre  de  gravité  commun  reste  immobile  pendant  toute  la  durée 

<3^  /'  //.X^ 

du  mouvement,  sa  vitesse  M — — — m — — j article  765,  étant  ù 

d/  dt 


chaque  instant  égale  & zéro. 

Dans  le  cas  d’une  vitesse  initiale  imprimée,  soit  k chacune  des  masses, 
soit  h l’une  d’elles  seulement,  le  rentre  de  gravité  se  meut  et  les  corjM 
circulent,  autour  de  ce  centre  mobile,  d’après  les  lois  dont  je  ^parlerai 
dans  la  section  du  cours  où  il  sera  question  du  mouvement  des  systèmes 
de  corps. 
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Con>i<lératioai  générales  aur  la  mouirrmant  d’un  point  matàrirl  aiiujetti  à >a 
mouvoir  aur  une  courbe  donnée.  Ëxpreasion  générale  de  la  viteaae.  Celle 
viteaac  rat  conalanle  loraijue  le  mobile  ne  y meut  qu'en  vertu  d'uue  impul- 
aion  initiale.  * 

917.  Le  point  inatériel  mobile  peut  firc  considértî  comme  une  sphère, 

d’un  diamètre  infiniment  petit , renfermé  dans  un  tube  dont  il  occupe 
toute  la  section  transversale,  et  dans  lequel  il  se  meut  sans  frotte- 
ment ; j’appelle  directrice  la  ligne  que  suit  son  centre  ; cette  ligne 
est,  en  général , une  courbe  à double  courbure  ; les  positions  de  tous 
ses  points  sont  rapportées  k trois  axes  fixes,  peqvendiculaires  entr’eux, 
sur  lesquels  se  mesurent  les  coordonnées  et  a de  ces  difTérents 

points.  La  surface  de  la  paroi  intérieure  du  tube,  est  censé'e  engendrée 
par  un  des  grands  cercles  du  mobile  sphérique , se  mouvant  perpendi- 
culairement à la  directrice,  avec  la  condition  d’avoir  toujours  son  centre 
sur  cette  courbe. 

Chacune  des  puissances,  qui  sollicite  le  mobile,  est  dirigée  sur  son 
centre,  et  décomposée  en  trois  forces  respectivement  parallèles  aux  x , 
y et  t J la  somme  des  composantes  parallèles  aux  x est  désignée  par 
X,  la  lettre  F représentant  les  forces  parallèles  aux  y,  et  la  lettre  Z 
les  forces  parallèles  aux  z. 

918.  Le  mobile  sollicité  par  les  forces  X,  F et  Z,  décrirait,  s’il  se 
mouvait  librement , une  certaine  courbe  dont  on  trouverait  l’équation 
par  les  principes  posés  au  commencement  de  cette  section;  mais  comme 
la  trajectoire  est  une  courbe  déterminée  , il  faut  avoir  égard  à cette 
circonstance  dans  les  équations  du  mouvement,  ce  qu’on  peut  faire 
en  combinant  avec  les  forces  X , F et  Z,  une  force  F",  telle  que  les 
actions  simultanées  de  X,  F,  Z et  F , feraient  parcourir  librement 
au  mobile , la  même  courbe  sur  laquelle  ce  mobile , enfermé  dans  un 
tube,  ou  canal,  de  figure  donnée,  est  obligé  de  se  mouvoir. 

On  a , sur  le  champ , une  idée  de  la  fonction  que  remplit  cette  force 
X*  et  de  sa  direction  , en  considérant  qu'elle  remplace  la  résistance  du 
tube , et  qu’elle  doit  par  conséquent , k chaque  instant , annuller  la 
tendance  qu’a  le  centre  du  mobile  à s’écarter  de  la  directrice  ; la  di- 
rection de  F doit  donc  être  perpendiculaire  k cette  directrice  ; il 
est  évident  qu’une  seule  force  normale  et  ayant  d’ailleurs  l’intensité 
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convenable  , sudll  pour  remplir  la  condition  dont  il  s'agit  ; dès-lors, 
on  jteut,  en  réunissant  la  force  i’aux  forces  Xj  J'  et  2 j et  en  suivant 
la  même  marche  de  raisonnement  qu’à  l’art.  820,  poser  les  équations 
du  mouvetticnt  comme  si  le  mobile  était  libre. 

Soient  n',  n" , les  angles  respectivement  formés  par  les  axes  des 

X J J'  et  s et  par  la  force  7 les  équations,  dont  je  viens  de  parler, 
seront  les  suivantes 


= { A'-p7’cos.  n')  J 

~ d!  (7'-|-/’cos.  n")  J 

= di(z+r  eus. 


919.  Je  multiplie  les  i.'“,  i.*  et  3.*  équations  de  l’art,  précédent 
respectivement  par  d.t,  dy , di , et,  faisant  la  somme  des  équations 
produits  dans  l’hypothèse  de  dt  constant,  j’ai 


d.v.  dd.r  -è  dj.  ddy  + dz.  ddz 


Ydy-yZdz 


L’élément  de  courbe  ds  sur  lequel  se  trouve  le  mobile  fait  avec 
les  axes  des  x , y z , des  angles  respectifs  qui  ont  pour  cosinus 

——J  -^'X—  3 —r—j  et , comme  cet  élément  de  courbe  est , par  hypo- 
ds  ds  ds 

titèse,  perpendiculaire  à la  force  T",  on  a,  par  les  théorèmes  connus 

. , . dv  , dy  n dz  ,,, 

de  trigonométrie,  — cos.  n H — ^ cos.  n -f  cos.  n'"  = o 

ou  dx  cos.  n' y dy  cos.  n"  -p  dz  cos.  n'"  ~ o.  Le  deuxième  terme  du 
deuxième  membre  de  (i)  est  donc  nul , et  cette  équation  se  réduit  à 
, ^ dxddrydyddyydzddz 

(a)  . . . =\dxyrdyyZdzj 


c’est-à-dire  qu’elle  devient  identique  avec  l’équation  (i) de  l’art.  822, 
obtenue  dans  l’hypothèse  du  mouvement  libre  d’un  point  matériel  sol  - 
licite  par  les  puissances  Xj  Vet  Z j on  arrive,  ainsi , à la  même  expres- 
sion de  la  vitesse,  soit  que  le  mobile  se  meuve  librement , soit  qu’il  se 
meuve  dans  un  tube  ou  canal  fixe  de  forme  donnée,  savoir  ; 
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(3)  . . : . . = i/*  + 2/(avx  + rdy  + zdi)  i 

c’est  l’éqiiation  (a)  de  l’article  cite,  e est  la  vitesse  au  bout  du  temps  t 
et  U*  la  constante  arbitraire. 

çio.  Si  le  mobile  n’étant  soumis  à l’action  d’aucune  puissance,  ce  qui 
donne  A’  —o,  i'=  o,  Z = Oj  se  meut  en  vertu  d’une  vitesse  initiale 
. qui  lui  aura  été  imprimée  tangentiéllement  à un  point  quelconque  de 
la  directrice , l’équation  précédente  devient 

(«) 

la  vitesse  est  constante,  ainsi  sa  valeur  initiale  ü se  conserve  la  même 
pondant  la  durée  du  mouvement  dans  le  tube;  x étant  la  distance  au  bout 
du  temps mesurée  sur  la  directrice,  du  mobile  k un  point  fixe  de  cette 
courbe,  on  a,  dans  l’iiypotbese  des  valeurs  simultanées  i'=oel/=o, 

(a) x=Ut } 

ce  résultat  et  tous  ceux  que  j’aurai  à conclure  de  la  théorie  exposée 
depuis  l’art.  9 17  supposent  que  la  courbure  de  la  directrice  est  soumise 
a la  loi  de  continuité. 

çai.  Considérant  l’équation  (3)  de  l’art.  919,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  on  peut  d’abord  se  donner  pour  condition  que  les  forces  dont 
se  composent  X,  V et  Z sont  fonctions  des  distances  des  points  d’ap- 
plications de  ces  forces  & des  points  fixes  pris  sur  leurs  directions  res- 
pectives; c’est  le  cas  remarquable  dont  je  me  suis  occupé,  art.  8a3  et 
suivants,  et  qui  rend,  ainsi  que  je  l’ai  démontré  aux  articles  cité-s,  la 
fonction  Xdx-^rdy-\-Zdz  intégrable  indépendamment  de  toute  rela- 
tion particulière  entre  et  *. 

On  peut  donc  , dans  le  cas  dont  je  viens  de  parler , supposer  . . 
f {Xdx-\-  Vdjr-\-  Zdz)=  Q , en  désignant  par  Q une  certaine  fonction 
finie  de  T,  y et  « dont  la  composition  n’a  aucune  liaison  nécessaire  avec, 
celles  des  fonctions  dépendantes  de  la  courbure  de  la  directrice,  ce  qui 
donne  à la  valeur  de  la  vitesse  la  forme 


<■»=  i/x  + n.Qj 


Ç Mt  une  fonction  finie  de  x,jr  et  z indépendante 
de  toute  relation  entre  lei  coordonnée!  de  Xautircctricf, 


et,  comme  la  fonction  Q est  absolument  indépendante  de  celle  dont 
l’égalité  à zéro  détermine  les  positions  respectives  des  points  de  la  di- 
rectrice, la  forme  de  cette  cottrbe  n’inllue  en  rien  sur  la  valeur  de  v. 
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qui  est  donnée,  uniquement,  à un  instant  quelconque,  par  les  valeurs 
des  coordonnées  du  point  mobile  à cet  instant , sans  égard  aux  valeurs  de 
ces  coordonnées  corres[X)ndantcsaux  positions  que  ce  mobile  a eues  ou 
qu’il  aura  dans  les  instants  précédents  ou  suivants  , la  seule  condition  à 
laquelle  ces  positions  sont  assujetties  étant  la  continuité  de  la  courbure 
de  la  directrice. 

932.  Ces  remarques  conduisent  à une  conséquence  digne  d’attention; 
si  on  imagine,  entre  deux  points  fixes  de  l’espace,  une  infinité  de  tubes 
de  courbures  quelconques  continnrs  dont  cbacun  ait  son  origine  à l’un 
de  ces  points  et  son  extrémité  à l’autre , un  point  matériel  , soumis  à 
des  puissances  données , et  introduit  dans  un  de  ces  tubes  avec  une  vi- 
tesse initiale  déterminé-c  dans  le  sens  de  sa  directrice,  aura,  arrivé  4 
l’autn?  extrémité  de  ce  tube,  une  vitesse  qui  sera  la  même  quelque  soit 
le  tube  parcouru. 

Cette  proposition  peut  être  présentée  sous  un  point  de  vue  beaucoup 
plus  étendu  en  terminant  les  tubes,  non  à deux  points  fixes  communs, 
mais  à deux  surfaces  courbes.  Pour  arriver,  à cet  égard , aux  résultats  les 
plus  généraux  que  la  question  comporte,  j’observe  que,  dans  l’équation 

(1) fA  + 

on  a déterminé  la  constante  par  la  condition  des  deux  valeurs  simultanées 
e = t/et  ()  = o;  mais,  en  prenant  une  autre  valeur  v—V  correspon- 
dante k Ç = Ç',  la  constante  serait  égale  à — 2Ç'  et  on  pourrait , 
<t  tous  égards,  remplacer  l’équation  v»  = U*  + 2Ç  par  la  suivante 

(R) + 

pour  deux  autres  valeurs  particulières  et  simultanées  de  r et  de  Ç,  res- 
pectivement égales  à f"'  et  Ç"j  on  aurait  l’équation,  aussi  générale 
que  les  deux  précédentes, 

(3) -P  2{Q—  Q")j 

si,  des  trois  constantes  U ,V  et  y",  c’est  U qui  est  donné  par  l’état 
de  la  question,  et  qu’on  ait  pris  arbitrairement  Q'  et  , on  aura  les 
relations  = î/*  + 2(/'j  = £/>  -t-  2Q" , ce  qui  détermine  les 

constantes  inconnues  V et  pareillement,  P"  et  (X  étant  les  valeurs 
simultanées  données  par  l’état  de  la  question,  on  aurait  U^  = f"  • — 3 Q' , 
y"i  _ yi^  ^ %{tQ"  — Ç')  , Ç"  étant  pris  arbitrairement. 

Or  les  équaliops  (2)  et  (3)  font  voir  que,  lorsque  le  mobile,  sollicité 

par 
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par  les  forces  X,  V et  Z , passe  de  la  position  oü  on  a Ç — = o et 

où  il  est  animé  de  la  vitesse  y , k la  position  où  on  a Q — (/'=  o»d 
a,  dans  cette  dernière  position,  une  vitesse  F"  F'*  + 7.{Q^' — p') 
mais  Q étant,  jwr  l’état  de  la  question,  une  fonction  variable  de  x,jret 
t,  dire  que  les  coordonnées  qui  fixent  les  positions,  initiale  et  finale, 
du  mobile,  sont  assujetties  aux  conditions  respectives  Ç — Ç)'  = o,  et 
•Q — Q"=  O,  c’est  dire  que  parti  d’un  point  quelconque  de  la  surface 
courbe,  qui  a pour  équation  Q — Ç)'  = o,il  est  arrivé  à un  point  quelcon- 
que d’une  autre  surface  courbe  ayant  pour  équation  Ç — Ç"  = o;  donc 
si  plusieurs  mobiles,  dont  chacun  est  sollicité  par  le  même  système  de  for- 
ces, partent  de  la  surface  courbe  déterminée  par  l’équation  Ç — Ç'  = o, 
avec  une  vitesse  commune  F'  et  vont,  en  se  mouvant  dans  des  tubes  de 
courbures  quelconques  continues , rencontrer  une  autre  surface  détermi- 
née par  l’équation  Q — Ç"  = o,  ils  auront,  aussi,  en  arrivant  à cette 
seconde  surface, une  même  vitesse  F"  =\F'>  + 2{Q” — P^)l*  • C'est 
le  cas  le  plus  général  du  théorème  particulier  de  l’art.  781. 

9s3.  V étant  la  vitesse  du  mobile  k l’extrémité  de  l'arc  s de  la  courbe 
parcourue,  l'ai  démontré,  art. 844,  la  propriété  remarquable  du  mouve- 
ment lihre  à/'(yefs)  = 0,  qui  tient  au  principe  de  la  moindre  action. 
Cette  propriété  a été  déduite  de  l’expression  générale  de  la  vitesse,  et 
comme  celte  expression  est  la  même  dans  le  cas  du  mouvement  libie  et 
dans  celui  du  mouvement  qui  a lieu  sur  une  courbe  déterminée  , il 
semblerait,  au  premier  coup  d’œil , que  l’équation  dfvds  — o,  devrait 
également  être  satisfaite  dans  l’un  et  l’autre  cas  ; mais  on  reconnaiira 
aisément  la  différence  de  ces  deux  cas  en  faisant  attention  aux  détails 
du  calcul,  indiqués  à l'art,  cité,  d'après  lesquels,  en  remplaçant  les  forces 
X , Y et  Z par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  de  l’art.  918,  on  a 

^ d{^dx6x.\- dy dy dzàî) 
diyds)  ==  ^ ■ 

f — Ndt  {dx  cos.  n'  y dy  cos.  n"  y dt.  cos.  n'"  ) j 

l’intégration  étant  faite  entre  des  limites  fixes,  prises  sur  la  courbe  parcou- 
rue, la  partie  dej',d{yds)  donnée  par  le  terme  didi) 

se  réduit  à zéro,  mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  la  partie  correspon* 

* a5 
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dnnte  à l’autre  terme  du  deuxième  membre,  dans  lequel  âr , djr  et  tf* 
sont  des  variations  absolument  arbitraires.  On  peut  observer  que  ce 
terme  disparaitrait  avant  l’intégration;  i.°  dans  l’hypothèse  particulière 
de  à.T  = r/j:  j (Jy  = et  di  = di,  de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure 

sur  la  variation  d {yds) , puisque,  dans  cette  hypotlièse , on  ne  compare 
la  courbe  parcourue  qu’à  elle-itiéme;  a.»  dans  le  cas  de  iV=o,  qui  est 
celui  du  mouvement  libre. 

Considérations  générales  sur  la  pression  qu’exerce  contre  la  paroi  intérieure 
d'un  tube,  ou  canal  fixe,  de  courbure  quelconque  continue,  un  corps  obligé 
de  se  mouvoir  dans  ce  tube.  Evaluation  générale  de  la  partie  de  cette  près- 
sion  due  à la  vitesse  du  mobile.  Définition  de  la  Jhrcr  centrifuge.  Cas  où  le 
mouvemeot  est  modifié,  soit  parle  frottesnent,  soit  par  la  résistance  d’un  milieu. 

914.  La  pression  qu’exerce  un  corps  contre  la  ligne  ou  la  surface 
sur  laquelle  il  est  assujetti  à se  mouvoir,  fournit  matière  à des  questions 
également  curieuses  et  importantes,  soit  dans  la  mécanique  rationnelle, 
soit  dans  la  mécanique  nppliqui-e;  cette  pression  est  due  à deux  causes 
qu’il  est  essentiel  de  bien  distinguer;  la  première  est  la  vitesse  du  corps; 
on  a vu , art.yiS  et  719,  qu’un  corps,  dans  lequel  des  forces  quelconques 
ont  engendré  une  certaine  vitesse,  doit,  si  ces  forces  cessent  d’agir  sur 
lui  a|)rès  la  génération  de  cette  vitesse,  la  conserver  constamment  et  se 
mouvoir  en  ligne  droite  à moins  que  quelque  obstacle  ne  l’en  empêche, 
ce  corps  exerce  donc,  en  vertu  de  sa  simple  vitesse,  un  effort  contre 
la  paroi  intérieure  d’un  tube  ou  canal  courbé,  dans  lequel  il  est  forcé 
de  SC  mouvoir,  uniquement  pareeque  ce  tube  contrarie  sa  tendance 
au  mouvement  rectiligne  : ensuite  si  ce  même  corps , animé  d’une  vites- 
se finie,  est  de  plus  soumis  k l’action  d'une  ou  plusieurs  puissances, 
reffet  dont  je  viens  de  parler  se  combinera  avec  celui  de  ces  puissances, 
car,  leur  système  étant  disposé  pour  faire  parcourir  au  corps  , s’il  était 
libre,  une  certaine  courbe  déterminée,  elles  s’opposent  autant  que  leurs 
intensités,  directions,  etc.  peuvent  le  permettre,  h ce  qu’il  en  parcoure 
une  autre,  et  par  conséquert  le  pressent  contre  toute  paroi  qui  le  fait 
dévier  de  la  route  qu’il  suivrait  en  vertu  de  leurs  seules  actions. 

9»5.  Je  vais  traiter  d'abord  la  question  de  la  pression  due  à la  seule 
vitesse  et  supposer  que  le  mobile  se  meut  uniformément  dans  un  tube 
courbé  d’une  manicte  quelconque;  on  a vu  art. 920  que  ce  corps,  n’étant 
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soumis  à l’action  d'aucune  puissance  extérieure,  conserve,  sans  altéra- 
tion, une  vitesse  qui  lui  est  imprimée,  k un  point  quelconque  de  la 
directrice,  tangentiellement  k cette  courl>e.  Il  est  aisé  de  voir,  par  un 
raisonnement  analogue  k celui  de  l'art.  835,  où  il  s’agissait  de  la  trajec- 
toire libre,  que  le  point  matériel,  animé  d’une  vitesse  U avec  laquelle 
il  parcourt  l’élément  de  courbe  ds  rencontrant,"  k l’extrémité  de  ds  , 
un  autre  arc  élémentaire  qui  fait,  avec  le  prmier,  un  angle  dont  le 

sinus= — ^ (le  rayon  principal  de  courbure,  celui  qui  est  renfermé 


dans  le  plan  de  deux  éléments  de  courbe  consécutifs,  est  désigné  par  r). 
Si,  sur  le  plan  qui  renferme  les  deux  arcs  élémentaires  consécutifs  dset 

ds/  et  le  rayon  /•,  on  décompose  ü en  V etf/.~  , 

prises,  respectivement,  dans  la’direclion  de  ds'  et  perpendiculaire - 
mentk  cette  direction,  le  corps  exercera  sur  un  effort  normal,  ou 
dirigé  suivant  le  rayon  de  courbure  r , et  dû  k 1a  vitesse  élémentaire 
Vds 

laquelle  art.  712  et  804 est  représentée, dau  l’anal vse,  par  Xrtfurcc 

U ds  , ds  , 

accélératrice  > on  ~ 1 puisqu  on  a — V , valeur 

identique  avec  celle  de  la  force  normale  déduite  de  l’équation  (2)  de 
l’art.  835  qui  est  applicable  au  mouvement  libre. 


L’autre  composante  V 


ne  diflcre  de  U que  d'une 


quantité  comparable  au  sinus  verse  d’un  angle  infiniment  petit,  ce  qui 
reproduit  le  lliéoréme  de  l’art.  920. 

926.  L’elfort  normal  dont  un  corps  est  ainsi  capable  en  vertu  de  sa 
simple yitesse , et  qui,  pour  une  masse  constante,  est  pro[x>rticnnel  k 
f?» 

J s’appelle  jbree  cenlrifuge.  Voici  un  autre  mojen  d’arriver  k 

l’expression  de  cette  force  , qui  a l’avantage  de  faire  connaître  immé- 
diatement sa  direction  dans  l’espace,  et  qui  offrira  d’ailleurs  aux  élèves 
un  exercice  utile  d’analyse  et  de  mécanique. 

Puisque  le  mobile  animé  de  la  vitesse  ü et  ayant,  en  vertu  de  cette 
vitesse , une  tendance  k se  mouvoir  en  ligne  droite  , prsese  la  paroi  du 
canal,  cette  paroi  lui  fait  éprouver  une  réaction  que  l'on  peut  considérer 
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comme  une  puissance  inconnue,  tant  en  intensité  qu’en  direction,  k 
laquelle  ce  corps  est  soumis  ; je  désigne  cette  puissance  par  N et  l’ap- 
pelle n'j  n"j  n"'j  respectivement,  les  angles  qu’elle  forme  avec  les  aies 
des  et  t j on  a donc,  art.  8ao, 


• 

N cos.  n'j 

r= 

N cos.  n"  J Z =■ 

(< 

dx 

1=  Ndt  cos.  n'  J 

0)  • 

]< 

<Y  ■> 

dt  J 

\=  Ndt  cos.  n"  J 

ii 

■ d:  > 

. àt  J 

1=  Ndt  C08.  n'". 

Mais  le  mobile,  animé  de  la  vitesse  U,  n'éprouve,  par  hypothèse, 
d’autre  action  que  celle  qui  est  due  à la’ résistance  de  la  paroi  du  tube  et , 
d’après  l’art.  920,  cette  résistance  ne  peut  faire  subir  aucune  modification 
à la  vitesse  V,  on  a donc,  ds  étant  l’élément  de  courbe  parcouru  pen- 


dant l’instant  dt,  ü = , d’où  dt  = 

’ dt  * 


ds 

~ÏÏ 


. Substituant  cette  valeur 


dans  les  équations  précédentes,  prenant  ds  pour  diflerentielle constante, 
et  désignant  le  rayon  principal  de  courbure  par  r , ces  équations 
deviennent 

I ds* 

et  on  en  conclut 


V*ddx  , V*ddj  „ „ U*dds  „ 

■ = iVeos.  n'j  — -j~—=Ncw.n'j  — = N coi.  n"'j 


ds* 


(3) 


N = 


U* 


/ 

J , V - — 

ds* 

ddx 

- r ' 
rddx 

\{dd.r)*.^{ddjY^-ddt.)\^ 

ds*  ' 

àdy 

rddy 

j {ddx)*  + {ddjY  + l^ddt)*  1 * 

ds* 

JH 

dds 

rddi 

\{ddxY.^{tldjr)*.\-{ddt)*\'  ds* 

La  force  centrifuge  se  trouve  ainsi  déterminée  immédiatement  et  in- 
dépendamment de  la  considération  de  l’ajij/e  de  contact j on  a , de 
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plus  , sa  direction  dans  l'espace  , et  comme  on  sait , par  la  géométrie 
aualytique,  que,  r étant  le  rayon  de  courbure  principal , on  a 

rdi^ 

co%.n" , cos.  n'"  sont  celles  des  cosinus  des  angles  respectifs  formés  par 
ce  rayon  et  par  les  axes  des  jy  et  le  tout  dans  l’hypotlièsc  de  ds 

Z/i 

constante , on  retrouve  la  valeur  N = de  l’art,  précédent , et  les 

autres  équations  (3)  énoncent  l’identité  entre  les  directions  de  ret  de  N. 

On  peut  observer  qu’en  regardant  la  valeur  et  la  direction  de  N 
comme  connues  par  l’art,  précédent,  l’analyse  du  présent  article  résoud 
fort -simplement , par  des  considérations  de  mécanique,  les  problèmes 
de  Géométrie  analytique  relatifs  aux  déterminations  de  la  valeur  et  de 
la  position , dans  l’espace,  du  rayon  principal  de  courbure  d’une  courbe 
à double  courbure. 

De  l«  preaaion  totale  qu'un  corpa  fait  éprouver  à une  courbe  quelconque  , aur 
laquelle  il  eat  obligé  de  ae  mouvoir,  due  tant  à aa forte  centrifuge  qu’4  l’ac- 
tion des  puiaaaiicea  auxquelles  ce  corps  est  soumis. 

937.  La  pression  qu’un  corps  exerce  en  vertu  de  su  force  centrifuge 
n’est  due,  ainsi  que  je  l’ai  expliqué  ci-dessus,  qu’à  la  simple  vitesse  ; 
mais,  lorsque  le  mobile  est  soumis  à l’action  d’une  ou  plusieurs  puis- 
sances, la  pression,  dont  je  viens  de  parler,  n’est  qu’une  partie  de  celle 
qu’éprouve  la  courbe  sur  laquelle  ce  mobile  est  forcé  de  se  mouvoir , 
car  la  résultante  unique  des  puissances  sollicitantes  peut  toujours  se  dé- 
composer en  deux  forces,  l’une  tangentiellc  qui,  étant  uniquement  et 
exclusivement  employée  à faire  varier  la  vitesse,  n’exerce  aucune  pres- 
sion sur  la  trajectoire,  l’autre  normale  qui  (abstraction  faite  du  frot- 
tement) n’a  aucune  influence  sur  la  vitesse,  son  effet  unique  et  exclusif 
étant  de  presser  la  trajectoire.  pression  totale  est  donc  la  résultante 
de  cette  dernière  force  et  de  la  force  centrifuge  , forces  qui  agissent , 
toutes  deux  , dans  le  plan  normal  à la  directrice  à double  courbure , 
mais  qui  n’ont  pas  les  mêmes  directions  sur  ce  plan. 

Je  désigne  par  Z’  la  pression  normale  totale  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner, par  R la  résultante  générale  des  puissances  sollicitantes  X,  Y 
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Soient  K,,  K„,  K,„,  rcspectivemem , la  i.”,  la  2.*  cl  la  3."  de  ces 
compoeantcs,  h,,  ft„,  A,„  les  angles  res|jeclif$  formas  par  la  pression 
normale  totale  J"  et  par  le#  i et  a on  a 

f 0 . * • ' L 7 ^//  r ^Itt 

^ ' CO#.  C0S.A’„==  ~jr  J COS.  *,„=  — Ÿr-  • 

La  valeur  de  la  force  T"  peut,  en  observant  que  le  cosinus  de  l’angle 
formé  par  ses  deux  composante#  IJ  et  N a pour  valeur  cos.ycos.  n'  + 
cos. g cos.  n"  + cos.  h cos.  n"' , et , en  désignant  cet  angle  par  se 
mettre,  art.  5i , sous  la  forme 

W r = y Ji:,  + A'a  â/ZA’^cos.  .1. 

928.  Pour  avoir  égard  au  frottement  qui  peut  avoir  lieu  aux  points 
de  contact  successifs  du  mobile  et  de  la  paroi  du  canal  dans  lequel  ce 
mobile  est  enfermé,  il  faut  observer  que  ce  frottement  a lieu  uniquement 
en  vertu  des  forces  normales  II  et  N,  et  qu’en  appliquant,  au  cas  dont  il 
s'agit  ici,  les  notions  établies  depuis  l’art. 6o5  jusqu'à  l’art.  621,  les 
résistances  qui  en  résultent  peuvent,  F désignant  un  coefficient  constant, 
être  considérées  comme  les  cITets  d’une  puissance  VV dirigée  suivant  la 
trajectoire  et  agissant  en  sens  contraire  du  mouvement  actuel  du  mobile. 

La  valeur  et  la  direction  de  T"  sont  données  |>aT  les  équations  (1)  de 
l’art,  précédent , F est  un  coefficient  connu  par  expérience,  et  on  devra, 
tant  dans  la  valeur  de  la  vitesse  v que  dans  les  autres  expressions  ana  - 
lytiques  d.-uis  lesquelles  entrent  les  puissances,  substituer  aux  compo- 

^ ds! 

santés  X,  V,  Z les  nouvelles  composantes  respectives  X -, — Fr^ 

i'-4?lFr,z-4r/'. 

as  (h 

On  peut  encore  traiter  la  question  dans  l’hypothèse  de  la  résistance 
d’un  milieu  traversé  par  le  mobile,  résistance  qui  est , en  général , une 
foiTc  retardatrice,  tangenliclle  comme  la  précédente  et  agissant  aussi 
comme  elle  dans  un  sens  contraire  à celui  du  mouvement  actuel.  Ainsi, 
\!>  étant  le  signe  de  fonction,  il  faudra  combiner,  avec  les  forces  desquel- 
les résulte  le  mouvement  , la  force  tangcntielle  — ’^(*')  qui  doit  son 
existence  à ce  même  mouvement. 

Je  me  borne  à ces  indications  générales  sur  des  cas  qui  rendent  l’a  - 
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nalyse  fort -compliquée,  lorsque  les  forces  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition de  X,  y çt  Z sont  dirigées  dans  des  plans  différents,  et  qui, 
faisant  dépendre  une  partie  des  causes  auxquelles  les  variations  de  la 
vitesse  sont  dues  de  cette  vitesse  elle-même , ôtent  les  moyens  de  sim- 
plification fournis  par  l’hypothèse  des  art.8a3  et  921 , en  ne  permettant 
plus  de  regarder  la  valeur  du  quarré  de  la  vitesse  comme  composée 
d’un  terme  constant  et  de  l’intégrale  d’une  fonction  de  la  forme , 
dans  laquelle  P est  fonction  de p. 

De  la  pression  que  fait  éprouver  à une  courbe  plane , sur  laquelle  il  est  obligé 
de  se  mouvoir,  un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  quelconques,  diri- 
gées dans  le  plan  de  cette  courbe  , en  ayant  égard  , tant  aux  actions  des 
forces  qu’à  la  vitesse  du  mobile. 

929.  Je  rapporte  les  positions  des  diflerents  |>oints  de  la  trajectoire 
aux  coordonnées  rectangulaires  l’axe  des  x et  celui  des_y  étant 

deux  lignes  de  positions  fixes,  sur  le  plan  de  cette  trajectoire,  dont  le 
point  d’intersection  est  l’origine  commune  de  x et  de  j la  distance  du 
mobile  à un  point  fixe  de  su  trajectoire,  mesurée  dans  le  sens  de  cette 
trajectoire  , sera  représentée  par  s. 

Je  décompose  chacune  des  puissances  qui  agissent  sur  le  mobile  en 
deux  composantes  respectivement  parallèles  aux  x et  aux  jy,  et  je  dé- 
signe par  X la  somme  des  compiwantes  |>arallèles  aux  x et  par  V la 
somme  des  composantes  parallèles  aux  jr. 

J’appelle  T"  la  pression  totale  cherchée  qu’éprouve  la  trajectoire  au 
point  oh  se  trouve  actuellement  le  mobile,  au  bout  du  temps  t,  N étant 
\n  force  centrifuge  qui  représente  la  partie  de  la  pression  due  h la  vitesse 
du  mobile , et  /7  l’autre  partie  de  la  pres-sion  due  à l’action  des  puissances. 

Il  est  évident  que  les  pressions  A' et  77 ont  lieu  dans  le  plan  de  la  tra- 
jectoire, puisque  ce  plan  renferme  la  direction  du  mouvement  et  celles 
de  toutes  les  forces  sollicitantes  ; de  plus  N et  77  doivent  être  normales 
h la  trajectoire , car,  si  on  sup|x>sai  t que  l’une  ou  l’autre  de  ces  pressions  fit 
avec  la  tangente  un  autre  angle  que  l’angle  droit,  on  jKJurrair  ramenerson 
effet  à celui  de  deux  forces,  l’une  normale,  entièrement  employée  k pres- 
ser, l’autre  tangentiellc;  mais  comme  l’effet  de  la  dernière  composante, 
pour  presser,  est  né-cessalrement  nul,  cet  effet  doit  être,  entièrement, 
attribué  h la  première,  et  la  seconde  est  nécessairement  égale  k xéro. 

N 
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2V  H n ont  donc  leurs  directions  sur  la  ligne  du  rayon  de  courbure,  et 
la  pression  totale  se  compose  de  leur  somme  iV  + //c'est  -à -dire qu’on  a 
r=N->rn. 

çSo.  Cette  identité  des  lignes  de  direction  de  N e\  U,  qui  permet  de 
les  composer  par  somme  , est , principalement , ce  qui  rend  l’analyse  du 
cas  actuel  de  la  pression  d’une,  courbe  plane  beaucoup  plus  simple  que 
celui  de  la  pression  d’une  courbe  à double  courbure  traité  depuis  l’art. 
934  jusqu’à  l’art.  938.  Dans  ce  cas  général  les  pressions  A'  et  II  sont , 
à la  vérité , dirigées  dans  un  même  plan  normal , mais  elles  font  un  angle 
entr’elles  dans  ce  plan  et,  de  là , la  complication  inévitable  des  formules 
qui  donnent  la  valeur  et  la  direction  de  T". 

Cependant  on  peut  dé-duire  très-aisément  de  ces  mêmes  formules  la 
valeur  de  /'dont  on  a besoin  en  ce  moment,  pour  cela  on  supprimera 
des  équations  de  l’art.  927  tout  ce  qui  a rapport  à la  coordonnée  î et 
à la  force  Z et  on  aura, 

^ t!y  Xdy  — Vdx 
ds^ 


(-) 


K'  =- 


e*  dr.y 
di’ 


ds 

dx 

ds 


ds 

Xdy  — Vdx 
ds 


J’observe  que  dans  rfeypolbèsc  de  ds  constant , rdé'signant  le  rayon  de 

courbure , on  a dd.r  = , ddy= , ce  qui  change 

les  valeurs  précédentes  en 

\k’  : 


dr  I ^ 

^ r 

dx  I (■» 


Xdy—rdx 


K"=-—l  q. 

d'où , en  observant  que  dj-*  -f  dx‘  = ds^, 

(3) . . . =-7"  + 

K, 


(ix 

Xiij—Ydx 

ds 


)'• 

)" 


I 

— Idx  ^ 


ds 


(4)  . . . cos./f,=  -ÿT 
On  voit  que  le  terme 


Jl 

ds 


K,. 


cos.  f(„  = — = 


dx 

ds 


répond  à celui  qui , dans  les  formules  géné- 
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r;;lcs,  représentait  IV  ou  la  force  centrifuge  dépendant  exclusivement  de 
Xdy~Vdx 


la  vitesse  ; le  terme  - 


ds 


étant  la  valeur  de  77  ou  de  la  par- 


tie de  la  pression  due  h l’action  des  forces. 

ç3i.  Le  problème  cpie  je  viens  de  résoudre  est  lié  à une  théorie  avec 
laquelle  les  élèvi’S  ne  sauraient  être  trop  familiers;  je  crois  devoir,  par 
ce  motif,  en  donner  une  solution  immédiate,  qui  ne  soit  pas  déduite, 
comme  cas  particulier,  d’une  solution  plu.s  générale.  Je  remarque  d’abord 
tjue,  si  des  deux  quantités  A’ et  //  on  ne  voulait  avoir  que  la  force  cen- 
trifuge A',  duo  à la  seule  vitesse,  il  suirirait  d’appliquer,  purement  et 
simplement , à deux  é-lémenis  consécutifs  de  la  trajectoire  plane,  le  même 
raisonnement  qu’on  a appliqué  art.  92-1  k deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajectoire  <1  double  ci  urbure,  puisque  le  résultat  auquel  je  suis  par- 
venu h l’art,  cité  est  fondé  sur  ce  que  les  deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajectoire,  la  direction  du  mouvement  du  mobile  qui  les  parcourt, 
et  le  rayon  principal  Ac  courbure  sont  dans  un  même  plan;  ainsi,  dans 
la  trajectoire  plane  comme  dans  la  trajectoire  à double  courbure,  on  a 


(>) 


N=- 


Quant  à l’identité  de  direction  de  A et  77  suivant  la  .4gne  du  rayon  de 
courbure,  je  n’ai  rien  à ajouter  à ce  qui  a été  dit,  art.  929,  et  j’ai  en 
conséquence  l’écjuation 

(2) 7^=A+77. 

Je  vais  maintenant  chercher,  par  des  procédé’s  immédiats,  la  valeur  géné- 
rale de  l' dans  la  trajectoire  ; cette  valeur  se  composera  du  terme  — — 

et  d’un  autre  terme  qui  sera  la  partie  de  la  pression  due  à l’action 
des  puissances. 

Conservant  la  notation  de  l’art.  929  , et  appliquant  aux  puissances 
AT  et  y exactement  les  mêmes  raisonnements  que  j’ai  fuit , art.  820  ou 
art.  821 , sur  les  forces  X , J'et  Z,  j’ai  les  l'quations suivantes,  dans  le 
cas  du  mouvement  libre,  lorsque  toutes  les  forces  sont  dirigées  dans  un 
même  plan. 
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Ensuite,  si  le  mobile  est  obligé  de  suivre,  sur  ee  |»lan,  une  courbe  dé- 

terniinée,  je  considère  la  réaction  /^’de  cette  courbe  contre  le  mobile, 

comme  une  force  particulière  tjui,  combinée  avec  les  forces  A'  et  V, 

réduit  la  question  du  mouvement  forcé  à celle  du  mouvement  libre. 

La  force  r,  d'après  ce  qui  précède , agit  suivant  la  ligne  du  rayon 

de  courbure,  et  pour  (ixer  les  idées,  sur  son  sens  d’action,  on  |>eut  sup- 

poser  que  le  mobile  se  meut  sur  la  concavité  de  la  courbe  yMM' , en 

allant  de  M en  //'  et  exerçant  une  pression  normale  dans  le  sens  IVMM , 

de  laquelle  résulte,  par  conséquent,  une  réaction  dans  le  sens  NMN'j 

l’angle  VAX  étant  celui  des  x et  y positives,  la  réaction  V tend  Ji 

éloigner  le  mobile  de  l’axe  AXel  k le  rapprocher  de  l’axe  AVj  c’est- k- 

//v 

dire  k augmenter  les  jy  et  k diminuer  les  .T  j ainsi  le  cosinus  -ÿ—  de 

l’angle  obtus  X'MN' , formé  par  MN'  et  par  l’axe  des  x doit  avoir  le 
dx 

signe  négatif,  le  sinus  — — du  même  angle  qui  est  le  cosinus  de  l’angle 
as 

aigu  Y'MN'  prenant  le  signe  positif,  toutes  choses  compatibles  avec 
les  valeurs  positives  de  dx , dy , X et  V et  supposant  seulement  la 
relation  de  A k J' telle  que  le  mobile  soit,  k l’instant  où  on  considère 
son  mouvement , appliqué  contre  la  concavité  de  V MfV.  Les  cosinus 

signes  contraires  k ceux  de  cos.  et  cos.  k,, , 

équations  (3)  de  l’art.  qSo  , parcequ’ici  j’emploie  la  réaction  de  la 
courbe  contre  le  mobile,  au  lieu  qu’k  l’art,  cité  1'  représentait  l’action 
contraire  du  mobile  sur  la  courbe;  mais  cette  différence  de  signes  n’a 
aucune  influence  sur  la  valeur  ultérieure  de  P. 

D’apri’S  ces  explications  , et  en  suivant  la  marche  de  raisonnement 
de  l’art.  918  on  trouvera  aisément  que  les  équations  du  mouvement 
forcé  sur  la  courbe  VMiV,  ramenées  au  cas  du  mouvement  libre , sont 


(4) 


' dx  > 
. J 

c J 

dt; 


dt. 


Pour  en  déduire  la  valeur  de  /"je  multiplie  la  i.f'  par  dy,  la  a.'  par  d.v 
et  je  retranche  la  dernière  équation  produit  de  la  i.",  ce  qui  donne, 
en  observant  que  dy^ydx*  = et  prenant  la  valeur  ùe  P , 
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7^  = 


dx 

~dt 


ds 


Xdr—rd.c 

ds 


on 

d’où 


dx  / dy\  df  (dr\  dr^  f dy  dx\  dxS  f dy\ 

^~drAjTl )~  iU  \d7 dl^  = ~di)-~  dl^  '\^J' 


r = 


dx^ 

dl* 


ds 


üubslituant  pour  <//»  sa  valeur 


+ 

ds^ 


Xdy  — Vdx 
ds 


r= 


W-ÿi) 

V dx  ) xdv  — rdx 

- e»  + - ■' 


ds^  ^ ^ ds 

Je  n’ai  supposé  aucune  dilTérentiolle  constante  et  dans  ce  cas  , 
ds^  Xdy — Vdx 


dx^  dl 


m 


■ } le  terme  • 


ds 


qui  n’est  formé  que 


de  quantités  du  i."  ordre  est  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  le 
module  de  difl'érenlielle,  on  a donc 


(5)  . . 


_ Xdy — TV.r 

.r=  — + - — 


i/s 


valeur  identique  avec  celle  de  l’équation  (3)  de  l’art.  pSo  y —y-  est  la 

force  centrifuge  , " 

duc  à l’action  des  puissances. 


force  centrifuge,  ^ est  la  partie  de  la  pression  normale 


Moyrn  de  faire  décrire  uiie  courbe  donnée  à un  point  matériel , nana  le  ren* 
fermer  dans  un  tube  ou  canal.  Kquation  fondamentale  de  la  tbéorie  des 
forces  centrales,  déduite  des  conditions  d*éi|uilibre  entre  la  force  centrifuge 
cl  l'action  normale  des  puisaaoces  (jui  «ngiMeot  sur  le  mobile. 


93a  mobile  assujetti  h parcourir  une  courbe  donnée  «T  été,  depu's 
Tart.  917  , ‘upposc  renfermé  .dans  un  tube  ou  canal  curviligne  ay.'ml  la 
couibe  donnée  pour  directrice;  mais  on  peut  rempbr  la  meme  coudi- 


Section  deuxième.  io5 

lion  par  d'aulrcs  moyrns  dont  le  plus  direct  et  le  plus  simple  consiste  k 
attacher  ce  mi^bile  k l’extrémité  d’un  fil  qui,  pendant  le  mouvement, 
ou  s’enveloppe  autour  d'une  ligne  ou  surface  courbe,  ou  se  développe 
après  avoir  été  d’abord  plié  suivant  une  certaine  courbure. 

Bornant  cette  considération  aux  ctmrbes  planes,  on  Conçoit  aisément 
que  si  un  fil  attaché,  par  une  de  ses  extrémités,  k un  point  d’une  pareille 
courbe  et  enveloppé  sur  une  portion  convexe  de  celte  courbe,  tient  un 
corps  attaché  k son  autre  extrémité,  en  donnant  k ce  corps  une  impul- 
sion, telle  que  le  fil  se  développe  successivement  sur  le  plan  de  la  courbe 
en  restant  toujours  tendu  , le  mobile  , considéré  comme  un  point  n;a  - 
tériel , décrira  une  autre  courbe  déterminée.  On  peut  se  donner  la  courbe 
i}cyelopi>t'e,vn  déduire  la  développante , et  réciproquement.  L’emploi 
de  ce  moyen  dans  les  arts  n’est  pas  sans  exemple  ; le  fameux  Jluvghrns 
s’en  était  servi  pour  obtenir  des  oscillations /joc/trorrcj  quelques  fussent 
leurs  amplitudes,  d’apri-s  une  théorie  que  j’exposerai  bienliit. 

ç33.  Le  fil  est  continuellement  perpendiculaire  k la  courbe  décrite 
et  sa  tension  mesure  la  pression  que  le  corps  ferait  éprouver  k une 
courbe  matérielle  sur  laquelle  il  serait  obligé  de  se  mouvoir  ; (elle 
tension  mesure  aussi  l’intensité  de  la  puissance  normale  à la  trajectoire , 
qu’il  faudrait  continuellement  appliquer  au  mobile,  indépendamment 
de  celles  qui  agissent  déjà  sur  lui,  pour  lui  faire  décrire,  libtement , 
la  même  courbe  sur  laquelle  il  est  obligé  de  sc  mouvoir,  quand  il  est 
ou  attaché  k un  fil  ou  enfermé  dans  un  canal.  . 

La  valeur  générale  de  la  puissance  normale  dont  je  parle  est  celle 
de  / 'donnée  3^.947  ; mais,  en  se  bornant  k la  considération  des  trajec- 
toires planes,  la  force  normale  qu’il  faut  substituer  k la  tension  d’un  fil 
ou  k la  résistance  de  la  paroi  d’un  canal , pour  retenir  un  mobile  sur 
une  courbe,  donnée  k l’artice  93i , équation  (5),  a pour  expression 
,,x  XdY—Vd.x 

+ . 

r ds 

puissances  qui  sollicitent  le  mobile  ét.mt  supposées  fonctions  des 
dist.inces  de  leurs  |)oints  communs  d’application  k des  jxoints  fixes  pris 
sur  leurs  directions  respectives,  la  vitesse  v et  les  composantes  X et  V 
auront  des  valeurs  dépendantes  de  la  position  du  mobile  et  l’expression 
«->  Xdy~Ydr  . . . 

— — -p  pourra  toujours  SC  transformer  en  une  fonction 
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de  -T,  J',  et  de  leurs  dilTérentielles.  Dès-lors  on  a une  équation  funda- 
nienlale  pour  la  détermination  des  trajectoires  planes,  dans  le  cas  du 
mouvement  liùrCj  en  faisant 

Xfly  — rdx  _ 


équation  par  laquelle  on  énonce  que  la  force  centrifuge  fait  con- 
tinuellement équilibre  à l’action  normale ^ — — des  forces  , 

et  qu’ainsi  la  trajectoire  est  parcourue  ////remen/ sans  qu’il  soit  néces- 
saire de  retenir  le  mobile  sur  cette  courbe  par  le  moyen  d’un  lil  ou 
d’un  canal  ou  k l’aide  d’une  force  particulière. 


Digreuiou  sur  U vérification  du  principe  de  la  pesanteur  universelle  que  le 
mouvement  de  la  lune  a fourni  à Newton. 


934.  Les  premiers  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  new- 
toniene  ont  tiré  beaucoup  de  parti  de  la  considération  de  l’équilibre 
entre  la  force  centrifuge  et  l’action  de  la  force  centrale  prise  norma  - 
lement  à la  trajectoire  ; son  emploi  le  plus  remarquable  est  assuré  - 
ment  celui  qu’en  a fait  Newton  lui-même  pour  vérifier  ses  premières 
conjectures  sur  la  loi  de  la  gravitation  universelle;  voici,  à cet  égard, 
les  explications  que  j’ai  promises  art. 891. On  est  assuré,  par  des  moyens 
indépendants  de  tout  système  d’astronomie  physique,  que  la  lune  dé- 
crit autour  du  centre  de  la  terre  une  courbe  qui  peut,  dans  des  calculs 
de  vérifications  sommaires,  être  regardée  comme  circulaire.  Il  est  bien 
naturel,  lorsque  ce /«//est  constaté,  de  penser  que  la  lune,  dont  le  mou- 
vement a , en  vertu  de  son  inertie,  une  tendance  continuelle  à être 
rectiligne,  est  à chaque  instant  détournée  de  la  direction  tangentielle 
par  une  force  émanant  du  rentre  de  la  terre,  et/ie  variant  qu’avec  la 
distance  de  son  point  d’application  k ce  centre.  Soit  G cette  force,  H le 
rayon  de  l’orbite  lunaire  et  V la  vitesse  de  la  lune  dans  cette  orbite; 


l’équati 


e* 

r 


rtfj-  — Xdy 
ds 


, de  l’article  précédent,  deviendra , eu 


observant  que  le  second  membre  est  la  somme  des  composantes  des 
forces  prises  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure , et  rejirésenfe , par 
conséquent,  lu  force  G ^ 


Cet  R ftant  constants , le  sera  aussi  j soit  ÿ la  vitesse  angulaire  de 
la  lune,  on  aura  U = H d’où 

(2) G= 

L’angle  ÿ décrit  par  le  centre  de  la  lune  pendant  une  seconde  sexagrai  - 
male  de  temiK,  est,  en  parties  du  rayon  des  tables  pris  pour  unité, 
= 0,0000026616  ; désignant  par  p le  rayon  delà  terre  on  a /<  = 6o, i38.(> 
d’où 

G = 60, 1 38p^». 

Telle  est  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  que  communiquerait  ù un 
mobile,  en  exerçant,  sur  lui,  une  action  constante  pendant  l’unilc  de 
temps,  la  puissance  qui  pousse  le  centre  de  la  lune  vers  le  centre  de  la 
terre,  et  ce  résultat,  fondé  sur  la  théorie  générale  des  forces  centrifuges, 
est  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  à laquelle  G peut  être 
soumis  ; il  s’agit  maintenant  de  vérifier  si  G a , par  rapport  à la  pesanteur 
g , qui  a lieu  <i  la  surface  de  la  terre,  une  valeur  compatible  avec  la  loi 
de  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances,  ce  qui  se  réduit  à vérifier 
(60, 

nGR*  — gp^  ou  SI  = 1. 

g 

Faisant  le  calcul,  nn  a 

3 log.  6o,i38  . . . = 5,33745 

log.  P = 6,8o388 

2 log.  yj  = . . . . =Tâ.8‘io29 
comp.*  log.  ^ . . . = I ,oo838 

somme  = 0,00000  = log.  i . 

î.es  forces  G et  sont  donc  réciproques  aux  quarre^  des  distances  de 
leurs  P ints  d’application  au  centre  de  la  terre. 

935.  J'ai  dit  à l’art.  891  qu’on  pouvait  arriver  à ce  résultat  * par  la 
« considération  de  la  différence  entre  la  sécante  et  le  rayon  d’un  très- 
« petit  arc  de  l’orbite  parcouru  pendant  un  temps  donné  , différence 
•<  qu’on  peut,  vu  la  petitesse  de  l’arc,  regarder  cemme  égale  au  sinus 
« verse.  » Ce  moyen  de  résoudre  la  qu<-slion , employé  par  Newton , est 
fondé  sur  l’ég-ilité  qui  existe  entre  la  quantité  dont  le  mobile  s’écarte 
de  la  tangente  à son  orbite  pendant  un  temps  infiniment  petit  dt , dans 


ioy  Dynamique  é l é m e n t a i u e. 

le  sens  du  rayon  veclcur.ct  l’espace  inili.il  que  la  force  centrale  lui  ferait 
parcourir,  pendant  le  même  temps  et  dans  le  même  sens,  s'il  n’avait 
point  de  vitesse  autour  du  contre  d’action  ; or  l’arc  de  l’orbite,  décrit 
ix'ndant  i",  peut,  eu  égard 'i  l’extrême  petitesse  dosa valeurangulaire  ÿ, 
être  pris  pour  un  arc  élémentaire  ; on  a donc  (en  observant  que  j 6 est, 
art.  704,  la  cliule  du  mobile  vers  le  centre  de  la  terre  pendant  l’unité 
de  temps , ou  l'esp.ice  que  la  force  centrale  lui  ferait  parcourir  eu 
exerçant  sur  lui  une  action  constante  pendant  1",  sa  vitesse  initiale 
étant  supposée  nulle)  7 G = /?  (sccaii/c  ^ — i)  = /<  sinus  verse 
L’espace  7 G se  trouve  ainsi  exprimé  en  fonction , soit  de  la  sécante,  soit 
du  sinus  verse  de  l’arc  dont  le  rayon  — K et  qui  est  parcouru  pendant  i", 
conformément  à ce  qui  a été  dit  ii  l’art.  891  ; et  pour  savoirs!  le  rapport 
de  7 G à l’espace  correspondant  7 g , parcouru  par  les  graves,  près  de  la 
surface  de  la  terre,  pendant  la  première  seconde  de  leur  chute,  (rapport 
qui  est  celui  des  forces  G et  g)  s’accorde  avec  la  loi  de  la  raison  in- 
verse des  quarrés  des  distances , il  ne  reste  qu’à  vérifier  l’équation 

/l’ sin.  verse  Q . H^/jsin.verseU 

; = “ qui  en  faisant  /(  = /rp  devient  — - — -, ; ^ = 1. 

T ^ ^ ~ S 

La  propriété  des  petits  arcs  donne  sin.  verse  7 sin.*  é , ainsi  pour 
procéder,  par  la  méthode  newtonienne,  à la  vérification  numérique  qu’on 

trouve  à la  lin  de  l’art,  précédent , on  peut,  à la  formule î— ! — = i 

, . //3/)sin.*V 

substituer 1 — =;  i , en  désignant,  par  n , le  rapport  du  rayon 

a 

de  l’orbite  lunaire  au  rayon  de  la  sphère  terrestre.  On  obtiendra  le  même 
ré-sultat  par  Tune  ou  l’autre  formule,  car  la  valeur  angulaire  de  tj,  runilé 
de  duré-c  étant  la  seconde  sexagésinriale,  n’est  que  de  o" ancienne 
division  du  cercle,  ou  i",6944  nouvelle  division  dans  laquelle  i"  est 
un  millionième  du  quart  de  cercle,  au  moyen  de  quoi  ia  coincidence 
des  valeurs  de  yj  et  sin.  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité,  a lieu 
jusqu’à  la  décimale  du  la.”  ordre  (*). 


(*)  Je  vais  donner  la  valeur  rigoureuse  do  la  longueur  du  prolongement  du 
rayon  compris  entre  la  tangente  et  l'orbite  circulaire  , et  rapportée  à une  durée 
quelcotu^ue  T du  mouvement;  la  tangente  est  menée  au  point  de  l’orbitc  où  te 
mobile  SC  trouve  au  commencement  du  temps  r,  et , pendant  ce  temps  , il  a 
parcouru  un  arc  de  son  orbite  égal  ù /I  f,  le  prolougcmeot  dont  ou  chcrclie 

Formules 
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Fumiulrt  divcrtri  rclalivrt  la  (orct  centrifuge  produite  par  le  mourenent 
circulaire.  Détermination  de  la  force  accélératrice  due  à la  pesanteur  dans 
le  cas  où  la  terre  n’aurait  aucuki  mourement  de  rotation  autour  de  sou  axe. 
Valeur  de  la  vilcMc  hariasMilale  ({ui  annulerait  l'effet  de  la  grarilc. 

çSô.  On  peut  donner  ii  l’expression  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle 
diverses  formes  propres  à faciliter  les  conséquences  auxquelles  la  thé- 
orie conduit. 

D’après  la  relation  établie,  par  l’équation  A=  tle  l’art.  931  , 

entre  les  quantités  A , v , et  r , si  T est  le  temps  total  employé  par  le 
mobile  à parcourir  le  cercle,  décrit  d'un  rayon  R , sur  lequel  il  est  as- 
sujetti à se  mouvoir  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  -T  la  demi- 

circonférence  dont  le  rayon  = 1 , ce  qui  donne  ^ a o" 


la  râleur  est  donc  égale  à ét  j sécante^  S^)“  • 1 cos  (*j)  T)  — ' j ~ * 

{I  — cos.(lir))  sin.  verso  ( iJ  r)  .....  , , 

7-7; — r > = 7-77 — ; il;  on  voit  deia  nue,  dans  le  cas 

cos.  ()j  t)  j cos.  ( ÿ r)  11* 

d'une  petite  valeur  de  l'angle  r,  qui  permet  de  faire  cos.  ( ^ r)  = t , l'ex- 
pression se  réduit  i il  siti.  verse  ( Jj  r),  et  cette  réduction  pourra  s’appliquer 
au  cas  de  T=  i"  si  l’angle  ÿ est,  lui- meme  . très -petit.  Mais  ^in.  vme  (jjr)  — 

X sin.*  (far),  donc  la  valeur  ultér^ure  du  prolongeoienl  du  rayon,  compris 

eiilrc  Torbitc  circulaire  et  U laneente , est  — ^ ■ R ■ valeur  à la- 

® ’ COJ.  (Br)  ’ 

(quelle  on  peut,  lorsque  ^ est  très*pelit  et  r ^gal  à Punité  , subsrUuer  Peit  • 
preitfion-f  R stti.*  moyen  de  quoi  il  e«t  permis  de  changer,  comme  je  l*ai  fait 
, ♦ sin.  vers.  /i*piin.“  H , 

dans  le  texte  , s ; eu î . Plus  le  temps  T sera  peut 

^ S S • % 

aaîn»*  ( ” ) 

et  plusl'espace  — cos~(  s’approchera  d’être  rigoureusement  égal 

à la  chute  du  mobile  dans  U direction  du  rayon  vecteur,  correspondante  k 
la  durée  T de  Paclion  de  la  puissance,  telle  qu’elle  aurait  lieu  si  ce  mobile  était 
adiré,  pendant  ce  temps  T,  sans  avoir  eu  de  vitesse  initiale;  lorsque  T'est  in- 
P • ■ * sin.*  ( -7  ÿ , . 

Iiniment  petit,  ou  égal  kdl , — ’ — cfiii  ( r } — ^ devient -j  ÿ*  Rdt^  et  a pour  va- 
leur , valeur  qui  se  déduit  aussi,  soit  de  l’équation  (a)  de  l’art.  g34,  soit 

des  formules  générales  du  mouvement  varié. 

I ZJ 
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« Loreqiie  plusieurs  mobiles  décrivent  uniformément  des  cercles  de 
•»  mêmes  rayons , leurs  forces  centrifuges  sont  réciproques  aux  quarrés 
« des  temj»  qu’ils  employent  à faire  leurs  révolutions , et  si  ces  temps 
« sont  égaux , les  forces  centrifuges  sont  proportionnelles  aux  rayons 
« des  cercles  décrits^. 

Soit,  encore,  //la  hauteur  duc  h la  vitesse  Aÿ,  ou  on  aura  L'‘=-igTf, 
en  désignant,  jiar  ffj  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur  à la  surface 

C;x 

de  la  terre , et  l'équation  JV  = — _,  se  changera  en 


çSy.  L’équation  (i)  de  l’article  précédent  aurait  pu  se  déduire  de 
l'équation  (3)  de  l'art.  8t,o  appliquée  au  cas  ou  les  circonstances  initiale^ 

• du  mouvement  d'une  planète  la  déterminent  à dé-crirc  un  cercle  ; 

* 

représente,  dans  ce  cas,  la  force  centrifuge  N,  le  demi-axe  a représente 

h 4 .T’ 

le  rayon  A et  on  a,  par  l’équation  citée,  = — ÿïj — • <7. 


La  vitesse  d’une  planète  ainsi  assujettie  h décrire  un  cercle  est , équation 
(a)  de  l’art.  894,  (en  introduisant,  dans  cette  équation,  la  condition«  = / ) 

égale  à ou  à ^ • <1,  expression  équivalente  .’i  l/'jv/Tqui , 

est  la  valeur  U dans  les  formules  de  l’article  précédent. 

Celte  vitesse  U avec  laquelle  le  mobile  se  meut  sur  la  circonférence 
du  cercle  qu’il  parcourt,  est  la  même  qui  lui  a été  imprimée  au  premier 
instant  de  son  mouvement  tangent  iellcment  au  cercle  ou  perpendiculai- 
rement au  rayon  ; et  j’observe  que  cette  condition  de  l’angle  droit  entre 
l'impulsion  intiale  et  le  r.ayon  vecteur  initial , dans  le  cas  des  trajectoires 
circulaires  des  planètes,  est  expressément  énoncée  parles  équations  (1) 
do  l’art. 908  et  (a)  de  l’art.  909  ; en  elFel  posant  a ~ U , dans  la  pre- 
mière é-quaiion,  on  a //=  A//^  ; celte  valeur  étant,  ensuite,  introduite 
dans  l’autre  équation  , dont  le  a.'  membre,  est  par  l’état  de  la  question 
é'gal  h zéro,  puisque  , dans  le  cercle,  l’excentricité  f est  nulle,  on  eu 
déduit  sin.  '• 
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938.  La  iprre  faisant , art.  676  , une  révolution  sydérale  autour  de 
son  a*e,  en  86t64''  de  tem|B  moyen,  un  point  quelconque' de  sa  sur» 
■face  a,  art.  g36  « équation  (t)  dans  le  plan  du  parallèle  sur  lequel  se 

2x3, .4.59  y ^ 

)i64'  J 

rayon  H du  parallèle , est  dans  i'hypotlièse  de  la  spliéricité  de  la  terre., 
égal  au  produit  du  rayon  d’un  grand  cercle  par  le  cosinus  de  la  latitude 
et  la  valeur  précédente  devient,  art.  i65,  L étant  la  latitùde, 


trouve  ce  point 


une  force  centrifuge  N 


(■ 


co%.L=  o,o33853  cos.  L 


la  direction  de  cette  force  A'  fait  avec  la  direction  de  la  jK-santeur,  un< 
angle  égal  à celui  de  la  latitude,  ainsi  son  action  dans  le  sens  de  la  ver- 
tical, action  que  Je  dt'signe  par  N’ , a pour  valeur' 

(2)  . . .' A’'=’o,o33853  cos.»  i». 

Celte  force  A"  est  l’excès  de  la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  n’avait 
aucun  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe,  sur  la  pesanteur  ré- 
sultant de  l’attraction  de  la  terre  combinée  avec  la  force  centrifuge  ; 
soit  ff  cette  jwsanteur  hypothétique  et  g la  pesanteur  efî'ectivc,  on  a 

(3)  = ^ 4-  o,o33853  cos.»  L. 

On  jieut,  pour  plus  d’exactitude,  avoir  égard  aux  variations  deff,  '» 
difirérentes  latitudes;  je  ferai,  en  conséquence,  comme  à Ilart.  709, 
g = 9,77980  + o.oô  174.  sin.»  L J 
et  introduisant  cette  valeur  dans  Ut-quation  (3),  on  a 

(4)  9,81 365 -P  0,0 1789  si n.»/- J* 

sous  l’équateur,  où  cos.  L = i , g'  sur|iassc  g de  la  valeur  entière  de 
iV'  = o,”>o3385 , c’est-à-dire  que  la  force  .centrifuge  diminue  de 
o,®o338ô  la  vitesse  qu’un  grave  acquerrait  pendant  la  jiremitre  seconde 
de  sa  chute  si  la  terre  ne  tournait  pas;  celte  diminution  est  d’environ 
de  g'.  Au  pôle , où  sin.  L =t  1 , et  cos. L = q,  on  a A”  o et  ^ = g , 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  la  force  centrifuge  devant  être  nulle  pour 
tous  les  points  placés  sur  l’axe  de  rotation.  ^ 

N iTT  ‘‘ 

989.  L’équation  (2)  de  l’art.  986  donne = — , et,  en  sup- 

posant  N ■=  g,  on  n II  = { K ; ainsi  « lorsque  la  vitesse  constante  du 
«<  mobile,  sur  le  cercle  qu’il  est  obligéde  décrire,  sera  celle  qu’acquerrait 
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« CF  mobile  en  tombant  d’une  hauteur  égale  à la  moitié  du  rayon  du 
« cercle,  sa  force  centrifuge  sera  égale  h son  poids». 

A étant  le  rayon  du  globe  terrestre  , si  un  corps  étOit  lancé  dans  le 
plim  de  l’éQuateur,  près  de  la  surface  de  la  mer,  avec  une  vitesse  hori- 
zontale — y'gR,  ce  corps,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  ferait,  en 
vertu  de  sa  force  centrifuge,  pour  s'éloigner  du  centre  de  la  terre,  un 
efTorl  égal  h celui  que  l’attraction  terrestre  exercerait  sur  lui  pour  le 
rapprocher  du  même  centre;  il  devrait  donc,  (dans  l'hypothèse  où  son 
mouvement  aurait  lieu  dans  le  vide)  se  maintenir  constamment  dans 
une  orbite  circulaire  et  devenir  un  satellite  de  la  terre. 

G-’tle  proposition  se  déduit  fort-simplement  des  équations  (<)de  l’art. 
908  et  (2)  de  l’art.  909,  qui  se  rap|X)rtent  au  mouvement  elliptique 
des  planètes;  si  on  y introduit  les  conditions  de  l’orbite  circülairc  a = R 
et  sin.  « = I , dont  l’autre  conditiqn  e =,0  est  une  conséquence,  on  a 

• 7 Ri'1-8B9,  la  force  accéléra- 
trice à la  distance  R du  centre  d’action , et  est,  art. 703, 

la  vitesse  qu’acquerrait  le  mobile  , animé  de  cette  force  accélératrice 
supposée  constante,  en  tombant  sur  le  centre  d’action  de  la  hauteur 7 R, 


c’est-à-dire 


J est  la  vitesse  duc  à la  hauteur  j R lorsque  la 


jiesanteur  a pôur  mesure  la  force  accélératrice  résultant  de  l’attraction 
exercée  à la  distance  R. 

Sous  l’é-quateur,  p^gR  — 63y6^66  = jSg6’’‘,g\  ainsi  la 

vitesse  qu’il  faudrait  imprimer  it  un  corps,  pour  rendre  sa  force  centrifuge 
égale  à sa  pesanteur,  est  égale  h environ  16  fois  celle  d’un  boulet  au  sortir 
de  la  bouche  du  canon  (vitesse  que  je  suppose  de  5oo“)  et  a 17  fois  celle 
dont  un  point  de  l’équateur  est  animé  en  vertu  de  sa  rotation  autour  de 
l’axe  de  la  terre,  cette  dernière  vitesse  étant  de  466  mètres.  (La  seconde 
sexagésimale  est  prise  pour  unité  de  temps). 


Observations  et  exemple  relatifs  b rcfTcl  que  produit,  sur  an  mobile  assujetti 
A parcourir  une  ligne  donnée  , la  solution  de  continuité  de  la  direction  do 
«Bita  ligne.  Propriétéa  générales  du  mouvement  d’uo  corps  pesant  asanjetti 
A parcourir  une  courbe  fixe  quelconque. 

940.  Toisé  ce  que  j’ai  dit,  depuis  l’art,  917  sur  l«  mouvement  d'un 
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point  mali'rirl  assujetti  à parcourir  une  ligne  donnnée,  suppose  que  la 
courbure  de  cette  ligne  est  assujettie  à la  loi  de  ronliniiitéj  sans  celle 
condition,  la  valeur  générale  de  la  vitesse,  art.  pi9ne  serait  pas  admis- 
sible, celte  valeur  n’étant  applicable  qu'au  cas  où  les  variations  de  i-, 
sont  dues  uniquement  aux  actions  des  puissances,  de  telle  sorte,  que 
lorsque  les  puissances  sont  milles,  la  vitesse  initiale  se  conserve  , art. 
910  quelle  que  soit  la  forme  de  la  trajectoire  ; or  ces  propriétés  ces- 
seront d’appartenir  au  mouvement  di-s  que  la  trajectoire  aura  , sur  sa 
trace,  une  ou  plusieurs  couples  de  lignes  ou  d’arcs  formant  des  angles 
finis  il  leurs  points  de  réunion.  La  vitesse  du  mobile  éprouvera  un  chan- 
gem  ont  brusque  et  fini  , à chacun  des  sommets  de  ces  angles , qui  ne 
permettra  plus  de  lui  appliquer  les  formules  générales  ci-dessus  dé- 
montrées. 

941.  Je  vais  , pour  éclaircir  ces  propositions  générales  , donner  un 
exemple  simple  du  mouvement  d’un  point  matériel  sur  une  ligne  <A’rco«- 
liniie  qu’on  pourra  aisément  com|iarer  avec  le  cas  analogue  de  mouve- 
ment sur  une  ligne  continue.  Soit  un  système  de  tubes  rectilignes  mis 
bout-à-bout  de  manière  à former  une  portion  de  |X)lygone,  dont  les 
côtés  peuvent  être  ou  n’être  j>a»  dans  le  même  plan  ; je  suppose  que 
ce  système  se  trouve  mis  dans  une  position  fixe  et  telle  que,  si  par  un 
sommet  d’angle  quelconque  du  polygone,  on  mène  un  plan  horizontal , 
les  deux  côtés  adjacents  à ce  sommet  d’angle,  se  trouvent,  l’un  au-dessus 
et  l’autre  au-dessous  du  plan  dont  je  viens  de  parler,  avec  la  condition 
qu’on  n’ait  nulle  prt,  dans  le  polygone  , un  côté  vertical  ayant,  pour 
prolongement  inférieur,  un  côte  horizontal. 

Dans  cet  état  des  choses  un  point  matériel  pesant  introduit,  dans  le 
tube  pollgone,  par  l’ouverture  siijx-rieure,  descendra,  en  suivant  le  péri- 
mètre de  ce  poligone,  jusqu’à  l’issue  inférieure  et  il  s’agit  de  déterminer 
les  circonstances  de  son  mouvement;  jesupposcrai  que  la  vitesse  initiale 
et  le  frottement  sont  nuis. 

Je  désigne  les  côtés  contigus  du  polygone  pan.',  a.',  3.', etc.  n.'  côté 
en  commençant  par  le  côté  supérieur  qui  est  le  r."  côté.  J’appelle 
h' , h" , h'" , etc.  /i(“\  («)  étant  un  numéro  d’accentuation)  les  difl'érences 
de  niveau,  respectives,  entre  les  points  extrêmes  du  i.",  du  a.',  du  3.* 
etc.  du  n.'  côté,  rJ , nf' ,al" , etc.  les  angles  que  forment  entr’eux 
les  côtés  contigus  de  manière  que  l’angle  numéro  ("5,  ou  ©C),  wit  celui 
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quf  forme  le  côté  numéro  n avec  le  côté  («+  i)  ; enfin  f'  W est  la  vîteses 
dont  jouit  le  mobile  au  point  inférieur  du  côté  n.®  («)  avant  d’avoir 
cliangé  de  direction,  et  f'/")  est  cecjui  devient,  à rinstant  même,' cette 
vitesse  par  l'effet  du  changement  de  direction  ou  de  l’angle  que  forment 
entr’eiix  les  côtés  n,°*  (n)  et  (n  + i). 

On  a une  relation  immédiate  entre  les  vitesse  f'  W et  ^ ]>ar  la 
décomjjosition  de  la  vitesse  en  deux  autres  dont  l’une  soit  perpen- 
diculaire au  côté  numéro  («-(-i)  et  Vautre  dirigée  suivant  ce  côté  ; la 
première  composante  sera  détruite  (le  mobile  est  supjjosé  entièrement 
dépourvu  d'élasticité)  et  la  seconde  qui  aura  pour  valeur  A C")  cos. 
sera  la  vitesse  au  point  supérieur  du  côté  numéro  («+  i)  ainsi  on  aura 

(1)  = /' cos. 

La  vitesse  , qui  est  celle  du  mobile  au  bas  du  côté  n.°  (n) 
dépend  de  la  vitesse  O correspondante  au  point  supérieur  de  ce 

côté  et  de  la  vitesse  engendrée  [rar  la  pesanteur  pendant  que  ce  même 
côté  a été  parcouru  ; on  a art.  779,  et  791  équation  (3) 

(2)  (rC”l)=>=(f7®->))>4-2^/rC")^- 

ou  en  observant,  équation  (i),que  ^7““"'^=  /^f"“Ocos. 

(3)  (A’t“))*  = (f  Ocos.  *1)»  + 2^//(")  ^ ' 

si  partant  de  la  valeur  V'  = y'igi^  , on  forme  successivement,  d’après 
cette  équation,  les  expressions  de  y",  V"',q\c.  en  substituant  toujours 
dans  l’une  quelconque  de  ces  expressions  la  valeur,  en  heXoj , de  la  vitesse 
• du  numéro  immédiatement  inférieur,  on  parviendra  à l’équation  générale 


(4)...  (/'•("))»  = 2^ 


//C") 

-P //(■>-■)  cos.* 

+ //(““*)  cos.*  rdC“  — *)cos.*  c>C"—  ») 

4.  A(“  — 3)  cos.*  r.>("“33  fos.*ra(“  — *)  cos.* 


+ etc. 

-p //’ cos.*  0>’ GOS.*  . . . cos.*  — 


942.  Cette  é'quation  rend  très-sensible  rinfluence  qu’a  sur  le  mouve- 
ment la  solution  île  continuité  de  la  ligne  parcourue  { le  corps  arrivé 
au  bas  du  polygone  est  descendu  d’une  hauteur  = h'  -p  h"  + etc. , et 
s’il  eût  suivi , pour  descendre  d’une  pareille  hauteur,  la  direction  d’une 
seule  droite  verticale  ou  inclinée  , le  quarré  de  sa  vitesse  ou  sa  force  vivo 
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au  point  inferieur  (sa  masse  est  censée  = i)  aurait  été,  art.  768,  égale  à 
%g{h'  + h"  + A'"  + etc.  + /<(")). 

La  perte  de  force  vive  est  donc 

AC— O (i—cos.*  »(”->)) 

+ /|C“->)(i  — cos.»  taC"-»)  cos.»  <a(”-0) 

+ etc. 

+ A'(t — cos.»  ra' cos.»  ro"  ....  cos.»  >J) . 


et  on  peut  disposer  les  angles  a de  m.anièrc  à donner  à cette  perle  de 
force  vive  une  valeur  arbitraire  entre  o et  Oig(Ji'  + A"  + etc.). 

cas  de  la  perte  de  force  vive  nullecst  celui  dci»'=o,rj"=o,<a"'=o, 
etc.  ; tous  les  côtés  du  polygone  sont  dans  la  même  direction  et  on  a 
cos.  o'  = I cos.  K>"  = I J etc.  la  vitesse  au  bas  de  la  chute  e.st 
]/' { 2jÇ(/Z+  A"^ëtCi)  + A("i  j conformément  à la  théorie  du  plan  incline. 

943.  On  peut  sup[K)ser  que  chacun  des  côtés  du  polygone  et  chacun 
des  angles  aigus  que  ce  côté  forme  avec  le  côté  qui  le  précède  et  celui 
qui  le  suit  sont  infiniment  petits,  le  nombre  de  ces  côtés  étant  infini  ; 
on  aura,  dans  ce  cas,  une  courbe  à simple  ou  double  courbure  ; tous 
les  eosinus  qui  entrent  dans  le  2.'  membre  de  l’équation  (4)  de  l’art.  941 , 
deviendront  égaux  à l’unité  , et  il  restera  , dans  ce  2.*  membre  , la 
somme  des  hauteurs  élémentaires  dont  le  mobile  s’abaisse  en  parcourant 
chaque  élément  de  la  courbe;  ainsi,  //  étant  la  différence  de  niveau 
entre  les  deux  points  extrêmes  de  cette  courbe , la  vitesse  finale  aura  , 
pour  valeur, 

944.  On  voit  par  ce  résultat  que  lorsqu’un  mobile  pesant  descend  d’un 
plan  liorizont.'il  supérieurà  un  plan  horizontal  inférieur,  il  acquiert,  .'ui 
bas  de  sa  descente , une  vitesse  duc  à la  distance  verticale  des  deux  plans, 
quelle  que  soit  la  courbe  qu’il  ait  suivi  dans  sa  marche,  poui-vu  que 
cette  courbe  soit  continue. 


Propriété»  générale»  du  mouvement  d’un  point  matériel  pe»ant  assujetti  à par- 
courir une  courbe  quelconque  fixe  et  continue. 


94.5.  Le  théorème  de  l’article  précédent  auquel  je  suis  parvenu  en 
considérant  une  courbe  à double  courbure  comme  la  limite  d’un  poly- 
gone dont  les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  va  se  déduire 
fort -aisément  de  la  valeur  générale  de  la  vitesse,  art.  919.' 


Dynamique  é i.  é m e n i a i r c. 

Four  donner  plus  dViendue  aux  conséquences  que  j’ai  à (iror  de  celle 
valeur,  je  prends  le  cas  d'un  tube  ou  canal  fixe,  k simple  ou  double 
courbure,  ayant  la  forme  d’un  syphon  renversé,  placé  entre  deux  plans 
horizontaux,  de  manière  que  ses  deux  extrémités  soient  dan^le  plan 
supérieur  et  que  sa  directrice  soit  tangente  au  plan  inférieur;  les  deux 
branches  ascendantes,  qui  peuvent  être  ou  n’étre  pas  semblables,  n’étant 
assujetties,  dans  leurs  courbures  particulières  et  dans  leurs  réunion,  qu’k 
la  loi  de  continuité.  Je  suppose  que  le  plan  horizontal  inférieur  est  celui 
des  T, y,  et  je  place,  au  point  de  contact  de  la  directrice  avec  ce  plan, 
l’origine  des  coordonntxs  x ,yQV  i,  les  i positives  se  comptant  de  bas 
en  haut. 

g continuant  k désigner  la  force  accélératrice  due  k la  pesanteur,  on 
•aura  k introduire  dans  l’équation  de  l’article  cité  les  valeurs  X=-o, 


y —O,  Z=  — g , ce  qui  donnera 

(i) i»=  t/»  — i.gi; 


si  le  point  matériel  est  introduit  dans  le  syphon  par  une  de  ses  extrémités, 
qui  se  trouvent  dans  le  plan  horizontale  supérieur,  sans  vitesse  initiale, 
on  aura.  Il  étant  la  distance  verticale  entre  les  deux  plans,  les  valeurs 
simultanées  o,  s = fJ , d’où  — a.gH  et 

W e*  = 2^(//— s)  ; 

loi-sque  le  mobile  sera  jiarvenu  au  plan  horizontal  infé*rieur,  ou  plan  xy, 
on  aura  î — Oj  et  la  vitesse  acquise  sera  |Z" igH,  é-gale  k celle  que  le 
corps  aurait  acquise  en  tombant  par  la  verticale  mené'c  entre  les  deux 
plans,  résultat  identique  avec  celui  des  art.  943  et  944. 

Le  mobile  entrera  donc  dans  la  branche  ascendante  du  syphon,  |)ar 
son  point  le  plus  bas,  avec  la  vitesse  y jg  h J pour  déterminer  son 
mouvement  sur  cette  branche,  il  faut  en  conservant  les  significations  des 
lettres  z , g et  Af  introduire  , pour  condition,  dans  l’équation  (1) 
ci  -dessus,  que  lorsque  * = o,  on  a e*  = ugll j cette  condition  donne 
encore  = igll  el  la  même  équation  v*=s.g{II  — z)  est  applica|)lc 
tant  au  mouvement  de  descente  qu’au  mouvement  d’ascension. 

946.  J’observe  d’abord  que  la  valeur  de  v n’étant  donnée  que  par  la 
coordonnée  verticale  la  vitesse  est  indé[>endante  de  la  courbure  de 
syphon,  qui  n’est  assujettie  k d’autre  condition  que  celle  de  la  continuité; 
celte  vitesse  est  déterminée  uniquement , soit  dans  l’une  soit  dans  l’autre 
' . branche 
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branche  du  syphon,  par  la  distance  verticale  du  mobile  au  plan  horizon- 
tal, passant  par  le  point  le  plus  bas  de  la  directrice  du  syphon  et  qui 
doit  ttre  tangent  k cette  directrice  pour  que  la  loi  de  continuité  ne  soit 
pas  violée  k la  réunion  des  deux  branches. 

Si  on  suppose  //  = » on  a v = oj  cette  valeur  est  donnée,  par  l’état 
de  la  question,  à l’entrée  de  la  branche  descendante,  et  par  l’analyse, 
k l’extrémité  supérieure  de  la  branche  ascendante,  où  la  vitesse  acquise 
au  bas  du  syphon  se  trouve  éteinte  ; le  mobile,  arrivé  au  haut  de  celte 
seconde  branche,  doit  donc  commencer  k redescendre,  en  vertu  de  la 
pesanteur,  la  branche  ascendante  devenant  descendante  et  réciproque- 
ment , la  relation  cuire  e et  s continue  k être  exprimée  par  l'équation 
v = \^\g( H — , et  on  voit  que  le  mobile  aura  des  oscillations  con- 

tinuelles qui  embrasseront  l’étendue  entière  du  syphon  et  le  lui  feront 
parcourir  tantôt  dans  un  sens  tantôt  dans  l’autre. 

Les  limites  de  sa  marche  sont,  d’ailleurs,  indiquées  immédiatement 
par  l’équation  qui  rend  v imaginaire  lorsque  i>  //. 

947.  J’aj  supposé  que  la  tangente  au  point  inférieur  de  la  directrice 
était  horizontale  i mais  cette  condition  n’est  pas  nécessaire  pour  faire 
remonter  un  point  matériel  k une  hauteur  verticale  //,  le  long  d’une 
courbe  quelconque  continue  en  lui  imprimant,  au  point  le  plus  bas  et 
dans  le  sens  du  premier  élément  de  cette  courbe,  une  vitesse  initiale 

, car  on  a vu  que  la  détermination  de  la  constante  C de  l’équation 
C — , d'après  la  valeur  de  cette  vitesse  initiale,  est  indépen- 
dantc  de  la  direction,  par  rapport  k l'horizon,  suivant  laquelle  elle  est 
imprimée  et  sup|>osc  seulement  qu’elle  est  tangenlielle  k la  directrice. 

Ainsi,  généralement,  un  |>oint  matériel  pesant,  partant  d’un  plan  ho- 
rizontal supérieurct  descendant  le  long  d'une  courbe  quelconque,  jusqu'k 
un  autre  plan  horizontal  inférieur,  a acquis,  lorsqu'il  y est  arrivé,  une 
vitesse  due  k la  distance  verticale  de  ces  deux  plans  ; et  en  imprimant 
cette  vitesse  au  mobile,  tangcntiellement  k une  autre  courbe  quelconque 
le  long  de  laquelle  il  puisse  remonter  jusqu’au  plan  su|>érieur,  il  y re- 
montera et  lorsqu’il  s’y  trouvera  sa  vitesse  sera  éteinte. 

948.  Tels  sont  les  théorèmes  généraux  annoncés  k la  fin  de  l’art.  781  , 
lequel  article  contient  les  théorèmes  analogues  applicables  aux  trajec- 
toires rectilignes.  Ces  mêmes  théorèmes  généraux  fournissent  aussi  un 
exemple  k la  théorie  démontrée  art.  931  et  923.  En  eflèt , la  vitesse 
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Otant  nulle  sur  le  plan  supérieur  qui  représente  la  surface  de  laquelle 
on  stippose , k l’article  cité,  que  le  mobile  doit  partir,  on  a 
l’équation  (a),  de  l’article  922,  a la  forme  = o + a(  — /;i  d'où 

Ç = — ^z,  Ç"  — — fff/j  et  l’t-quation  Ç — (y  = ode  la  surface  de  départ 
devient  — ^s+^//=o,  qui  est,  en  effet,  l’équation  du  plan  supérieur. 
Le  quarré  de  la  vitesse,  au  plan  inférieur,  est  2 a> A,  d’où  — 
et  l’équation(3)de  l’art,  cité  prend  la  forme  c*  = 3.g/f  +2{ — jÇî  + o), 
d’où  Ç"=o,  ce  qui  n'duit  l’t-quation  Q — Q"=o,  de  la  surface  k la- 
quelle le  mobile  doit  arriver,  k — gz=o,  équation  du  plan  horizontal 
inférieur  sur  lequel  se  trouve  l’origine  des  coordonnées  verticales  z.  J’au- 
rais donc  pu  conclure  immédiatement,  du  contenu  de  l’art.  922,  tout 
ce  qui  a été  démontré  depuis  l’article  944. 

néfinilîon  du  pendule  timple.  Propriété»  de  «on  mouvement  dam  le  vide,  le» 

.ninpliludes  des  oscillations  ct.int  quelconques.  Vitesses  absolue  et  angulaire. 

Tension  du  fil. 

1 

949.  On  appelle pemhile  simple  un  corps  ou  point  matériel  pesant, 
suspendu  k un  point  fixe  par  le  moyen  d’un  fil  parfaitement  flexible  et 
inextensible,  fil  dont  la  masse  est  supposée  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
la  regarder  comme  nulle. 

Ce  pendule,  étant  écarté  de  la  situation  verticale  et  livré  k la|>esan- 
teur , sans  vitesse  initiale , décrira  , dans  son  mouvement , des  arcs  de 
cercles  situés  dans  le  plan  vertical , passant  par  le  point  de  suspension 
et  par  la  direction  initiale  du  fil  ; on  prouvera  cette  proposition  en  em- 
ployant un  raisonnement  semblable  k celui  dont  je  me  suis  serv'i,  art. 
846  et  862,  pour  démontrer  que  les  trajectoires  des  projectiles  pesants 
sont  des  courbes  planes.  Les  puissances,  qui  agissent  sur  ce  mobile,  sont 
ici  la  pesanteur,  et  la  résistance  du  fil  représentant  une  force  attractive 
émanée  du  point  de  suspension  ; ces  deux  forces  sont  évidemment,  k 
chaque  instant , dirigé-es  dans  un  plan  vertical  passant  par  la  direction 
du  fil  et  par  le  point  de  susjaension  ; or  ce  plan  vertical  ne  pourrait 
changer  de  |>osition , autour  du  point  de  suspension,  qu’en  vertu  d’une 
force,  agissant  sur  le  mobile,  avec  laquelle  il  ferait  un  angle  fini,  et  il 
est  manifeste , la  v1les.se  initiale  étant  nulle  , qu’une  pareille  force,  dès 
qu’elle  n’existe  pas  dans  le  premier  instant  du  mouvement  , ne  peut 
exister  dans  aucun  des  instants  suivants,  et  la  même  propriété  aurait 
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lieu  si  le  mobile  recevait  une  impulsion  inilialc  dirigée  dans  le  plan  dont 
je  viens  de  parler.  ( question  du  mouvement  d’un  (lendule  qu’on 
fait  dévier  du  plan  vertical  passant  par  le  point  de  suspension  et  par 
la  direction  initiale  du  fil , sera  traitée  à la  fin  de  cette  section). 

g5o.  Le  mouvement  du  jrendule  simple  est  donc  identique  avec  celui 
qu’aurait  le  mobile  si  on  l’assujettissait  à parcourir  un  arc  de  cercle  fixe, 
situé  dans  un  plan  vertical  décrit  du  point  de  suspension , comme  centre 
et  d’un  rayon  égal  à la  longueur  du  pendule.  Or  j’ai  démontré  art.  946  et 
946 qu’un  mobile  pesant, dans  ce  cas,  partant  d’un  [xiint  situé  ii  une  hau- 
teur verticale  au-dessus  du  point  le  plus  bas  de  sa  trajectoire,  avait 
acquis,  arrivé  h ce  point  inférieur,  une  vitesse  due  à la  hauteur  l>  j 
et  remontait  de  l’autre  côté  du  même  point  inférieur  jusqu’au  plan 
horizontal  renfermant  son  point  de  départ  ; que  là  , sa  vitesse  étant 
épuisée,  il  prenait  un  mouvement  rétrograde  et  redescendait  au  point 
le  plus  bas  pour  remonter  ensuite  au  point  de  départ , oit,  sa  vitesse 
devenant  encore  nulle , il  se  retrouvait  dans  son  état  initial , et  ainsi 
de  suite. 

Le  corps,  en  parcourant  chacun  des  arcs  qui  sont  placés  de  part  et 
d’autre  du  point  le  plus  bas,  fait  ce  qu’on  appelle  une  demi- oscilla- 
tion ; Voscillalion  entière  se  compbse  ainsi  d’une  demi -oscillation 
descendante  et  à'unt  demi-oscillation  ascendante.  11  est  aisé  de  prou- 
ver que  la  durée  de  l’une  est  égale  à la  durée  de  l’autre  ; pour  cela  , 
qu’on  imagine  une  infinité  de  plans  horizontaux  situés  entre  le  point  le 
plus  bas  et  les  deux  points  les  plus  élevés  de  l’arc  parcouru  ; deux  quel- 
conques de  ces  plans,  infiniment  voisins  l’un  de  l'autre  , renfermeront 
entr’eux  un  arc  élémentaire  de  l’oscillation  descendante  et  un  arc  égal 
de  l’oscillation  ascendante  , et  le  mobile,  en  parcourant  chacun  de  ces 
arcs,  aura,  art.  944  et  94Ô , la  même  vitesse  ; il  les  parcourra  donc 
pendant  le  même  temps  élémentaire  dt , d’où  on  conclut  que  la  somme 
des  tem|)s  élémentaires  composant  la  durée  de  l’oscillation  descendante, 
sera  égale  à la  somme  pareille  com]K>sant  la  durée  de  l’osciUation  as- 
cendante. 

çSi.  Je  vais,  maintenant,  m’occtijier  de  la  détermination  des  phéno- 
mènes relatifs  aux  oscillations,  autres  que  ceux  dont  il  est  question  dans 
l’article  précédent.  Voici  la  nomenclature  des  quantités  qui  entrent  dans 
l’analyse. 
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F.a  longueur  du  pendule  = a 

I>.i  hauteur  verticale  du  puînt  de  départ  au-dessus  du  point  le 

plus  bas  de  l’arc  décrit  = i 

Les  coordonnées  qui  délcrniiiient  la 
position  du  mobile,  au  bout  du  temps 
et  dont  l’origine  est  au  point  le  plus 
bas  de  l’arc  décrit. 


Coordonnée  verticale  — ^ 

Coordonnée  horizontales  . . . x 


Angle  formé  par  la  direction  initiale 
du  ni  et 


Par  la  vertictile  = f 

Par  la  direction  du 
fil  au  bout  du  temps  r s . . .o 


DilTérence  entre  ces  deux  angles  =y  — a 


0 


Vitesse  au  bout  du  temps  t 


{ 


angulaire  = * 

effective  dans  ic  sens  de  Tare  décrit  . . »» 


Force  accélératrice  de  la  jjcsanteur  = 9“^8i  = 


g 


On  a,  au  i.”'  instant  du  mouvement , 


l = O J V = O J CO  = O J 0=  fi  z=z  b. 

Au  bout  du  temps  recompté  avant  que  la  première  demi-oscillation  .soit 
terminée , la  vitesse  étant  art.  946  et  946  due  à la  hauteur  verticale  dont  le 
corps  est  descendu  pendant  ce  temjis,  hauteur  qui  est  égale  à b — Zj  on  a 
(1)  . . . . — s,g(b  — z)=  2g'  a (cos.0  — cos.y’)  i 

équation  qui  peut  se  déduire  immédiatement  de  celle  de  l’art.  919  en 
faisant  A'  = o,  A'=  o ^ 2 = — et  déterminant  C par  la  condition  des 
valeurs  simultanées  o = o,z  = b.  La  vitesse  angulaire  égale,  art. 897, à 
la  vitesse  effective  du  point  placé  à l’unité  de  distance  du  centre  fixe  du 

mouvement,  c’est-à-dire  à — j se  détermine  par  l’équation 


W • • • 8’=  ~(^  — -)=-~(cos.0—cosf)i 

à la  fin  de  la  première  demi -oscillation , le  pendule  se  trouve  dans  la 
situation  verticale  et  on  a e*  = 2bg  i si , en  prenant  cette  vitesse,  [tour 
vitesse  initiale,  on  cherche  la  loi  du  mouvement  ascensionnel  pendant 
la  a.'  demi  oscillation  on  aura,  art.  919  en  faisant  A = o,  y=o, 
2 = — d'jf*  = ^g  — ^g*  observant  que  -f  cos.  0 convient 


Dinili.-  i :d  hv  ( .uoqlc 


2&I 
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egalement  à + ^ot  à — (9,  on  relombera  sur  les  équations (i)  cl  (a)  qui 
donnent , ainsi , l’expression  générale  de  la  vitesse  absolue  Ou  angulaire , 
soit  dans  le  cas  de  la  descente  soit  dans  celui  de  l’ascension. 

9.5a.  Il  sera  bon  que  les  élèves  puissent  donner  une  démonstration 
iniinédiale  des  équations  de  l’article  précédent.  Le  mobile  étant  à un 
point  quelconque  de  l’arc  parcouru , la  résistance,  que  l’élément  de  cet 
arc  sur  lequel  il  se  trouve  oppose  i l’action  de  la  pesanteur,  est  iden- 
tique, à tous  égards,  avec  celle  qu’opposerait  un  plan  incliné,  perpen- 
diculaire au  plan  de  l’arc  parcouru,  et  renfermant  l’arc  élémentaire  dont 
je  viens  de  parler,  ou  la  tangente  qui  en  serait  le  prolongement  ; or  ce 
plan  fait  avec  l’horizon  un  angle  égal  U celui  que  la  direction  actuelle 
du  fd  du  pendule  forme  avec  la  verticale  c’est-à-dire  un  angle  donc, 
art.  77Ô,  la  pesanteur  relative  du  mobile,  ou  la  force  accélératrice  dans 
le  sens  du  plan  incliné,  a pour  valeur  ^sin.  ce  qui  donne 
dv 


(>) 


dt 


= g sin.  0. 


Je  multiplie  le  i.'f  membre  de  cette  équation  jiar  e et  le  2.»  par  la  valeur 

— — de  e(l'arc  élémentaire  parcoum  pendant  l’instant  dt  est  égal 

à — add  i on  donne  le  signe  négatif  à dû  pareeque  0 qui , sur  l’arc  des- 
cendant , diminue  lorsque  / augmente , a le  signe  négatif  sur  l’arc  ascen  - 
. dani)  et  j’ai 

vdv=.  — a g d0  s\n.  0 J 

d’où  j e*  = fl^cos.  0 -H  constante. 

On  a,  en  même  temps,  *'=  o cl  0= fs  ainsi  constante  = — agcos.fei 
e*  = i.ag{cos.  0 — cos.y’). 

C’est  réquation(i)dcrarticle  précédent  de  laquelle  on  déduit  toutes  les 

autres  valeurs  du  même  article,  en  observant  quecos.y'=  — ^ ^et 

a — s ^ 

cos.  0 = . 

a 

Toutes  ces  valeurs  étant  ainsi  démontrées  par  des  considérations  par- 
ticulières et  immédiates,  l’identité  des  valeurs  de  v correspondantes  à 
la  même  valeur  de  < sur  l’arc  descendant  et  sur  l’arc  ascendant,  l’égalité 
des  amplitudes  de  ces  deux  arcs,  l’égalité  des  temps  employés  à les  par- 
courir etc. , se  trouvent  rattachées  aux  mêmes  considérations. 
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953.  L’action  de  la  pesanteur  perpendiculaire  k rélêmenl  d’arc  par- 
couru pendant  l'instant  a pour  valeur,  art.  77.5,^008.  ^ et  en  ajoutant, 

à cette  composante , la  valeur de  la  force  centrifuge,  on  a l’cxprcs  - 

sion  suivante  de  la  tension  du  fil  que  je  désigne  par  J' 

(t) -H  ^■cos.  ûj 

substituant  à e»  sa  valeur  donnée  art.  951 , 

(2) J^=  g(3coi.  Û — 3C0S.y)y 

ou  en  substituant,  pour  cos.^  et  cos.y]  leurs  valeurs  respectives  — — - 

a — A * 

et  

a 


(3) 


, r = — (a  + s.â  — 3 s)  y 


au  point  de  départ  la  valeur  de  la  tension  du  fil  se  réduit  à^cos.^ou  à 

^ .... 

(a  — if)j  cette  tension  atteint  son  maximum  au  point  le  plus  bas  de 

l’arc  parcouru  où  elle  est  égale  soit  à ^(3  — 2 cos.y),  soit  à ~(a  + al>), 

son  augmentation  totale,  pendant  une  demi-oscillation  descendante, 
3bg 

étant  3^(1  — cos.y)  ou  


Valeur  du  temps  employé  par  le  pendule  timple  & faire , dans  le  vide , une 
oscillation  de  grandeur  finie  quelconque. 


954.  L’équation  v = \^ *s{!>—  æ)  de  l’art.  96 1 donne , en  désignant  par 
ds  l’arc  élémentaire  parcouru  au  bout  du  temps  t , pendant  l’instant 

substituant  à e sa  valeur  et  observant  que  s diminue,  sur  l’arc 

descendant,  lorsque  t augmente,  et  que  le  même  s change  de  signe  sur 
l’arc  ascendant, 


(0 


dt  = 


— ds 

— a) 


On 


adx 


a par  les  propriétés  du  cercle,  ds  = ^ ^ j x = 


Digiti.ji<iiivXkxjgIe 


(I*où  dx  =■ 


et  (i)  devient 


Section  deuxième. 
(a  — t)ds  adz 

— ■’  x(»d — x)  ■* 


(a) 


dt  = 


■ adi 


l/'igt(aa  — t)(A  — t) 

Je  vais  déduire,  de  cette  équation,  la  durée  d’une  demi-oscillatioTdes- 
cendante,  ce  qui  suffit  à l’objet  que  j’ai  en  vue;  car  on  sait,  art. 960, 
qu’en  doublant  cette  durée  on  aura  le  tempe  correspondant  à l’oscillation 
entière.  Pour  cela  je  mets  l’équation  précédente  sous  la  forme 

(3)  . . . (— J*. 

et , en  développant  le  facteur  o-i-r- 

(4) 

lt  — rfs  ( 

«+î 


. . . dt==  . 
— dt, 

'V^x(b-z)' 


a I-3 /■  a 1.3.5/'  s ) 

(£)■ 


T ...  . i-S.S...  (a«  — I ) 

Le  n.«  terme  de  la  suite  a pour  valeur 7 

' a . 4 . 6 a/i 

le  terme  n.“o,  étant  l’unité. 

Or  on  a,  en  prenant  les  intégrales  depuis  x ■=.  b jusqu’à  u?  = o,  et 

désignant,  par  jt , la  demi -circonférence  dont  le  rayon  = 1 

— dz 


(5)  (•) 


S' /a(A-a) 

r = 

J v/z(b-z) 

— z*dz  1-3  , 

■ = é*  fT  J 

V^T{b-z)  a -4 

A 


A 


— z^dz 
^ zÇb—t) 

— z"  dz 
y/  z(b — a) 


• b xs 


1.3.5 


:r  s 


a. 4. 6 

1.3.5....  (a/l  — 1) 
a -4 . 6 a/t 


b'^X  J 


(*)  L’importance  de  cette  théorie  me  détcrmiDc  h placer  ici  une  démooitra 
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ainsi  la  valeur  de  t prise  enire  les  mêmes  limites,  ou  la  durée  d'une 

demi-oscillation  , que  je  désigne  par  T,  a pour  valeur 


tion  éltmontairo  de  ces  équations. 


Je  diflcrciilic  l'csprcssion  zz  et  j'ai 


rf  I l/'bz  — zz  j *“  ^ dzp^bz — zz-{- 


z**  dz  (7  A — j) 
^ bz  ™ zz 


réduisant  au  même  dcnoininatcur , développant  le  numérateur,  rassemblant  les 
termes  qui  ont  des  facteurs  communs,  et  intégrant 

vü^  - (« + ^)J  ■ 

L'intégrale  s'évanouit  lorsque  ^ = o , ainsi  il  n'y  a point  de  constante  à ajouter} 
et  comme  clic  s'évanouit  encore  en  faisant  z^b  y elle  est,  par  conséquent, 
nulle  entre  les  limites  z^b  et  .c  = o,  cc  qui  donne 


nJrx)/>  P _ P 

("  + ' ) %/  ^ bi  — M kJ  ^ bî  — il 


d'où  on  déduit 

(an  ■ 

kJ  •'  !j s — M ,y  — iî 

en  attribuant  <i  n les  valeurs  successives  o,  1,  2,  3 etc.  et  donnant  à , 
comme  dans  le  texte  , lo  signe  négatif,  on  obtient  les  suites  de  valeurs 
correspondantes 


/?  =:  3 


■ A r , 

‘ J J K/;iz-r 

a/,  A_- . 

' J \^br=ir~  J 

r 

./  ^ bz  — zz  ,/  bz  — îi 

. . . ^ 

t/  ^ bz  — zz  xJ  ^ bz  — 


— zZ/h 
zz 


etc.  etc. 

On  a donc  chacune  dei  intégrales  successives  dès  que  la  première  est  connue  ; or 

tI' 

: arc 


r r- 

,/  V'bz  — zz  J I 


y-(^y 


(™=^) 


b 
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(6) 7-= 


Le  n.'  terme  de  la  série  est 


• 3-5  . . 

.2rr-.y^ 

1^2. 4. 6.. 

.2« 

I terme 


n.®  O,  étant  l’unité. 

955.  Le  temps  d'une  oscillation  entière , double  de  celui  dont  je 
viens  de  donner  la  valeur,  est  par  conséquent  égal  à 

966.  J’observe  que — , dont  les  i.'“,  s.',  etc.  puissances  muiti* 
2« 

plient  les  termes  successifs  de  la  série,  est  le  demi  • sinus  verse  de 
l’angle  y formé  par  la  direction  initiale  du  fil  et  par  la  verticale;  il 
suit  de -là  que,  si  cet  angley est  petit,  les  termes  de  la  série  qui  contien  - 

nent  — seront  des  fractions  dont  la  somme  pourra  être  négligeable  par 
rapport  à runité,  et  la  valeur  du  temps  d’une  oscillation  entière  se  ré- 
duira à ~~  • 

Ce  temps  est  indépendant  de  l'inclinaison  initiale  du  pendule,  ce  qui 
constitue  une  propriété  très -remarquable  des  petites  oscillations;  mais 
je  vais  faire  de  cette  matière  l’objet  d’un  examen  jiarticulier. 

• If 

et  Vintégrale)  qui  est  oulle  lorsque  c*est'à-dire  lorsque  cos.  ^ 

2 —A  ^ 

devient  égale  à jr lorsque  i = o,  c’est-à-dire  lorsque  cos.  — — i.  On 


a donc,  entre  les  limites  z^b  et  z 


y*»  —dz 


c’est  la  pre* 


mière  des  équations  (5)  du  texte  ; et  en  substituant  sa  valeur  .T  dans  celle 
des  équations  ci-dessus  trouvées,  qui  correspond  à n = o,  on  a la  valeur  de 

/»  — sfis 

Tÿ (2.*  équation  (5)  du  texte),  laquelle  substituée,  à son  tdür , 

V bi  — ZZ  P _ 

dans  l’équation  ci  - dessus  correspondante  à n = i donne  j ■ ■■ 

( 3.^  équation  (5)  du  texte  ) , et , en  continuant  de  la  même  manière , on  a toutes 
les  équations  (5)  du  texte. 
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ICxaiiicti  particulier  du  mouveiuent  du  pendule  simple  faisant  de  pcilfcs  oscil- 
lations dans  le  vide.  Définitions  de  Y isochronisme  et  du  sj-nchrt  r:hme. 

pSy.  .le  conserve  la  notation  de  l’art.  çSi  et  observant  1.“  que  l’arc 
élémentaire  parcouru  pendant  l’instant  r/l  a pour  valeur  adat , a.“  que 
la  force  accélératrice , dans  le  sens  de  l’arc  parcouru , est  art.  770  égale 
à g sin.  O o\sk  g sin.  (y — oj);  j’ai,  art.  7^7,  équation  (8),  dans  l’iiy- 
potlii-se  de  dt  constant , 

(0 —;^  = ér sut.  (/—«): 

si  on  suppose  que/" et  o sent  de  très-petits  angles,  on  pourra  substi- 
tuer l’arcy — ro  à son  sinus,  et  on  aura 

—/V  = 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  da , faisant  une 
première  intégration  et  obscn'ant  que  est  la  vitesse  angulaire  dé- 
signée par  on  a 

(3)  S’  = “ (»/—«)"• 

La  constante  arbitraire  est  nulle  pareeque  les  deux  membres  de  cette 
équation  s’évanouissent  ensemble  lorsque  a = o. 

Remettant  pour  ÿ*  sa  valeur  et  tirant  la  valeur  de  dt,  on  a 

(4)  dt\/I.  = 

da> 

fIo>  f' 

Le  terme  ■ -ra...  , = — uL.. , , r est  la  diflTérentiellc  de 

Va (V- <^)  Ÿ {J-ÿ—  J 

l’arc  dont  le  cosinus  = - ; ainsi 

(à) / |/^  = arc  ^cos.  = ) ' 
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iln’y  a point  encorcdeconstantcarbitraireà ajouter  parccque/  = ocorres- 
pond  aux  valeurs  (u  = o,cos.  = i,et  arc.^cos.  = ^ = o. 

On  déduit  de  (5) 

(6) r. 


=/j— 


958.  Les  équations  de  l’article  précédent  odrent  l'exemple  de  la  pro- 
priété des  fonctions  révolutives  dont  j’ai  parlé  art.  690.  Le  temps  total, 
qui  s’écoule  depuis  l’instant  où  le  mobile  part  de  l’extrémité  supérieure 
du  demi-arc  descendant  jusqu’à  l’instant  où  il  y revient,  est , équation  (5), 

(t)'  ) et  l’équation  (6)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


égal  à 2 ,T 


(ù  =/— /cos. 


2 


‘Ki  y _ 

Les  constantes  y/  et  C de  l’article  cité  sont  ici  représentées  par  y et 

— y,  et  le  temps  Â répond  à arr  (i)'  . Si  un  substitue  à l’arc  décrit 

une  ligne  droite  qui  lui  soit  égale, et  sur  laquelle  le  cor|is  se  meuve  de  la 
même  manière  qu’il  se  meut  sur  cet  arc,  pendant  que  la  droite  elle-même 
a un  mouvement  horizontal  uniforme  dans  le  sens  de  sa  longueur,  avec 
la  vitesse  et  qu’on  dé'signe  par  t la  distance,  au  bout  du  temps  t,  du 
corps  au  point  fixe  où  ce  corps  et  l’origine  de  la  ligne  droite  mobile  se 
trouvoient  ensemble  lorsque  l’on  comptait  zéro  temps,  on  aura 

f a -TZ  ‘ 

y— y cos. 


Vt\ 


ivï 


équation  qui  est  un  cas  particulier  de  la  formule  générale  x = + 

(ÜJTt  'X 

j-I,  c cos.  — jde  l'art.  690,  et  qui  en  vérifie  les  propriétés. 

969.  Le  temps  2 , qui  s’écoule  entre  l’instant  où  le  mobile 

|»rt  de  l’origine  de  l’arc  parcouru  et  l’instant  où  il  y revient  ; comprend 
les  durées  de  quatre  demi -oscillations  , durées  égales  entr’elles  et  à 
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<iï  frj  on  voit,  par  le  tableau  suivant,  comment  les  équations 

(5)  et  (6)  expriment  les  distances  et  les  vitesses  périodiques  qui  ont  lieu 
Il  la  fin  de  chacune  de  ces  oscillations  , le  temps  croissant  indéfiniment. 


9<5o.  Quel(jue  soit  la  durée  du  mouvement , la  distance  angulaire  a 
du  mobile  au  point  de  départ  et  sa  vitesse  ne  peuvent  pas  excéder  des 
limites  déterminées.  Le  temps  d'une  oscillation  entière  est  égal  à 


(fy- 


valeur  identique  avec  celle  qui  a été  conclue , art.  966 , de 


la  formule  applicable  aux  oscillations  d’amplitudes  quelconques,  et  indé- 
pendantes de  la  position  du  point  de  départ.  Ainsi  lorsque  plusieurs  pen- 
dules d’égales  longueurs  parcourent  de  petits  arcs  en  oscillant,  leurs 
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oscillations  cntit*res  sont  dVgalcs  durées,  quelques  soient  les  rapports 
entre  les  diverees  amplitudes  ou  valeui*s  angulaires  de  ces  oscillations. 

96 1.  La  propriété,  qu’a  un  même  pendule  de  faire  scs  oscillations  dans 
des  temps  égaux,  constitue  ce  qu’on  appelle  VhochronLme j les  oscil- 
lations de  ce  pendule  sont  isochrones» 

Si  on  compare  les  mouvements  do  doux  pendules,  et  si  les  oscillations 
de  ]\in  sont  de  même  durée  que  celles  de  l’autre,  on  dit  que  ces  deux 
pendules  sont  synchroncs\\c synchronisme  est  donc,  pour  lesüJc///«- 
iions  comparées  de  deux  ou  plusieurs  pendules,  ce  que  Visochronisme 
est  pour  les  oscillations  comparées  d’un  même  |)ondule. 

Usage  du  pendule  simple  pour  déterminer  la  loi  de  la  pesanteur  près  de  la 

sut  face  de  la  terre.  Vérités  physicjucs  dont  on  doit,  k cet  instrument,  la 

découverte  ou  la  coufirmalion. 

962.  Le  pendule,  dont  la  société  retire  d’inappréciahles  avantages 
depuis  qu’il  est  appliqué  ii  lu  mesure  du  temps  (*),  u aussi  fourni  les 
moyens  de  découvrir  ou  de  confirmer  des  vérités  très- importantes , en 

( * ) Les  premières  recherches  sur  la  théorie  du  pendule  sont  encore  dues  h 
Galilée  ; l’objet  de  ce  traité . cpii  m’a  déjà  fait  nommer  plusieurs  fais  ce  grand 
philosophe  , ne  pourra  pas,  à beaucoup  près,  me  fournir  l'occasion  de  citer 
toutes  ses  découvertes.  L’idée  d’appliquer  le  pendule  à la  mesure  du  temps  ne 
lui  avait  pas  échappé  et  il  s’occupa  , avec  son  fils  , dans  les  dernières  années 
de  sa  vie,  d'un  essai  de  machine  chronométrique  munie  d'un  pendule;  mais 
la  révolution , que  l'emploi  de  cet  instrument  a opérée  dans  l'art  de  mesurer  )c 
temps,  est  entièrenirnt  due  à Huyghens,  qui  conrut,  à la  fîn  de  l'nnnéc  ié56, 
la  première  idée  d'une  horloge  à pendule,  dans  laquelle  le  pendule  et  le  mo- 
teur sont  deux  choses  séparées,  le  premier  servant  exclusivement  à régulariser 
l'action  du  second  , et  le  niéranisme  étant  cumhiné  de  manière  que  le  moieur 
rcstilur  au  pendule , à chaque  oscillation , la  force  que  la  fonction  dont  celui-ci 
est  charge  lui  fait  perdre. 

Les  essais  de  Galilée , qui  employait,  comme  moteur,  le  pendule  lui-même, 
ne  peuvent  rien  oter  à Huyghens,  de  la  gloire  de  son  invention.  Je  parlerai, 
quand  j'en  serai  nu  mouvement  cycloidal , d’une  disposition  particulière  que 
ce  géomètre  a proposé  de  donner  au  pendule , pour  assurer  l'Uochronisme  des 
oscillatiors  quelques  soient  leurs  amplitudes,  dans  un  ouvrage  trrs-remar- 
quahle , intitulé  Horologium  oscilltUorium  ; c’est  dans  cet  ouvrage  qu'il  a ex» 
pose  les  projxisiuons  foudamcntalei  de  la  théorie  desyôrcrj  centrifuges ^ dont  la 
découverte  lui  est  due. 
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pliysiciue  et  en  astronomie,  dont  les  principales  sont  relatives  à la  loi 
de  l’action  de  la  pesanteur  en  divers  points  , soit  de  la  surface  de  la 
terre,  soit  d’une  verticale  élevée  à un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face, et  à la  figure  de  la  terre. 

On  a tenté,  lors  des  premitTes  recherches  relatives  aux  quantités  ah- 
sohies  que  fournissent  les  phénomènes  de  la  pesanteur,  telles,  par  ex- 
emple , que  lu  longueur  de  la  ligne  verticale  parcourue  par  les  corps 
graves  pendant  la  première  imité  de  temps  de  leur  descente,  de  faire 
des  expériences  sur  la  chute  immédiate  de  ces  corps,  soit  par  des  lignes 
verticales , soit  sur  des  plans  inclinés  ou  des  courbes  hélicoïdales  ; on  ne 
pouvait  obtenir,  jiarce  procédé,  qu’une  approximation  très-grossière,  vu 
la  difficulté  d’évaluer  les  temps  correspondants  aux  espaces  jiarcourus, 
les  anomalies  provenant  de  la  ré-sistance  de  l’air,  la  résistance  du  frotte- 
ment etc.  ; la  machine  d’.'Vlwood,  dont  j’ai  donné  la  théorie,  art.  790 
et  suivants,  donne  beaucoup  plus  d’exactitude,  mais  le  pendule  est, 
ainsi  que  je  l’ai  observé,  art.  8i5 , l’appareil  qui  fournit,  pour  la  déter- 
mination de  la  quantité  cherchée,  les  moyens  de  précision  les  plus  par- 
faits, et  les  plus  commodes,  les  observations  se  réduisant  à compter  le 
nombre  d’unités  de  temps  correspondant  k un  nombre  déterminé  d’os- 
cillations d’un  pendule  de  longueur  pareillement  déterminée. 

963.  La  théorie  d’après  laquelle  on  déduit,  des  expériences,  les  résultats 
qu’on  veut  obtenir,  est  une  conséquence  fort-simple  des  formules  rela- 
tives au  pendule  simple  ci  - dessus  démontrées.  Si  on  désigne  par  r la 
durée  d’une  très-petite  oscillation  d’un  pendule  simple,  dont  la  longueur 
est  a , par  .T la  demi  - circonférence  dont  le  rayon  = i,  la  lettre^conti  - 
nuant  à représenter  la  force  accélératrice  due  à la  pesanteur,  on  aura 
art.  956  et  9.59 


(a) g = “ "• 

Supposant  donc  qu’on  ait  reconnu  par  des  observations  exactes  que  ce 
pendule,  dont  la  longueur  connue  = a,  ait  fait , pendant  un  temps 
donné  T ^ un  nombre  N d’oscillations , on  aura  le  temps  d’une  seule 
T , 

oscillation  = r = — y".»  d’où 
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^3i 


(3) 


-r>  ,'V> 


L;i  Vcilciir  dp  g sc  trouve  ainsi  conijiosép  dp  quantités  toutes  ronnues.  Son 
évaluation  sera  d’autant  plus  exacte  (]ue  la  longueur  aibilraire  rr  du 
pendule  d’expériencp  sera  plus  grande. 

<^4.  On  déduit  de  l'étiuation  (ü)  de  l’article  précédent 


.r»  i\  i 


ï / « . 

1/  J 

î 

r s 

,r 

a 

n Les  longueurs  de  didérents  pendules  sont  entr’clles  en  raison  di- 
K rectes  des  quarré-s  des  temps  employés  à faire  un  même  nombre 
« d’oscillations,  ou  en  raison  inverse  des  quarrés  des  nombres  d'oscil- 
« latiuns  faites  dans  un  même  temps  ». 

Réciproquement,  « les  temps  employés  à faire  un  même  nombre  d’os- 
« cillations,  ou  les  nombres  d’oscillations  faites  dans  un  même  temps, 
« sont  entr’eux,  respectivement,  en  raison  directe  ou  en  raison  inverse 
« des  racines  quarrêes  des  longueurs  des  pendules  ». 

960.  Il  est  une  autre  détermination  importante  à faire,  celle  de  l.a 
longueur  du  pendule  dont  chaque  oscillation  a,  pour  durée,  une  unité 
de  temps.  11  est  bon  d’observer  que  la  connaissance  de  cette  longueur 
n’est  piis  préalablement  nécessaire  pour  l’évaluation  du  temps  T qui 
...  .T>  A’x 

entre  dans  l'cquation  — . a de  l'art. 968,  et  dans  celles  de  l’art. 


précédent  qui  en  ont  été  déduites;  car,  si  le  chronomètre  dont  on  se  sert 
est  muni  d’un  pendule , on  le  règle,  par  les  moyens  de  tâtonnements 
connus,  de  manière  que  l'aiguille  des  secondes  fasse  86400  ou  100000 
pulsations  (suivant  qu’on  employé  l’ancienne  ou  la  nouvelle  division 
du  temps)  [x'iidant  un  jour  moyen,  sans  avoir  besoin  de  connaître  à 
quelle  longueur  de  pendule  aimple  répond  la  dimension  du  pendule 
compuié  adapté  au  chronomètre. 

Cette  longueur,  qui  est , maintenant , l’inconnue  cherchée,  pourrait  sc 
dédoVe  de  la  forme  du  pendule  composé,  des  mas.ses  de  ses  dillérentcs 
parties,  etc.  etc.  par  des  méthodes  que  j’ex|K)serai  dans  la  3 ' section 
de  cette  seconde  partie  du  cours;  mais  il  est  infiniment  préférable 
de  conclure  la  longueur  cherchée  de  celle  d’un  autre  pendule  faisant  , 
pendant  un  temps  donné,  un  nombre,  pareillement  donné,  d’oscil  - 
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lations.  La  longueur  cherchée  se  calcule  alors  par  une  simple  règle  de 
proportion  fondée  sur  les  propriétés  du  mouvement  des  pendules  énon- 
cées par  les  théorèmes  de  l’art,  précédent.  Suit  la  longueur  cherchée  du 
pendule  qui  bat  les  secondes,  et  a la  longueur  donnée  d’un  pendule  qui 
faitiV  oscillations  pendant  T secondes,  et,  par  conséquent,  une  oscil- 

r 

lation  pendant  secondes , on  aura  d’après  le  premier  théorème  de 
l’article  cité 

A » T* 

966.  La  longueur  À peut  aussi  se  déduire  de  la  valeur,  jiréalablement 
connue,  de  g,  au  moyen  de  l’équation  (i)  de  l'art.  963.  Faisant,  dans 
cette  équation ,t—i"  et  a — A j on  a 


967.  Toutes  les  déterminations  précédentes  supposent  que  les  oscil- 
lations sont  infiniment  petites,  et  qu’elles  se  font  dans  le  vide;  et,  comme 
les  ix’ndules  d’exjiériencc  ne  sont  ni  dans  l’un  ni  dans  l’autre  de  ces  deux 
cas,  il  faut,  lorsqu’on  veut  la  plus  rigoureuse  exactitude,  ramener  les 
observations  effectives  à ce  qu’elles  seraient  si  le  pendule  ne  décrivait 
que  des  arcs  élémentaites  dans  un  milieu  non  résistant  ; il  faut,  encore 
avoir  égard  à la  masse  du  fil,  li  la  forme  et  <1  la  grandeur  du  corps  sus- 
pendu etc.  Je  parlerai  , dans  la  suite  du  cours,  des  procédés  et  des 
méthodes  dont  ces  diverses  précautions  exigent  la  connaissance  et  l’u- 
sage ; toutes  les  causes  d’anomalies  auxquelles  elles  se  rapportent  ont 
été  prises  en  considération  dans  les  expériences  faites  h l’occasion  du 
nouveau  système  métrique  franrais  ; on  a trouvé  qu’à  l’observatoire  de 
Paris  la  longueur  du  pendule  à secondes  décimales  était  de  ©”,7419 
et  celle  du  pendule  à secondes  sexagésimales  de  o™,99385,  comme  je 
l’ai  dit  à l’article  676. 

D’après  cette  détermination,  le  nombre  d'oscillations  faites  à l’ob- 
servatoire de  Paris,  pendant  un  jour  moyen  , par  un  pendule  simple, 
d’un  mètre  de  longueur,  doit  être,  art.  964,  égal  à looooop^o^i^  = 
861 33,6. 

968.  Les  variations  de  la  pesanteur  à différentes  latitudes,  donnent 
lieu  il  des  variations  correspondantes  de  la  longueur  du  pendule  ; d’après 

ie4 
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les  détcrniinalions  les  plus  récentes , / étant  la  longueur  du  pendule  à 
seconde  U la  latitude  L , on  a , pour  la  division  du  jour  moyen  en 
I ooooo  secondes , 

(t)  . . . / = O”,  739703526  + 0*,  0089 13689a  sin.»  £ , 
ou  en  substituant  à sin.“  L sa  valeur  f ( i — cos.  a£) 

(2)  . . . . / = 0,741660371  — 0,001956845.  cos.  2 £. 

Les  premiers  termes  des  seconds  membres  de  ( 1 ) et  (2)  sont,  res- 
pectivement,  les  longueurs  du  pendule  décimal  sous  l’équateur  et  sous 
le  parallèle  moyen. 

Pour  avoir  la  valeur  de  À applicable  à la  division  du  jour  en  86400 
secondes  il  faut , art.  964,  multiplier  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes  par 

969.  C’est  par  les  observations  du  pendulequ’on  a pu  s’assurer  que  l’in- 
tensité de  la  pesanteur  était  moindre  au  sommet  des  montagnes  qu’au  ni- 
veau de  la  mer.  Nous  avons  des  expériences  sur  cet  objet,  faites  au  Pérou, 
par  Bouguer,  avec  beaucoup  de  soin  ; il  a trouvé  à Quito,  élevé  de  2867 
mètres,  etsur  le  Picbincha,  élevé  de  4744“  au-dessus  delà  mer,  que  la  di- 
minution de  la  pesanteur  était , dans  le  premier  lieu,  de  0,000761 , et  dans 
le  second  de  0,001 184,  la  pesanteur,  au  niveau  de  la  mer,  étant  l’unité. 

970.  Enfin  le  pendule  fournit  une  preuve  de  Jaif  de  l’importante 
conclusion  tirée,  art.  890,  de  la  3°.  loi  de  Kepler,  par  laquelle  on  a recon- 
nu qu’à  égales  distances  d’un  centre  d’attraction  tous  les  points  matériels 
soumis  à cette  attraction  recevaient  la  même  force  accélératrice  quelles 
que  fussent  leurs  masses.  On  est  parfaitement  assuré  que  plusieurs  corp.s 
suspendus  à des  fils  de  même  longueur  font , exactement , dans  le  vide,  le 
même  nombre  d’oscillations  pendant  un  même  temps  , quoique  leurs 
masses  soient  différentes;  d’où  il  suit  qu’ils  sont  animés  de  forces  moiri  - 
ces  proportionnelles  à ces  masses , et  que  tombant  verticalement,  dans  le 
vide,  avec  une  vitesse  initiale,  ou  commune  ou  nulle,.ils  parcourraient 
des  es|)accs  égaux  dans  des  temps  égaux.  Les  expériences,  faites  immé- 
diatement sur  les  chutes  de  ces  corps,  ne  pourraient  jamais  avoir  une 
précision  comparable  à celle  des  expériences  faites  avec  le  pendule. 

Mouvement  d’un  point  matériel  pesant  sur  une  cycloïde. 

.971.  Une  courbe  plane  étant  tracée  sur  un  plan  vertical  et  un  point 
matériel  pesant  ^ assujetti  à se  mouvoir  sur  cette  courbe,  étant  aban- 

3o 


1 
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donm''  à la  pesanteur  , on  a vu , art.  94Ô  équation  (s.) , que  la  valeur  gé  - 
iiérale  du  quarré  de  sa  vitesse  désignée  par  v était , g continuant  ii 
représenter  la  force  accélératrice  due  à la  gravité, 


= i). 


Jl  est  la 'hauteur  verticale  du  point  de  départ  au* 
dessus  de  l*brigine  des  coordonnées  verticales  s. 


Cette  équation  suppose  que  la  vitesse  est  nulle'lorsque  s = H,  mais  si 
la  vitesse  initiale,  dans  le  sens  de  la  courbe,  était  due  aune  hauteur  A, 
la  constante  de  l’équation  ( i ) de  l’art,  cité  devrait  se  déterminer 
|)ar  la  condition  des  valeurs  simultanées  v’=  igh  et  z = H , qui  donne 
6’a  = 2^(/y+A),  et 

(1)  . . ; = + 

s étant  l’arc  de  courbe  que  le  mobile  a encore  à parcourir  pour  arri- 
ver au  plan  horizontal  qui  renferme  l’origine  des  s,  l’élément  s/s  est  par- 
couru avec  la  vitesse  y'tgpt-f-JI — J), et  l’élément  de  temps  zf/ employé 
à le  parcourir  a pour  valeur,  art.  688, 

Observez  que  1 diminue  lorsque  r aug- 
mente , et  qu'ainsi  dt  et  ds  doivent 
avoir  des  signes  contraires. 

■J’ai  déjà  appliqué  , art.  904  et  suivants  , cette  équation  au  mouve- 
ment sur  un  arc  de  cercle  dans  l’hypothèse  de  A = o , ou  de  l’égalité 
k zéro  de  la  vitesse  initiale  ; je  vois  supposer  maintenant  que  le  point 
matériel  pesant  est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  cycloïde  ii  base  ho- 
rizontale, ayant  tous  les  points  de  sa  trace  situés  au-dessous  de  cette 
base  dans  un  plan  vertical. 

Soient  j et  respectivement,  l’arc  variable  de  la  courbe  et  la  coor- 
donnée verticale  du  point  supérieur  de  cet  arc,  l’une  et  l’autre  indé- 
terminée ayant  une  origine  commune  au  sommet  ; si  le  diamètre  du  cercle 
générateur  est  représenté  par  a , on  a , entre  j et  * ^ par  les  propriétés 
Connues  de  la  courbe  , l’équation 

(3)  j»=4«î. 

On  déduit  de  cette  équation 

(4)  ds  — di 

et,  substituant  celte  valeur  dans  l'équation  (a),  on  a . 
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(.5)  . . .«'/=— 

l’expression 


— _ 

~ V W [s(/j  + tf— 


2gz{/l  + h- 

pcut  se  mcllre  sous  la  forme 


~z)]i 


\z{h  + H-z)\T 
— dz 


T(A  + /y)  )\ 


a donc  i 


-(0-‘ 


d . arc  < cos.  = 


on 


arc  <tros.  = 


s-i(A  + //) 


+ constante  ; 


|(A  + //) 

la  constante  se  détermine  par  la  condition  des  valeurs  simultanées  /=  o^ 
Z = H,  d’où 

(^)i  I 


constante  - 


arc  < cos.  = 


U -tr  h 


r 

cl  COS.=:-r; r l> 

L 


97a.  Telle  est  la  valeur  générale  du  temps  employé *par  le  mobile  à 
descendre,  sur  l’arc  de  cycloïde,  depuis  le  point  situé  à une  hauteur  // 
jusqu’au  point  situé  à une  hauteur  z au-dessus  de  l’origine  de  s ^ ce  qui 
forme  une  descente  verticale  = //  — z j pour  avoir  le  temps  total  de 
la  descente  jusqu’à  l’horizontale  sur  laquelle  se  trouve  l’origine  commune 
de  J et  on  fera  ; = o dans  l’équation  précédente  et  on  .aura,  tr  étant 
la  demi -circonférence  dont  le  rayon  ==  1 , 

4tt)| 

si  on  suppose  de  plus  que  la  vitesse  initiale  est  nulle  ou  que  h = o, 
on  obtient  la  valeur  remarquable 

'=‘’(-5^y 


L’élévation  initiale  II  du  mobile  au  - dessus  du  point  le  plus  bas  de 
la  courbe  a disparu  de  la  valeur  de  t , le  temps  de  la  descente  jusqu’à 
ce  point  le  plus  bas  est  donc  indépendant  de  la  position  du  point  de. 
départ,  et  sera  toujours  le  même  quelque  soit  la  longueur  de  l’arc  à 
parcourir  ]X)ur  arriver  de  ce  dernier  point  au  premier.,  . ■ 
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973.  (Jette  propriété  curieuse  de  la  cycloïde  constitue  ce  qu’on  appelle 
lu  lauluchroniime  } les  courbes  qui  en  jouissent  sont  appelées  courbes 
tantochrunes.  J'ai  déjà  fait  remarquer,  art.  78a,  une  espèce  de  laitto- 
chronisme  dans  le  cercle  tracé  sur  un  plan  vertical.  Un  mobile  partant 
d’un  point  quelconque  de  la  circonférence  de  ce  cercle,  sans  vitesse  ini- 
tiale, arrive  toujours  à son  point  le  plus  bas  dans  un  même  temps,  égal 


.J/' 


^(le  diamètre  du  cercle  est  dé-signé  |iar  ii)  ; mais  il  faut,  [>our 

cela,  que  le  mobile  suive,  non  l’arc  de  cercle,  mais  la  corde  de  cet  arc 
menée  du  premier  au  second  point. 

974.  Le  mouventjent  du  pendule,  qui  fait  des  oscillations  très- petites 
ou  inrmiincnt  petites,  a aussi,  art.  906  et  960,  la  propriété  du  tautochro- 
nâsme,  propriété  qu’il  tient  de  la  cyclo’ide  et  dont  il  jouit  pareeque  le 
point  matériel  pesant,  suspendu  au  fil,  décrit  des  arcs  qu’on  peut  regarder 
comme  cycloïdaux.  Eu  cll'et  le  rayon  de  Courbure  du  point  le  plus  bas  de 
la  cycloïde  renversée  est  é’gal  à an,  et  un  pendule  simple  de  celle  lon- 
gueur, qui  décrirait  des  Rres  infiniment  petits,  ferait,  art.  959,  une  demi  - 

oscillation  penSant  un  temps  = i .t 

oscillations  circulaires  infiniment  petites  de  ce  pendule  et  les  oscilla- 
tions cycloïdales  finies  du  [loint  matériel,  dont  il  a été  question  dam 
les  articles  précédents,  seraient  donc  synchrones  entr’elles,  et  la  raison 
de  ce  synchronisme  peut  se  déduire  immédiatement  du  tautochronisme 
de  la  cycloïde,  en  considérant  que  si  le  point  de  départ  est  infiniment 
]>eu  distant  du  point  inférieur,  Ib  mouvement  est  identique  avec  celui 
qui  aurait  lieu  sur  un  arc  de  cercle  d’un  rayon  égal  à an. 

975.  J’ai  dit,  art.962(«o/e),  qu’Huyghens  avait  imaginé  un  pendule 
.simple  dont  lesoscillationsétaienrisochrones,  quelques  fussent  leurs  gran- 
deurs; la  composition  de  ce  pendule  était  fondée  sur  le  tautochronisme  de 
la  cycloïde,  et  sur  les  moyens  qu’on  a,  art.  982,  de  faire  décrire  une  courbe 
quelconque  au  point  eitrême  d'un  pendule  simple.  On  sait  que  la  dé- 
veloppante de  la  cyclo'ide  est  une  courbe  égale  et  semblable  à la  déve- 
loppée; Huvghens  établissant,  dans  un  plan  vertical,  deux  lames  métal- 
liques courbées  chacune  en  arc  de  cycloïde  renversée,  à base  horizon- 
tale, et  se  touchant  par  leurs  points  supérieurs,  suspendit,  k ce  point 
de  contact , le  fil  de  son  pendule,  dont  la  longueur  était  double  de  celle 
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du  diumi’Il'p  du  cercle  g^-nérateur.  Ce  fil,  en  oscillant  dans  le  plan  des 
arcs  cycloïdaux  , s’envclopjiatt  successivement  sur  l’un  et  sur  l’autre,  et 
son  point  inférieur , décrivant  une  portion  de  cycloïde  , faisait , .d’après 
la  théorie  ci-dessus  démontrée,  ses  oscillations  dans  des  temps  égaux , 
ipielles  que  fussent  leurs  amplitudes.  Cette  invention  d'Huyghens  n’a 
pas  été  adoptée,  dans  la  pratique  de  l'horlogerie,  par  des  raiscins  que  je 
ferai  connaître  en  parlant  du  pendule  composé. 

Esprration  de  la  force  accélératrice  qui,  lorsqu’elle  a lieu  sur  une  courbe  quel- 
conque , rend  celte  courbe  lautochrone. 


976.  L’angle  que  forme,  avec  l’horizon,  un  arc  élémentaire  ds  d'une 
cycloïde  mise  dans  la  position  indiquée  à l’art.  971  a,  pour  sinus  , 
dz  . . 

; ainsi  la  force  accélératrice  langcniiclle,  qu’un  point  matériel  pe- 
di' 

sant  , placé  sur  cet  élément  de  courbe  , reçoit  de  la  pesanteur,  est  , 

art.  775,  égale  ’a  g,  ou  (en  observant  que  l’équation  s»  = \az 
ds 


donne  — - — = 


ds 


— ) h -il.  J 

2«  2a 


cette  force  accélératrice  est  donc  , <1 


chaque  instant,  proportionnelle  à la  longueur f du  ebemin  tjuc  le  mo- 
bile U encore  k faire  pour  arriver  au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde. 

977.  Le  résultat  auquel  je  viens  d’arriver  n’est  pus  particulier  à la 
cycloïde  et  indi(|ue  une  condition  générale,  qui  , lorsqu’elle  est  satis- 
faite dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  courbe  quelconque 
à double  ou  simple  courbure , établit  aussitôt  le  lautoclironisme  sur 
cette  courbe.  Je  diiiignc  par  5 l’arc  total  que  le  mobile  doit  parcourir 
depuis  le  premier  instant  de  son  mouvement , sa  vitesse  initiale  étant 
supposée  nulle,  par  j l’arc  qui  lui  reste  à parcourir  au  bout  du  temps  /, 
ensorte  que  S — j est  l’arc  parcouru  pendant  ce  temps  par  e la  vîtesEC 
à l’extrémité  antérieure  de  s,  et  par  yf  une  quantité  constante.  Si  l.i  force 
accélératrice  est,  au  bout  du  temps  proportionnelle  à l’arc  s que  le  mo- 
bile doit  encore  parcourir  pour  arrivera  l’extrémité  de  S,  on  a l’équation 
•'  </e 


{>) 


d/ 


= jis  } 


ds 


multipliant  le  premier  membre  par  v et  le  second  par  la  valeur 
de  e . on  a , en  observant  que  s diminue  lorsque  i augmente  , 
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vdv  = — Asds  , d’où  — — As*  + C j l’état  de  la  question  donne 
les  valeurs  simultanées  p = o,  J = Sj  d’où  C — AS*  j et 

(2)  V = A'  y's‘  — i‘  : 

on  déduit  de  celte  équation  , en  observant  que  s diminue  lorsque  t 


— ds 

j7  I 

augmente  , A dt—  — = r = 

^s*-s*y 

d’ovi 

(3) A'  t = arc 

La  constante  arbitraire  est  nulle  pareeque  les  valeurs  initiales  < = c, 
s — S J rendent  les  deux  membres  égaux  à zéro. 

Pour  tirer  de  cette  valeur  générale  de  t la  valeur  particulière  du 
temps  total , que  je  désigne  par  T,  employé  à parcourir  l’arc  il  faut 
faire  i =0,  ce  qui  donne 


7’  -7-  . r-Teft  la  demi -circonférence  dont  le  rayon  — i. 

* ( 

Le  tautochronisme  a donc  lieu  puisque  l’arc  total  5 ^ qui  ne  se  trouve 
plus  dans  la  valeur  de  T , reste  indéterminé  ; cette  indétermination 
ne  porte  que  sur  l’origine  de  5,  ou  sur  le  point  de  position  initiale  du 
mobile,  l’autre  point  extrême  de  l'arc  parcouru  , pendant  le  temps  P , 
point  où  sa  tangente  doit  être  horizontale,  demeurant  fixesurla  courbe; 
et  c’est  par  rapport  k ce  dernier  point  que  la  condition  posée  par  le- 
quation(i) assure  le  tautochronisme , l’équation (4),  qui  en  est  déduite, 
énonçant  que  le  tem)»  nécessaire  pour  arriver  à ce  même  point  est 
indépendant  de  la  longueur  de  l’arc  parcouru. 


Du  Uutochronisme  considéré  soui  un  point  de  vue  plus  général  qu’il  ne  l’a  été 
dans  le  chapitre  précédent.  Le  mouvement  dans  le  vide  , dû  à la  seule  pe  - 
santeur,  comporte  uue  infinité  de  courbes  tautochrones.  Cas  dans  lequel  le 
tautochronisme  appartient  exclusivement  i la  cycloïde. 

978.  Les  premières  découvertes  sur  la  théorie  du  tautochronisme  sont 
dpesàHuyghens.  Newton  et  Herman  ont,  après  lui,  envisagé  cette  théorie 
sous  un  point  de  vue  plus  étendu , et  qui  n’est  cependant  point  encore 
assez  général,  en  prenant  pour  condition  du  lautohronisme  l’équation 
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-- = j4s  de  l’article  prd'cédenl  ; eette  inniière  a ensuite  été  traitée 

d’une  manière  plus  ajiprofundie  |>ar  Fader  ( Méni.  de  l'aend.  de  Péters  - 
boug  ty36  et  ty6jf)  , par  Fontaine  {^Mém.  de  l’acad.  des  sciences 
de  Paris  >y34. , et  ;^<rS)^'par  d'Alembert , etc.  ; mais  Lagrange  parait 
l’avoir  épuisée  (Mém.  de  l'acad.  de  Berlin  deiy66  et  ryyo).  Je  ferai 
cuniiaitre  sa  théorie  dans  la  3.’  partie  du  cours. 

G?pendant  Huygliens  a,  ainsi  que  je  le  ferai  voir  bientôt , résolu  coni- 
plétemeiit  le  problème  de  la  déterniinatiun  4c  L courbe  tautoclirone 
dans  le  vide,  lorsque  le  mobile  ne  doit  son  mouvement  qu’à  la  pesanteur, 
et  dans  l’hypothèse  oit  on  ne  considère  ce  mouvement,  ainsi  que  je  l’ai 
fait  dans  le  chapitre  précé'dent,  que  depuis  un  point  arbitraire  de  la 
courbe  jusqu’à  un  point  fixe  inférieur.  Mais  on  peut  poser  la  question 
plus  généralement , se  donnant  pour  condition  que  le  mobile  pesant  doit 
faire  une  oscillation  entière,  en  remontant  de  l’autre  côté  du  point  le 
plus  bas  jusqu’à  la  hauteur  de  son  point  de  départ  (les  autres  conditions 
assignées  art.  940  étant  d’ailleurs  remplies) , et  chercher  la  ligne  sur  la  - 
quelle  la  durée  de  chaque  oscillation  entière  est  une  quantité  donnée, 
indépendante  de  la  position  du  point  de  départ  ou  de  la  grandeur  de 
l'oscillation  ; le  problème  cc^  alors  d’ètre  déterminé  , la  cycloïde  n’en 
fournit  plus  qu’une  solution  particulière,  et  ce  problème  est  même  réso- 
luble par  un  assemblage  de  deux  courbes,  l’une  desquelles  peut  être  prise 
arbitrairement  ; l'analyse  suivante  vafournir  la  preuve  de  ces  propoitions. 

979.  Soit  CAD  une  courbe  dé'crite  dans  un  plan  vertical,  que  je  Fig. 
considère,  pour  plus  de  généralité,  comme  composée  du  système  de 
deux  courbes  A MC  AXD  définies  par  des  équations  diflèrentes,  mais 
ayant , à leur  point  de  réunion  A , une  tangente  horizontale  commune 
TI  .-tir . Je  mène  l’axe  vertical  AB  sur  lequel  je  compte  les  coordonnées 
AP  =z.,\cs  points,  dont  a détermine  la  hauteur  au-dessus  de  II  ATT , 
se  trouvant  aux  extrémités  .V  et  iV  de  l’horizontale  MP  N.  Je  fais 
arc  AM  = S , arc  AN  =c  a,  et  traçant  l'horizontale  mpn  infiniment 
près  de  MPN , j’ai  Mtn  — ds,  Nn  = da. 

Le  mobile  pesant  est  censé  partir  du  point  .C,  sans  vites.se  initiale, 
et,  étant  une  horizontale,  ce  mobile  doit,  art.  947,  parvenu  en 
remonter  jusqu’au  piint  D i il  s’agit  de  déterminer  le  système  des 
deux  courbes  AMC ^ AND  de  manière  que  la  somme  des  temps  em- 
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ployôs  il  parcourir  CM  A et  AND  soit  toujours  la  même,  quelque  soit 
lu  position  du  point  de  départ  C.  • , 

J’appelle  b la  hauteur  AU  qui , d'après  l’état  de  la  question , doit  être 
arbitraire  ; le  corps,  parvenu  en  M sera  descendu  de  la  hauteur  b — z 
et  aura  acquis,  art.  945 , une  vitesse  z),  égale  k celle  qui  lui 

restera  lorsque,  après  avoir  franchi  le  point  A , il  sera  remonté  jusqu’en 
TV.  La  somme  des  temps  élémentaires  employés  à parcourir  Mm  et  Nn 
• I • tis+da 

sera  donc  art.  600  égale  a - j en  pienant  l’intégrale  de 

cotte  expression  entre  les  limites  î = o et  « = A , oh  aura  la  durée  totale 
du  mouvement  sur  la  ligne  CAD.  Cette  intégrale  doit  être  telle  qu’elle 
s’évanouisse  en  y faisant  s = o et  qu’elle  acquière  sa  valeur  définie  en 
V faisant  z = b ^ ce  que  l’on  concevra  parfaitement  en  observant  que 
la  question  dont  il  s'agit  est  identique  avec  celle  par  laquelle  on  pro- 
poserait de  construire  deux  courbes  AMC  et  AND  telles  que , deux 
mobiles  partant  du  point  A avec  la  meme  vitesse  initiale,  l’un  dans 
le  sens  AMC  cl  l’autre  dans  le  sens  AND , et  se  mouvant  respective- 
ment , pendant  des  temps  r et  r' ^ avant  que  cettè  vitesse  initiale  soit 
éteinte",  on  ait,  quelque  soit  cette  vitesse,  r-p  r'  = constante. 

La  hauteur  b doit  disparaitre  dans  l’intégrale  définie,  et  voici  com- 
ment on  détermine  les  conditions  d’après  lesquelles  cette  élimination 
P dz  , 

aura  lieu.  Soit  ds  -P  da=  en  désignant  par/)  une  fonction  de  SjCt 

* P ds  + da  P pdz 

par  h une  constante,  on  ^^7==  é 

ic  suppose  que  l’intégrale  . '_ = C —p]===r-  , complétée  par  une 

— 

constante  arbitraire  , soit  réduite  en  série  ordonnée  jiar  rapport  aux 
puissances  de  « , il  faudra  d’abord,  si  la  condition  exigée  est  satisfaite, 
que  to\js  les  termes  de  cette  série  soient  multipliés  par  une  puissance 
positive  de  z,  puisque  l’intégrale  doit  s’évanouiren  faisant  1 = 0,  (on  peut 


faire  abstraction  du  facteur  commun 


.)  J ainsi  tous  ces  termes 


seront  de  la  forme  Az^ , m étant  un  nombre  positif,  et  A renfermera 
b ; mais,  comme  en  faisant  z = h,  la  constante  b ifevra  disparaître,  il 
faudra  qu’dn  ait  A = nb~’^,  le  coefficient  n étant  indépendant  de  b 
et  représentant  un  nombre  abstrait. 

Tous 
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Tous  les  termes  de  la  série  seront  donc  de  la  forme  nb~^  et 
l’intégrale  sera  de  dimension  nulle  ;,or  comme  celte  intégrale  ne 
peut  se  composer  que  de  s,  de  b et  de  nombres  abstraits,  la  difTé- 
rentielle,  qui  est  toujours  de  même  ordre  que  l’intégrale,  ne  sera  comjio- 
sée  que  des  mêmes  quantités,  d’oii  il  suit  que  p ne  contiendra  point  b 

pdz 

et  sera  simplement  une  puissance  de  zj  atAa  donc  la  forme 

— ~ , et  observant  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont, 

l/'  b — Z 

respectivement,  de  la  dimension  ^ + 1 et  de  la  dimension  la  condi- 
tion de  la  dimension  nulle  de  la  différentielle  donnera  — 7 = 0, 

d’ou  P = — j J ainsi 


(>) 


P = 


pdz 


1 pdz 

La  valeur  du  temps  J V'  b ' lT‘quation</f-t-</<r= 

sont  donc  changées,  par  les  considérations  précédentes,  en  . . 

J' ÿ J faisant  A = ;-^,ona 


Va 


/l  V^tJ  V Z [b — z)  kv Z 

(a) ds-yda-:=dz 

et  intégrant 

(3) s + 

la  constante  arbitraire  est  nulle  pareequ’on  a en  même  temps  J-P<r  = o 
et  s = O. 

La  somme  des  arcs  yf  M et  A N est  proportionnelle  à la  racine 
quarrée  de  la  coordonnée  verticale  AP. 

980.  Soit  construite  une  courbe  A LU  telle  qu’en  prolongeant  jus- 
qu’en L et.  l les  cordes  horizontales  MN  et  mn  on  ait 

(1)  AL^AM->rAN  = s->ta: 

on  déduit  de  cette  équation 

Ll  = Mm  -f  Nn  = <£r  + da  , 
et  désignant  l’arc  AL  par  s,  on  a 

J,=  f{ds\da)  = s -f  a=.^Va~i 

(2)  = 

I 3i 
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la  courbe  ALE  est  une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  a un  dia- 
mètre a. 

Prolongeant  l'horizontale  CD  jusqu’au  point  E de  cette  cycloïde,  si 
un  corps  grave  descend,  en  glissant  sur  ELA,  sa  vitesse,  en  L,  sera 
= V^igÇb-^i),  et  le  temps  employé  à jMreourir  IL  aura  pour  valeur 


ds,  , ds  + da  , ....  , 

— ou  — — . c est-a-dirc  la  somme  des  temps  em- 

]/^3.g{h  — i)  y^s(h  — z) 

ployés  k parcourir  Mm  et  A'/i.  11  faudrait  donc  au  mobile  qui  descen- 
drait sur  ELA  , jiour  arriver  de  L en  A , le  même  temps  que  le  mo- 
bile , partant  de  C , employerait  à descendre  en  et  à remonter  en 
D,  et  ce  temps  est,  art.  974,  égal  à celui  de  la  demi -oscillation  d’un 
pendule  d’une  longueur  = aa. 

981.  Il  est  aisé,  d’après  les  résultats  analytiques  de  l’art.  979,  de  dé- 
terminer la  courbe  AND,  lorsqu’on  s’est  donné  arbitrairement  la  courbe 
AMC.  Soit  l’abcisscy//7'  = on  aura  Nn  = da=-V'  dx'Ardl',  d’où 


(1) ds-^y —tL 

on  déduit  de  cette  équation 


{2)..<yx,=  l/| 

— zdzds  I, 

/^+dsA 

.r  l 

V * y 

\ 

s j 

La  courbe  AMC  étant  donnée,  ds  est  connu  en  a cl  dz,  et  on  peut 
supposer  ds  = t/dz  : on  aura  donc 

(3)  . . . = . 

équation  difTérentielle  de  la  courbe  AND  qui  en  fera  connaître  le  tracé, 
lorsqu’on  aura  la  fonction  q en  î. 

982.  J’observe  que  dans  l’équation  ds-\-da=  la  quantité  k est 

arbitraire,  d’où  il  suit  que  û=  est  aussi  arbitraire;  on  peut  donc, 

sans  rien  changer  k la  courbe  donnée  AMC,  obtenir  une  infinité  de 
courbes  AND , correspondantes  à une  infinité  de  valeurs  de  a,  telles 
que  le  système  CMAND  jouisse  de  la  propriété  du  tautochronisme  , 
définie  art.  978. 

983.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  toute  l’indétermination  du  pro- 


Digitized  by  Google 


Section  deuxième.  243 

blême  des  tautochrones  dans  le  cas  où  le  mobile  fait  des  oscillations 
entières  , composées  chacune  d'une  descente  et  d’une  ascension  , sans 
être  assujetti  à parcourir  une  ligne  délinie  par  une  équation  unique  ; 
l’examen  des  conditions  relatives  à celle  dernière  circonstance  n’a  au> 
cune  difficulté,  et  on  trouve  dans  le  mémoire  d’Euler,  cité  article 
978,  l’exemple  d'une  courbe  tautoclirone , qui  est  algébrique  du  qua- 
trième ordre.  Cette  courbe  n’a  pas  ses  deux  branches  yiMC,  yiND  j 
égales  et  semblables  entr’elles , et,  si  on  veut  réunir  cetle  propriété  à 
celle  du  tautochronisme , alors  le  problème  devient  déterminé  et  ne 
peut  plus  être  ri-solu  que  par  la  cycloïde  ; en  elfcl,  introduisant,  dans 


l’équation  ds-\-do  = di  1/ de  l’art.  979,  la  condition  dont  je  viens 

r * I — 

de  parler , on  a ds  = du , d’où  ds  = jdz  1/  — — , et  s = p'^az  , équa- 


tion à une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  décrit  d’un  rayon  r=~a. 

984.  On  pourrait  conclure  de  ce  résultat,  si  on  en  avait  déjà  eu  la 
démonstration,  art.  97a,  qu’une  cycloïde  k base  horizontale,  située  dans 
un  plan  vertical,  au-dessous  de  sa  base,  est  tautochrone  dans  chacune 
de  ses  moitiés  placées  de  part  et  d’autre  de  la  verticale  passant  par  son 
point  inférieur  ; niais  il  reste  encore  k savoir  s’il  existe  des  courbes  dif- 
férentes de  la  cycloïde  et  tautochrones  de  la  même  manière  qu'elle , 
en  sorte  qu’un  cor^is  parlant  d’un  point  quelconque  d’une  de  ces  courbes , 
sans  vitesse  initiale,  employé  constamment  un  temps  déterminé  à ar- 
rivera un  point  inférieur  fixe,  où  la  tangente  est  horizontale,  sans  égard 
k l’espace  que  le  mobile  peut  parcourir  sur  la  continuation  de  la  courbe 
de  l’autre  cûté  de  ce  point  inférieur. 

On  résoudra  la  question  proposée  en  déterminant  la  courbe  Fig. 

dans  l’hypothèse  où  la  courbe  donnée  A MC  serait  une  demi -cycloïde 
k base  horizontale  ayant  son  sommet  en  A j en  effet  le  système  des  deux 
courbes  AMC  et  AND  se  trouvant  ainsi  déterminé  de  manière  que  les 
oscillations  entières  CM  AND  soient  tautochrones  , et,  par  l’état  de  la 
question,  les  oscillations  descendantes  CM  A jouissant  séparément  de 
de  cette  propriété,  les  oscillations  ascendantes  AND  en  jouiront  aussi 
nécessairement  ; ainsi  le  mobile,  [lartant  de  A avec  une  vitesse  duc  k 
une  hauteur  quelconque  AB , remontera  toujours  k cette  hauteur  en 
suivant  AND,  dans  un  temps  déterminé,  temps  qui  est  égal  k celui 
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«le  sa  descente  suivant  DNA  s’il  est  j>osé  en  D sans  vitesse  initiale,  et  la 
solution  analytique  devra,  vu  la  généralité  de  l’analyse,  faire  connaître 
toutes  les  courbes  AND  auxquelles  ce  que  je  viens  de  dire  est  applicable. 

Considérant  donc  la  courbe  AMC comme  une  demi  -cycloide  engen - 
drée  par  un  cercle  dont  le  diamètre  — A , m aura  s=  n'iA Az  j et  cette 
valeur,  substituée  dans  l’équation  J’+<7  = de  l’art.  979,  donne 

<7  = a j \^z — i^'Âz  1 — y A)y~z  j 

AND  est  donc  aussi  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre = {y-a-yA  )*;  mais  comme  a est,  art.  982,  une  quantité 
entieremei.t  arbitraire,  la  valeur  du  diamètre  (yit  — y aY  pourra 
aussi  être  prise  à volonté.  L’analyse  nous  indique,  par -là,  qu’une  cyclo- 
ïde quelconque  satisfait  à la  condition  exigée,  si  elle  a son  sommet 
en  A , K\.  si  elle  est,  à ce  point  A , tangente  à l’horizontale  IJAII', 
et  comme  la  solution  , indéterminée  relativement  au  paramètre  de  la 
courbe  trouvi'-e,  est  déterminée  relativement  à la  nature  de  celte  courbe, 
il  faut  en  conclure  que  l'espèce  de  tautochronisme  dont  il  s’agit  ici,  est 
exclusivement  propre  à la  cychjïde.  Huyghens  est  le  premier  qui  nous 
l’ait  fait  connaître,  et , à cet  égard  , il  n’y  a rien  à ajouter,  ainsi  que 
je  l’ai  dit,  art.  978,  à sa  découverte. 

Du  tautochronisme  considéré  dans  les  courbes  à double  courbure. 

985.  Les  positions  des  dilTérents  points  d’une  courbe  à double  cour- 
bure étant  rapportées  à trois  plans  coordonnés  dont  les  lignes  d’inter- 
sections sont  les  axes  des  et  s_,  si  un  point  matériel,  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  celte  courbe  , est  sollicité  par  une  force  constamment 
parallèle  à l’un  des  axes,  à l’axe  des  j par  exemple,  et  si  l’intensité  de 
cette  force  est,  ou  invariable  ou  dépendante  uniquement  de  la  distance 
du  mobile  au  plan  xy , les  phénomènes  du  mouvement,  dans  le  sens 
de  la  courbe,  seront , abstraction  faite  de  ce  qui  concerne  la  pression, 
toujours  les  mêmes,  quelques  changements  qu’on  fasse  subira  cette 
courbe  en  disposant  ses  points  de  manière  que  leurs  projections  sur  le 
plan  xy  forment  des  courbes  arbitraires  (qui  doivent  néanmoins  être 
assujetties  à la  loi  de  continiiilé) , pourvu  que  l’on  conserve  à chactin 
de  ces  points  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  xy  et  à chaque  élément  de 
courbe  d.s , sa  longueur,  conditions  «pii  comportent  la  conservation  de 
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l'angle  formé  par  cet  élément  ds  et  jiar  l’axe  de»  zj  en  effet,  Z étant  la 
force  parallèle  aux  z,  dans  l’expression  de  laquelle  il  n’entre  d’autre  va- 

riablequc  z,  la  force  accélératrice  = la  vitesse  v= 

ds  ^ 


le  temps  / 


’ J toutes  quantités  rapportées  au 


l/'{U^  + 2/Zdz) 

mouvement  dans  le  sens  de  la  courbe,  seront  entièrement  indé|>endantcs 
de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  laquelle  projection  de- 
meurera arbitraire  ; on  rendra  la  vérité  de  celte  proposition  encore  plus 
sensible  , en  désignant  par  ’<J/  l’angle  variable  que  forme  , avec  l’axe 
des  Z,  un  élément  quelconque  ds  de  la  courbe,  au  moyen  de  quoi  on 

aura  ds  = — j et  les  valeurs  précédentes  se  changeront  en  Z cos.  , 
v=y’  U’ -hî/ziiz,  t — j- 


, Tr.  j-  } expressions  evi - 

cos.  vt.  K t'-l-xyZfl'i 

demment  indépendantes  de  toutes  relations  entre  les  coordonnées  x et 

y , puisque,  par  hypothèse,  ces  relations  n’ont  aucune  influence  sur  les 

longueurs  des  éléments  de  courbe  ds , et  sur  les  angles  qu’ils  forment 

avec  l’axe  des  a. 

986.  La  conséquence  de  ce  théorème  est  que,  pour  le  cas  du  mou- 
vement,dans  le  vide,  dù  à la  seule  pesanteur,  les  problèmes, concernant 
le  tautochronisme  dont  peuvent  jouir  les  courbes  k double  courbure  , 
ne  doivent  être  distingué's  en  rien  des  problèmes  de  même  espèce  qui 
sont  relatifs  aux  Courbes  planes.  Si  une  courbe  <1  double  courbure  est 
lautochrone,  soit  dans  le  sens  de  l’art.  978,  soit  dans  le  sens  de  l’art. 
978,  en  la  concevant  tracée  sur  une  surface  cylindrique  à génératrices 
verticales,  on  pourra  donner  à cette  surface  toutes  les  formes  compa- 
tibles avec  la  continuité  de  sa  courbure  et  la  direction  verticale  de  ses 
génératrices,  sans  que  la  loi  du  mouvement  sur  la  tautochrone  soit  al- 
térée , et  réciproquêmenf , lorsqu’on  a déterminé  une  tautochrone  plane , 
par  les  méthodes  données  depuis  l’art.  978,  si  on  infléchit,  d’une  ma- 
nière quelconque  , le  plan  qui  la  renferme , en  conservant  la  position 
verticale  à toutes  les  lignes  qui  avaient  cette  position  avant  l’inflexion 
du  plan,  le  mouvement  aura  lieu,  sur  les  courbes  à double  courbure 
ainsi  obtenues  , absolument  comme  il  avait  lieu  sur  la  courbe  plane  , 
c’est-à-dire  qu’au  bout  du  même  temps  le  mobile  occupera  le  même 
point , y aura  la  même  vitesse,  etc. 
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D’après  cc  résultat , une  courbe  à double  courbure , qui  jouirait  dans 
le  vide  , et  en  vertu  de  la  seule  pesanteur  , de  la  propriété  du  tauto* 
chronisme  définie  art.  973,  ne  pourrait  être  qu’une  cycloïde,  tracée  sur 
tîiic  surface  cylindrique  à génératrices  verticales,  et  susceptible  de  de-  O 
venir  une  cycloïde  plane  ordinaire  en  développant  la  surface  cylindrique 
de  manière  que  toutes  scs  génératrices  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Définition  de  la  propriété  qui  rend  une  courbe  brachystochronc  (*).  Solution 

élémentaire  du  problème  de  la  brachyttoebrone  dana  le  vide,  les  deux  points 

extrêmes  de  la  courbe  parcourue  étant  fixes. 

987.  La  théorie  du  mouvement  d’un  point  matériel,  qui  se  meut  sur 
une  courbe  différente  de  celle  que  les  forces  auxquelles  il  est  soumis 
tendent  U lui  faire  décrire,  comporte,  ainsi  que  je  l’ai  déjà  dit,  deux 
cas  généraux  ; dans  le  premier  de  ces  cas,  traité  depuis  l’art.  917  jusqu’à 
l’art.  970,  le  mobile  est  assujetti  à parcourir  une  courbe  déterminée, 
dans  le  second , son  mouvement  doit  être  assujetti  à des  conditions  don- 
nées et  on  cherche  la  courbe  sur  laquelle  il  doit  se  mouvoir  pour  satis- 
faire à ces  conditions. 

Les  questions  traitées  art.  979  et  suivants  appartiennent  à l’un  et  à 
l’autre  de  ces  deux  cas,  celle  dont  je  vais  m’occuper  appartient  exclusive- 
ment au  dernier  ; je  vais  d’abord  en  donner  l’énoncé. 

« Trouver  la  courbe  sur  laquelle  un  point  matériel  pesant  doit  se 
« mouvoir  pour  arriver , en  vertu  de  sa  pesanteur , dans  le  moindre 
« temps  possible , d'un  point  de  l’espace  à un  autre , les  positions  du 
« point  de  départ  et  du  point  d’arrivée  pouvant  être,  ou  fixes,  ou  assu- 
« jetties  à des  conditions  données  ». 

On  peut,  outre  les  conditions  relatives  aux  positions  des  points  ex- 
trêmes de  la  courbe  cherché-e,  en  assigner  d’autres  applicables  à la  lon- 
gueur entière  de  cette  courbe,  supposer,  par  exemple,  que  le  mobile 
pesant  est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  qu’il  traverse 
un  milieu  résistant  suivant  une  certaine  loi  etc. 

Quelles  que  soient  ces  diverses  circonstances  accessoires,  la  courbe  par- 
courue dans  le  moindre  temps  possible  prend,  eu  égard  à cette  propriété, 

( * ) Le  mot  Brachystochronc  est  dérivé  de  superlatif  de 

breft  court , et  de  , trm/is.  Le  mot  TautochronCy  employé 

daos  les  chapitres  précédents,  vient  de  ^ ùtérô,  le  mfmcy  et  de  , temps. 


Digitized  by  Google 


Section  deuxième.  s^7 

le  nom  de  courbe  brachyitochrone  ou  courbe  de  plus  vite  /fescente. 

988.  Je  vais  donner  une  première  solution  élémentaire  du  problème 
de  la  brathystochrone  , en  supposant  <|ue  le  mouvement  a lieu  dans  le 
vide  entre  deux  points  fixes  ; et  il  faut  d’abord  examiner'si  la  courbe 
de  plus  vite  descente  de  l’un  à l’autre  de  ces  points,  est  l>  double  ou 
simple  courbure.  Supposant  cette  courbe  construite,  je  mène  par  tous 
ses  points  des  lignes  horizontales  per|)cndiculaircs  au  plan  vertical  qui 
renferme  ses  deux  points  extrêmes,  c’est-à-dire  le  point  de  départ  et 
le  point  d’arrivée,  et  j’ai,  ainsi,  une  surface  cylindrique  sur  laquelle  la 
courbe  dont  il  s’agit  se  trouve  tracée.  Imaginant  deux  quelconques  de 
ces  génératrices  horizontales  que  je  désigne  par  6’  et  6’'_,  placées  h une 
distance  infiniment  petite  l’une  de  l’autre,  l’intervale  qui  les  sépare  doit, 
en  vertu  de  la  propriété  qui  rend  la  trajectoire  brachystochrone,  être 
franchie  par  le  mobile,  dans  le  moindre  temps  possible,  car,  ce  mobile 
arrivant  à la  génératrice  G avec  une  vitesse  donnée,  uniquement,  par 
l’abaissement  vertical  de  cette  ligne  au-dessous  du  point  de  départ, 
vitesse  avec  laquelle  il  |iarcourra  la  distance  de  G à C , on  ne  pourrait 
supposer  une  augmentation  au  minimum  de  temps  dont  je  viens  de  parler 
qu’autant  qu’il  en  résulterait  des  augmentations  de  la  vitesse  du  mobile  , 
à sa  rencontre  avec  les  génératrices  suivantes , propres  à établir  des  com- 
pensations; mais  la  vitesse,  en  G' , est,  art.  944,  tout -à -fait  indépen- 
dante tant  de  la  ligne  parcourue  depuis  le  point  de  départ  jusqu’à  G' 
que  du  temps  employé  à faire  ce  trajet,  et,  en  général , l’élément  de 
temps  dt  pendant  lequel  le  mobile  va  de  G à G'  n’a  aucune  influence 
sur  la  durée  du  passage  de  G'  à G" , de  G"  à G'"  etc.  (G'%  G'" , etc. 
étant  des  génératrices  placées  à la  suite  de  G’) , donc  on  ne  peut  rien 
perdre  sur  ce  temps  dt  qui  ne  soit  perdu  sur  le  temps  total,  et  si  dt 
n’est  pas  im  minimum  la  courbe  n’est  pas  brachystochrone. 

Le  mobile,  en  allant  d’une  génératrice  quelconque  à la  génératrice 
infiniment  voisine,  doit  donc  suivre  la  perpendiculaire  commune  à ces 
deux  lignes,  d’où  il  suit  que  la  brachystochrone  est  une  courbe  normale  f 
à toutes  1rs  génératrices  et  dont  tous  les  points  se  trouvent , par  consé- 
quent, sur  le  plan  vertical  avec  lequel  res  génératrices  font  toutes  un 
angle  droit  ; ce  plan  est,  par  l’état  de  la  question,  celui  qui  renferme 
le  point  de  départ  et  le  point  d’arrivée. 

989.  L;i  brachystochrone  est  donc  une  courbe  plane,  dan§  le  cas  dont 
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il  s’agit  ici , et  on  parviendra  très -facilement  à la  détermination  de  cette 
courbe  par  la  solulion  du  problème  suivant  ; « un  point  matériel  pesant 
K partant  d’un  point  A d’une  horizontale  ^4 B et  arrivant,  par  une  courbe 
« quelconque,  en  vertu  de  sa  pesanteur,  sur  l’un  des  côtés  yr  d’un  .-mglc 
« infiniment  petit  qrt,  tracé  dans  un  plan  vertical , déterminer  le  point 
« y et  la  direction  du  mouvement,  tant  k l’arrivée  du  mobile  à ce 
« point  q que  dans  l’angle  qrt,  de  manière  que  le  temps  employé  par 
« ce  mobile  à traverser  l’angle  qrt  soit  un  minimum». 

D’abord  en  considérant  q comme  le  point  cherché,  et  qt  comme  la 
ligne  qui,  dans  l’angle  satisfait  aux  conditions  du  problème,  il  est 
évident , quelque  soit  la  vitesse  et  la  direction  du  mouvement  en  y,  que 
qt  doit  être  perpendiculaire  aux  côtés  qr  et  tr , c’esf-ii-dire  doit  être 
un  arc  élémentaire  tracé  du  centre  rj  si,  de-plus,  on  fait  attention  que 
la  vitesse  du  mobile,  en  q , uniquement  due  à la  différence  de  niveau 
entre  A tx  q , serait,  art.  942,  nécessairement  diminuée  si  la  direction 
de  celte  vitesse  fiiisait  un  angle  fini  avec  l’arc  qt,  ce  qui  occasion- 
nerait , en  pure  perte , une  atigmentation  dans  le  temps  employé  à 
parcourir  cet  arc,  on  verra  que  la  direction  du  mouvement,  en  y,  doit 
être  perpendiculaire  & rq  et  se  trouver,  dans  un  même  plan,  avec  qr  et  tr. 

Ces  préliminaires  posés,  il  ne  s’agit  plus  que  de  chercher  la  position 
du  point  y,  ou  la  valeur  de  pq  ; je  fais  angle  Apq  = 0,  angle  qrt  = a, 
qp  — Q cx  pr  = a , je  continue  h représenter  par  g la  force  accéléra- 
trice due  à la  pesanteur,  et  traçant  la  verticale  qm , j’ai  ÿm"— ÿp  x 
sin.  Apq  = P sin.  La  vitesse  en  y a pour  valeur  , (j^^)  = 

t^igpi'iîû^,  et , l’espace , à parcourir,  étant  égal  à (a  + p)  a,  l’ex- 
pre.ssion  du  temps,  désigné  par  T,  employé  k traverser  l’angle  qrt  est 

(a  + p)e.r  _ ... 

,■  c’est  la  fonction  qui  doit  être  un  minimum  et  dont  la  seule 


O, 


Ir^îgp 

variable  est  p,  on  a donc  ^ , — 

' dp  3.gs\a.<p\lA  P 

d’oii  on  déduit  p = a j ainsi  la  ligne  qr  doit  être  divisée  en  deux  parties 

égales  par  le  point  p de  son  inlersectionavcc  l’horizontale  y/B  ; et,  comme 

en  fais.ant  p — n dans  la  v.aleur  de  on  a une  quantité  positive,  on 


est  assuré  que  celte  valeur  p = a est  celle  qui  rend  fonction 


un  minimum. 


\/  a^^sin.i^ 
Soient 
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Soient  maintenant  et  C les  deux  jxiints  entre  lesquels  on  cherche  , 
la  courbe  par  laquelle  le  mobile  ]>esant  arriverait , dans  le  moindre 
temps  possible,  de  A en  C)  je  fais  }>asser  par  ces  deux  points  une  cy- 
cluïde  ayant  son  origine  en  y/  et  sa  base  sur  l'horizontale  AB}  chacun 
des  rayons  de  courbure  Ce  de  cette  courbe  étant,  comme  on  sait,  divisé 
en  deux  parties  égales  par  la  base  AB,  le  mobile  abandonné  à la  pe- 
santeur sur  l'arc  fini  AqtC  satisfait , on  parcourant  un  arc  élémentaire 
quelconque  qt , ou  en  traversant  l'angle  qrt,  à toutes  les  conditions 
ci-dessus  énoncées;  ainsi  un  second  mobile  qui,  |>our  aller  de  en 
C , suivrait  toute  autre  courbe  Aq't'C , employerait  nécessairement 
plus  de  temp  que  le  premier,  soit  k traverser  cet  angle  on  suivant 
l'arc  élémentaire  q't',  soit  à traverser  tout  autre  angle  infiniment  petit 
formé  par  deux  rayons  de  courbure  de  la  cycloïde  AqlC ; le  temps 
total  employé  à aller  de  A en  C , en  suivant  cette  cycloïde , sera  donc 
plus  court  que  le  temps  total  employé  k parcourir  toute  autre  courbe 
entre  les  mêmes  points. 

990.  La  cycloïde  se  trouve  ainsi,  dans  le  vide,  courbe  tautochrone 
et  courbe  brachystochrone , et  c’est  principalement  k cette  réunion  de 
propriétés  curieuses  qu’elle  doit  la  célébrité  dont  elle  jouit.  Toutes  les 
cycloïdes  sont  des  courbes  semblables  puisque  leur  équation  générale  n’a 
qu’une  seule  constante,  le  diamètre  du  cercle  générateur;  d’après  cela  la 
position  de  l'origine  A , celle  d’un  autre  point  C et  celle  de  la  base  AB 
suffisent  pour  la  construction  de  la  courbe  entière.  On  a l'équation  sui- 
vante entre  les  coordonnées  horizontales  x et  les  coordonnées  verticales 
Z J l’origine  étant  en  A 

X = ia  arc.  jsin.  = | — ; 

le  diamètre  du  cercle  générateur  = a,  c’est  l’inconnue  qu'il  s’agit  de 
déterminer  et  en  élevant,  par  le  point  Cia  verticale  C^,  et,  substituant, 
dans  l’équation  précédente,  pour  xets,  les  valeurs  de  AB  et  BC,  a 
restera  seul,  dans  cette  équation,  avec  des  quantités  connues,  mais  il 
se  trouvera  compris  dans  une  fonction  transcendante. 

On  pourra  construire  graphiquement  la  courbe  qui  résout  le  problé-  Fig.  ) 
me,  avec  beaucoup  de  facilité , si  on  a une  cycloïde  tracée  et  rapportée  k 
un  cercle  générateur  quelconque;  soit  Aghii celte  cycloïde,  dont  la  base 

I 3a 


.aoo 
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Ab  est  mise  dans  une  position  horizoniale,  A ft  C \n  deux  points  par 
lesquels  doit  passer  la  courbe  brachystochrone  ; menant  la  corde  AgC  le 
diamètre  du  cercle  générateur  de  la  bracliystochrone  sera  une  4.'  pro> 
portiunnelle  à Agj  AC  et  au  diamètre  du  cercle  générateur  de 

Principea  ât  la  méthode  des  eariations  pour  servir  d'iDlroduclion  à la  solution 
générale  de  problén^e  de  la  bracbjstochrone. 

991.  Le  problème  de  la  courbe  de  plus  vite  descente,  djuw  le  vide  et 
entre  deux  points  (ixes,  est  ct>u  plètement  résolu,  dans  le  chapitre  pré- 
cédent , par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires  ; je  vais  en- 
visager ce  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général , et  ,en  cela,  j’ai , 
pour  objet  principal,  de  donner  aux  élèves  unesemple  également  utile  et 
curieux  de  l’application  qu’on  peut  faire,  aux  questions  de  mécanique  , 
de  la  méthode  des  variations  dont  jé  démontrerai  d’abord  les  formules 
fondamentales , afin  de  rendre  plus  complète  l’instruction  qu’ils  tireront 
de  cet  exemple. 

Soit  X jjr  f i trois  variaUes  qu’on  peut  supposer  être  les  coordonnées 
d’une  courbe  à double  courbure , et  U une  fonction  quelconque  tant  de 
ces  variables  que  de  leurs  différentielles  du  i.",  a •,  etc.  ordre,  renfer- 
mant , de  plus , les  coordonnées  Xe  ^Jo  > *0 , x,  ,y, , t,,  qui  se  rappor  - 
tent , respectivement , à (ieux  |x>ints  particul  ers  de  la  courbe,  et  leurs 
différentielles  du  1.",  a.',  etc.  ordre. 

Si  on  fait  varier,  dans  la  fonction  U,  les  quantités  x,y,  i)  Xo,yos 
x,,jTij  i,i  et  les  différentielles  qui  en  défiendent , en  attribuant,  h cha- 
cune de  ces  variables,  un  incrément  infiniment  petit  par  rapport  à elle, 
mais  arbitraire  et  désigné  par  la  caractéristique  d,  dont  j’ai  déjà  expliqué, 
dans  plusieurs  articles  du  cours,  l’emploi  et  la  signification,  et  qu’on 
retranche  la  fonction  primitive  V de  la  fonction  variée  V , on  aura 
V — U=àU.  Cette  variation  àü se  composera  de  deux  parties,  l’une 
comprenant  les  ternies  donnés  par  x,y,  a et  leurs  différentielles , l’auire 
comprenant  ceux  qui  dérivent  de  Xa,yo,  taj  et  leurs  différen- 

'tielles.  La  première  partie  aura  la  même  fofme  que  ^i/(en  considérant 
Xo sjo  t a,  et  leurs  dérivées  comme  des  constantes),  tout  le 

changement , à son  égard,  consistant  dans  la  substitution  du  signe  dau 
signe  la  seconde  partie  se  rapporte  k des  limites  d'intégrales  dont 
U va  bientôt  être  question. 


/ 
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I.H  valeur  de  àU  peut  donc  »e  mettre  sous  U forme  g(^nérale 

pâx  + p'âdx  + p"  Sddx  + etc. 

+ qày  -^q'âdjr  + q"  âddjr  + etc. 

+ rrfi  +r'àdz  +r"àddi  + etc. 

+ Paàxa  + P'oàdxo  + P"oâddTo  + etc. 
àü=  ■{  -^Çoàjo  + Qo'àdja-^Qo'àddya-^eXc. 

H„dza-^  Ro  àdif\- Ro" àddzo  +etc. 

JfP  ,âx,\P  ! 6d,r,->fP  " dddx,  +etc. 

+ P/<y/+  + Ç,"à‘ldj,  +etc. 

■\-R,dz,  + RJ  âdz,  +RJ'  àddz,  +etc. 

Les  coÈOîclents  p,  // , etc.  q,  y',  etc.,  r,  d etc.  étant  les  mêmes  qu’on 
trouverait  en  calculant  dU,  et  considérant  Xa,jTo,  to,  s,  et 

les  quantités  qui  en  dérivent  comme  des  constantes. 

99a.  I|  faut,  maintenant,  trouver  l’expression  de /JU  prise  dejxiis  la 
limite  où  on  a x — Xa,jr  =ya  j z — Za  jusqu’à  la  limite  oùon  ax  = x,, 
jr=jr^,  * = *,,  et  j’observe  d’abord  que  Jx«,  êdxa,  etc.  di,,  ddx„  etc. 
et  les  quantités  analogues,  en  et  2,  appartenant  à des  points  parti- 
culiers, sont  constantes  par  rapport  au  signe  f.  De  plus  les  expressions 
ddx  et  ddXfdddx  et  dddx , etc.  sont  identiques,  car  x,  x',  x"  étant 
trois  valeurs  consécutives  liées  par  les  relations  x"  — x'  = dx'  , 
x' — X = dx,  on  a d{x' — x)  = ddxj  mais  — x)=dx' — dx  = ddx, 

àaacddx  et  ddx  représentent,  sous  deux  formes, la  valeur  ded(x' — x). 
De  même  d{dxf  — dx')  —dddx,  et,  comme  on  a dx'  = x"  — x' , 
dx  = x' — X,  on  trouve,  tous  une  autre  forme  , d {dx'  — dx)  — 
{dx"  — dx')  — (dx' — dx)  = ddx'  — ddx  = d»  dx  , e te . 

On  a,  d’après  ces  observations, 

f pdx  q-  fpf  ddx  -è  f p" d^  dx  etc. 

+ ft^y-'rfq'ddy  fq"  d*d y -|- etc. 

•4-  J^rdt+  fr' ddz  fr"  d^dz  -f  etc. 

-|-dxo/Po-fddxoyP'o+d*dxç/7'"o-f  etc.  •• 
fdU=  \ -h dy^o + ddyofÇfo + d* dy^'^  + etc. 

■\-diofRo  ■^ddztJ'R'o-^iPdzafR"o  + etc. 
■\-dx,fP,-\-ddxJ'P',-^d*diJT",  -f  etc. 

+ dyJQ,  + ddyJÇ/,  -f  d^dyji/',  + etc. 

, + dzJR,+  ddz,fR',+d»dzJ'R^',-¥ttt.  . 


zou 
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993.  Pour  réduire  les  termes  qui  conliènent  dd-Cj  d^dx , etc.  ddy , 
d^dy,  etc.  ddh,  d*di,  etc.,  sous  le  signey,  à n’avoir  plus,  sous  ce  signe, 
que  les  variations  dx , dy,  dt , on  employera  les  intégrations  par  parties 
qui  donnent 

f p'  dd.r  — p'  âx  — fdp'  dx  } 
fp"d^  dx  = p"  ddx  — dp"  àx-¥f  d*p" dx  j 

jy"  d>  dx  = p"'d^àx  — dp'" ddx  + d^p"'dx—fd?p"'  dx. 

Les  termes  qui  se  rapportent  à jr  et  a fournissant  des  expressions  de 
même  forme  , on  aura 

yip — dy  + d^p"  — d^p'"  ync.\dx 
+y  j 9 — dq'  + 9"  — d?  q'"  + etc.  j ily 

+y{  r — di'  + d^  r"  — r"'  +etc.  \ds 
+ ( /;'  — dp"  + d*  y"  — etc.  ) rfx  + 

+ {p"  —dp'"  + d^p""  —ne.')  ddx 
+ \y"  — dp""  + etc.  ) . rfx 

etc. 

+ ( 9'  — dq"  + d*q'"  — ctc.)<^ 

+ (9"  — dq"'  + d»q""  — nc.)ddy 
■>r  {q'"  — dq""  y nc.)dd . dy 
etc. 

+ {d  — dr"  + r'"  — etc.)* 

+ (/■"  — dd"  + d^d'"  — etc.  ) ddz 
+ ( d"  — dd'"  + etc.  ) dd  • <fc 
etc. 

+ dxofPo  + ddxaf  P O + etc. 

+ •lyaJÇo  + ^àyafQo  + etc. 

+ dzo^Po  + ddzoJ'Rd  + etc. 

+ dx,fP,  + ddx,fP/  + etc. 

+ + ^àyJ'Çf  + etc. 

+ *;/^/  + + <‘c- 

994.  J’ai  supposé , dans  l’analyse  précédente,  que  l’origine  commune 

des  coordonnées  x , y Xo  , yo  t'o,x,,y,,i,,  était  fixe,  mais 

si  on  a Xo  = o,ya  — o,  Xo  = O,  cette  origine  se  trouvera  sur  la  courbe 
même,  et  sera  déplacée  lorsque  toutes  les  variables  x . y , t devien- 
dront x + dx  f y-i-dy,  i+dz  j soient  da  , db , die  ses  distances  infini- 
ment petites  , respectives,  aux  axes  des  x^y  et  après  son  déplace- 
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ment,  les  variations  da,  db  , de  affecteront  tous  les  points  détermiiu-s 
par  X >yi  1 Pi  seront,  par  rapport  à la  nouvelle  origine, 
soustractives  des  variations  dx , djr , dz,  dx,  ^ àj',  ) dz,,  qui  se  raj>- 
portent  à l'origine  primitive. 

Cependant  ce  changement  d’origine  n'aura  aucune  influence  sur  les 
variations  des  difFérentielles  dx^  ddx,  etc.  dj,  ddy,  etc.  dz  , ddz  etc. , 
car  X et  od  étant  deux  abscisses  liées  par  la  relation  xf — x — dx , la 
variation  de  dx  sera  d\  (.r'  — da)  — (x  — da)\  ~d{x'  — x)  = ddx, 
etc.,  d’où  l’on  voit  que  ddxj  dddx , etc. , sont  des  quantités  indépen- 
dantes de  da  , et  ainsi  des  autres  variations  de  même  espece. 

11  suffira  donc,  pour  rendre  la  valeur  de  fdU de  l’art,  précédent  appli  - 
cable  au  cas  dont  il  s’agit  ici,  de  substituer  à pdx,tjdj,rdz,  P,dx,,Q^dj-,, 
Ji,dZf  , les  produits  respectifs  p {dx  — du)  , q (dj  — db)  , r {dz  — de)  , 
P,{dx, — da),  Q,{dj', — db),  P,{dz,  — rfc),et  de  supprimer  tous  les  ter- 
mes dans  lesqueb  se  trouvent  Xo,jyo,»oi  et  ceux  qui  en  dérivent,  ce  qui 
revient  à substituer  simplement,  dans  l’équation  de  l’art,  précédent,  A la 
collection  des  termes  dont  je  viens  de  parler  qui  se  rapportent  à l'origine 
del’intégrale,  les  quantités  — P,),  — db/{q  + Ç,),  — dr/{r+  P,), 
sans  rien  changer  d’ailleurs  aux  autres  termes  de  cette  équation. 

990.  Les  é-quations  des  articles  précédents  se  simplifieront  si  on  con- 
sidère une  des  dilTérentielles  dx,  dy , dz  , comme  constante  -,  soit  dx 
cette  diff'érentielle,  on  pourra,  sans  nuire  à la  généralité  des  résultats 
prendre  aussi  de  pour  variation  constante  , bien  entendu  que  tout  ce 
que  je  dis  ici  de  x s’applique  également  à Xo  et  A x,.  On  aura  ainsi 
p'=zo,p"=o,  etc.  P'a—o,  P"o  = o,  etc.  P',=^o,  P",=^o,  etc. 

Or,  dans  l’hypothèse  de  dr  constant,  la  fonction  U est  de  la  formé 

Wdx,  et  on  a;,  = ( ^ j = dx  donc 

J'pdx  dxf p=-dxf  dx  IV  dx. 

Ainsi,  pour  introduire  dans  l’équation  de  l’art.  993  (a  condition  de 
dx  =.  constante , il  faut,  A la  collection  de  tous  les  termes  multipliés 
)»ar  dx,  ddx,  d^dx , eXc.ddxo  , d^dx^,  etc.  ddx,  ,d^d.r,,e\c.  substituer 
le  terme  unique  W dx,  les  termes  multiplit-s  par  dx^,  dx,  ou  pard«,t/j',, 
dans  l’équation  de  l’article  cité,  ou  dans  cette  même  équation  modifiée 
d’après  ce  qui  est  dit  A l’article  précédent,  étant  conservés. 
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996.  La  valeur  t^tfôU  donnée  par  l’équation  de  l’art.  998  est  iden  - 
tique  avec  celle  de  itfUj  (j’avais  déjà  employé,  art.  844,  la  transposi- 
tion des  signes  à et/.)  en  effet, /U  peut  être  considéré  comme  le  terme 
sommatoire  d’une  série  dont  U est  le  terme  général , les  difTércnces  de 
chaque  terme  particulier  à celui  qui  le  précède  et  & celui  qui  le  suit , 
étant  infiniment  petites,  par  rapport  k ces  termes  qui  sont  en  nombre  in- 
fini et  de  même  ordre  entr’eux  ; cette  série  peut  être  représentée  par 

(1)  fU==U'+U"-¥ir'+etc. 

et  on  a la  série  correspondante  des  variations  ‘ 

(2)  â/U^âV+âV+âTr'+ctc. 

OT  SU  étant  le  terme  général  de  la  série  (2)  comme  U est  le  terme 
général  de  (i),  le  terme  sommatoire  de  (a)  sera,  par  conséquent, 
yai/=  àV'+àü"+dU"'+etc. 

on  a donc 

(3)  fâü^àjv. 

997.  Désignant  dans  l’équation  de  l’art.  998  par  a les  termes  de  la 

valeur  àe  fdU  qui  renferment  dx , dj-  et  di  sous  le  signe  y,  par  ^ 
la  collection  de  tous  les  termes  qui  renferment  des  intégrales  où 
dr,  djr  et  dZf  ne  sont  pas  sous  le  signe / (ces  dernières  intégrales  sont 
celles  qui  ont  pour  facteurs  dxo  , > dia  , dx,,  dy,,  dz,j  et  les  dif- 

férentielles de  ces  variations,  les  termes  qui  se  rapportent  k Xo , J'o*  io, 
pouvant  être,  art.  994  remplacés  jiar  trois  intégrales  multipliées,  res- 
pectivement, par  da,  db , de)  et  par  la  collection  de  tous  les  termes 
qui,  ne  renfermant  point  d’intégrales,  sont  multipliés  {>ar  dx,  dz  et 
j>ar  les  difTérentiellcs  de  ces  variations,  la  valeur  générale  de /if  U sera 

(i) fdü  = a+^+ip+  constante. 

cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  le  point  où  x = Xo ,y=ya , z = Zq 
(valeurs  qui  renferment,  comme  cas  particulier  celui  de  Xo  = o,yo  = o, 
Zo  = o)  jusqu’au  point  où  x =3  x, , y =y,  = elle  doit  donc  être 

disposée  de  manière  k s’évanouir  lorsqu’on  fait,  dans  sa  valeur  indéfinie, 
x=^Xa ,y  =ya ,z  = Zo } si , de  plus,  on  fait  attention  que  chacune  des 
intégrales  qui  entrent  dans  l’équation  de  l’art.  998  doit  devenir  nulle  , 
séparément , lorsque  fdU  = o , et  si  on  désigne  par  ce  que  devient 

lorsqu’on  y substitue  Xo  k x,ya  ^y>  Zok  s,  dxa  ou  da  k dx,  etc. 
etc.  on  aura 
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(a) constante  = — ; 

ft  la  valeur  générale  indéterminée  de  JdU  deviendra 

(Ü) J àV  ==  a+  5 ^ — 4’a- 


Je  vais  d’abord  m’occuper  de  la  partie  du  s.®  membre  de 

cette  é(]uatioD.  Toutes  les  intégrales  comprises  dans  ^ étant  d’abord  effec- 
tuiVs  séparément  et  chaque  constante  particulière  déterminée  de  manière 
que  l’intégrale  qui  répond  à cette  constante  s’évanouisse  lorqu’on  y fera 
X = Ta,  J'  —J'a,  1=  Sa,  etc. , il  est  manifeste  que  la  partie  de  /"àU 
exprimée  par  ^ + — \pa  s’évanouira  lorsqu’on  y introduira  les  valeurs 

relatives  i l’origine  de  l’intégrale,  c’est  -à -dire  lorsqu’on  y fera  \f/  = \}a, 
et  qu’on  substituera  dans  Xo  au  lieu  de  -T,jra  au  lieu^y, -o  au  lieu  dcj , 
etc. , mais  f JU  devant  être  prise  depuis  le  point  où  x = x<>,jy  =Ja  , 
t = jo,  justju’â  celui  où  r = x,  s = s, , pour  introduire  cette 

condition  dans  la  partie  Ae  fàU  représentée  [larç  + t^  — il  faut  , 
dans  les  termes  variables  tj  et  vt  ( disposés  de  manière  à s’évanouir 
quand  on  y fait  x = Xo  ,etc.)  substituer,  à toutes  les  variables,  les  valeurs 
qui  conviennent  à la  seconde  limite  de  l’intégrale,  c’est  - à - dire  faire 
x=x,,elc. 

S et  \p  acquerront , par  ces  substitutions,  des  valeurs  f,  et  et  l’ex  - 
pression  définie  de  la  partie,  que  je  considère,  de  l’intégrale  fdV , 
^se  dans  les  limites  ci  - dessus  assignées  sera 

Ces  quantités  ne  renferment  plus  que  des  termes  de  la  forme 
Itâsta  S k'ddxaj  k'd^âXai  etc. 
tnôj^i  m'ddjaS  m"d^dja}  etc. 
ndSoJ  n'  dàiai  n"  d^  dsa  J etc. 

Kd  r,j  K'dâx,  J K"  d^Jx,  j etc. 

M'd^,i  M"  d*j,  J etc. 

Ndij  N'dds  J N"d^di,  ; etc. 

les  termes  qui  se  rapportent  à Xo,^o,  ;<>  devant  être,  art.  994,  rempla  - 
cés  p:  r trois  termes  de  la  forme  G'da  , G" dû  , G"'dc  lorsqu’on  a 
Xo  = o,  ro  = o,  îo  = o et  tous  les  coèlEcients  des  quantités  affectées 
du  signe  à étant  des  quantités  constantes. 

998.  Je  passe  à l’intégrale  a qui  renferme  dx , djr,etdz  sous  le  signe 
f ) on  peut  supposer  que  la  valeur  définie  complète  de  cette  intégrale 
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prise  entre  la  limite  où  on  a t=  Xo,  J'  a = *o  et  celle  où  On  a 

X — X,, y =y,  , tz=  Z,  est  de  la  forme 


SÀoftxo  -h^àx'  -i-À"âx^  + . . . + À^Xf 
+ fioàja  + ft' <ty  +ft"ây"-\-  . . . +ft,àj, 

+ »odîo  + v'Vs"  + . . . +»,</î,  ; • 


les  termes  généraux  des  séries  qui  composent  le  2.'  membre  étant  repré- 
sentés par  ).âx  >d;.Il  est  à remarquer  que  et  jU,,  r, , 

sont  des  coèllicientsd’un  ordre  inférieur  h celui  des  coèlTicients  h,  m , n , 
K,  Mj  N ^ de  l'art,  précédent  et  qu’ainsi  àx„  , lUo'ÎXo  » ràZgX,dv,  , 
ftidj, , *i^^i  J ne  doivent  point  être  compris  purmis  les  termes  dont 
cet  article  oll’re  le  tableau. 

999.  Il  reste , maintenant , à indiquer  l’objet  et  l’usage  de  l’analyse 
et  des  formules  pixW'dentes;  les  problèmes  qu’on  a à résoudre,  j>ar  la 
méthode  des  variations,  se  réduisent,  ordinairement,  à trouver  les  rela- 
tions entre  .r , et  5 qui  rendent  fU  un  maximum  ou  un  minimum  , 
dans  les  limites  ci-dessus  assignées;  ces  relations  doivent  donc  être  telles 
qu’on  ait  éfü=o,  équation  identique,  art.  996  , avec  f dU  ~ o , ou 
qu’on  ait,  art.  997. 

(0 • • • + — = I 

or  la  partie  a de  cette  intégrale  renferme  , comme  on  a vu  à l’article 
précédent , les  variations  de  x' , .r",  etc.  y" , etc.  z' , z"  etc. , dans 

l'étendue  entière  de  l’intégrale  , variations  qui  sont  et  indépendantes 
entr’elles,  et  indépendantes  des  variations  de  x^  ,yo  j *0 . ar,  ,y,,  z, , 
qui  se  rapportent  aux  limites  ; on  doit  donc  avoir  séparément  o , 
mais,  lorsque  a est  nul,  l’indépendance  qui  existe  entre  tous  les  termes 
de  a donne  les  équations  partielles  À'dx'  = o , X!'dxf'  = o,  eX.e.fi'dy'  = o , 
ft"dy"  —o,eic.]^ dz'  = Q,  v" dz"  = 0,  etc.,  et  ces  dernières  peuvent  être 
remplacées  par  les  équations  générales  Xdx  = o\  fjtdy  = o-,  rdz  = o,  011 

(a) fz  = oj  >'  = o;t 

et  en  faisant  attention  que  X^/x  et  v sont  les  termes  multipliés,  respec- 
tivement, par  tf.r,  dy,  dz,  sous  le  signe  f dans  l’équation  de  l’art.  993 

!p  — dp'  -¥ddp"  — etc.  = o ; 
q — dq'  4-  ddq"  — etc.  ~ o ; 
r — rfr'  4-  ddr"  — etc.  = o . 


Je 
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l’une  de  ces  équations  doit  pouvoir  être  conclue  des  deux  autres. 

Je  trouverai,  dans  la  suite  du  cours,  plus  d’une  occasion  de  faire 
sentir  aux  éltves  l'utilité  de  la  théorie  dont  je  viens  de  leur  exposer 
sommairement  les  principes  généraux,  en  y ajoutant,  même,  encore 
quelques  développemenls. 

1000.  <r  étant  nul  séparément,  on  a 

Sl+'f'/ ^o  — O i 

toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  équation  se  rapportent  aux 
limites  de  l’intégrale /dû,  où  ces  quantités  sont,  en  général,  liées  par 
des  relations  ; les  variations  à.ro , J)’b,  dzo,  etc.  d.r, , àj', , dî, , etc.  ne 
peuvent  donc  pas  être  regardées  comme  indépendantes  entr’elies  et  on 
devra,  dans  chaque  cas  particulier,  combiner,  avec  l’équation  précédente, 
celles  qui  expriment  les  relations  dont  je  viens  de  parler  et  qui  doivent 
former  une  partie  des  données  du  prohléme.  Dans  l’exemple  que  je  pré- 
senterai bientôt  on  a une  équation  particulière  pour  chaque  limite. 

1001.  L’égalité  k zéro  de  l’expression  J/V  donne  les  relations  entre 
x,y  et  Z,  d’après  lesquelles /U  est,  entre  des  limites  déterminées,  ou 
un  maximum  ou  un  minimum;  on  a,  pour  distinguer  le  premier  cas  du 
second  , des  règles  analogues  k celles  que  fournit  la  méthode  ordinaire 
des  maxima  et  minima  ; l’analyse  suivante  , du  problème  de  la  plus 
vite  descente  , offrira  un  exemple  de  l’application  de  ces  règles. 

• 

Application  des  principes  exposés  dans  le  chapitre  précédent  à une  solution 

du  problème  de  la  brachyslocfarone  , plus  générale  que  celle  des  articles 

989  et  990. 

looa.  J’ai  résolu,  art.  989  et  990,  le  problème  de  la  courbe  de  plus 
vite  descente  par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires, en  sup- 
posant que  les  points  de  départ  et  d’arrivée  étaient  fixes  dans  l’espace  ; je 
vais  maintenant  donner  le  même  pnibléme  comme  exemple  de  l’appli- 
cation de  la  méthode  des  variations,  et,  afin  que  les  élèves  retirent  de  cet 
exemple  toute  l’utilité  possible,  je  substituerai , aux  points  fixes  de  départ 
et  d’arrivée,  deux  courbes  données  et  fixes,  et  il  s’agira  de  trouver  une 
troisième  courbe  sur  laquelle  le  mobile  pesant  parvienne,  dans  un  mi- 
nimum de  temps , de  la  première  ii  la  seconde  courbe  donnée  en  ajoutant 
encore  aux  nouvelles  conditions  celle  d’une  vitesse  initiale  impr.mée  au 
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mobile.  Lfs  points  respectifs,  de  ddpart  et  d’arrivée  sur  l’une  et  l’autre  de 
ces  deux  courbes,  se  trouvent  ici  au  nombre  des  inconnues  du  problème 
et  doivent  être  déterminées  par  l’analyse. 

JO.  Soient  TV  T'  V les  deux  courbes  fixes,  li  simple  ou  double  cour- 
bure, entre  lesquelles  on  veut  avoir  la  courbe  de  plus  vite  descente;  je 
suppose  d’abord  que  cette  dernière  peut  être  à double  courbure,  et  je 
rapporte  les  positions  de  tous  ses  points  à trois  coordonnées  x ,y , i 
dont  l’origine  commune  est  au  point  A,  le  plan  xj  étant  horizontal  et 
l’axe  des  * vertical.  Le  plan  de  la  planche  représente  celui  desa::^  et 
CMC  est  la  projection,  sur  ce  plan,  de  la  brachystochrone  cher- 
chée, A Z est  l’axe  vertical  des  -,  comptés  positivement  de  haut  en  bas, 
AX  l’axe  horizontal  des  x , et  le  mobile  se  trouvant  en  Af  au  bout  du 
temps  t , on  a AP  — x , PM  = z,  arc  projeté  en  CM=s, 

Ce  mobile  part  du  point  inconnu  C avec  une  certaine  vitesse  initiale 
que  je  suppose  due  à une  hauteur  C Ç,  le  point  Ç étant  placé  sur  une 
horizontale  DÇE  dont  la  position  dépend,  ou  non,  de  celle  du  point  C; 
je  désigne  par  K la  hauteur  verticale  QB  ou  l’élévation  du  plan  des  xjr, 
au-dessus  de  l’horizontale  DÇE. 

ioo3.  Lorsque  le  mobile,  parti  du  point  C,est  arrivé  en  M,  sa  vitesse 
{IICBH'  étant  une  horizontale)  est  due  à la  hauteur  MB-^RN  = 
MN=  PM — PN—  Z — X,et  a,  pour  valeur,  — il  parcourt, 

avec  cette  vitesse,  l’arc  élémentaire  de  courbe  zfr  ou  Vdjc'  -\- dy'^ rfï*, 
pendant  un  temps  infiniment  petit  dt  égal  à 


(-) 


dt  = 


(^dx*  -^dy*  -t-  ) *■ 

la  courbe  projetée  en  CMC  doit  être  telle  que  la  somme  de  tous  les  temps 
élémentaires  dont  je  viens  de  donner  la  valeur  générale,  depuis  l’instant 
de  la  position  du  mobile  en  C jusqu’à  l’instant  de  sa  position  en  C j soit 
plus  petite  sur  cette  courbe  que  sur  toute  autre  qui  ayant  son  origine 
sur  TCV  et  son  autre  extrémité  sur  T'  C V seroit  parcourue  par  le 
mobile  depuis  le  premier  jusqu’au  second  de  ces  points  extrêmes. 

I 

On  a donc,  en  supprimant  le  facteur  constant  , 


(^) 


/ 


{dx^  -t-  dy^  q-  di^)f 


minimupi . 
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aSp 


(</r»  + c/k’ + , 

et  la  quantité ^ — '■  f est,  pour  le  cas  dont  il  s’agit  ici , 

la  correspondante  de  celle  que  j’ai  désignée  par  U dans  l’analyse  générale 
des  art.  991 , 99a  et  suivants , j’ai  dune  dans  ce  même  cas 

+ *■ 

. = 1 dt 

a(ï — K)  T 

dx 


(3) dV  = 


\(z  — K){dx^->rdj*  + 

ày 


■ . ddx 


■ ddj 


\(z  — K)(dx>-\-dy‘+di^)\- 
^ . ddzj 


|(s— K)  (d.v*+dj»-\-dz*)\‘ 

\ 

d’où , en  remettant  pour  dx*  + dy*-i-dz*  sa  valeur  ds  et  faisant 

(4) {z-K)^=f,  , 

on  déduit 


(5)  . . . . 


p=oj 
9 = 0 J 


P' = 


dx 


ÿ ds  ■’ 


p"  = 0 i etc. 


ds 


dz 


9"  — O i etc. 
■ j/'  = O J etc. 


et  ces  valeurs  introduites  dans  l’équation  générale  de  l’art. 998  donnent, 
pour  la  partie  de  fdU  qui  renferme  les  variations  dx  , ày  et  Jz  sous 
le  signe/. 


(6)  . . ./d£é= 


f-<w> 


on  a donc  art.  999 


termes  ci -à  cdté 
sout  les  seuls  aecessai- 
^rrs  pour  déterminer^ 
l’espèce  de  la  courbe 
parcourue. 
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.dx 

on  tire,  de  la  combinaison  des  a premières  équations  = cons- 

tante ; ainsi  la  projection  orthogonale  de  la  courbe  sur  le  plan  horizontal 
des  xy  est  une  ligne  droite,  la  courbe  est  plane  ayant  sa  trace  sur  le 
plan  vertical  qui  renferme  les  points  de  départ  et  d’arrivée. 

1004.  Ce  résultat  est  applicable  à toutes  les  hypothèses  qu’on  peut 
faire  sur  les  courbes  et  7"' C' ; je  suppose  maintenant , pour  plus 
de  simplicité,  que  ces  deux  courbes  sont  tracées  sur  un  même  plan  ver- 
tical qui  sera  le  plan  xz,\a  courbe  cherchée  se  trouvera  par  conséquent 
dans  ce  même  plan  et  les  équations  ( i ) et  (2)  de  l’article  précédent 
deviendront 


{fix^ -if- dz^)% 


minimum. 


!(.— /f)i7 

la  fonction  V ne  contient  que  les  difTérenliclIes  du  premier  ordre  de  x 
et  Z}  la  seule  quantité  relative  aux  limites,  qui  s’y  trouve,  est  R , 
appartenant  i la  première  limite  et  égale  à la  différence  entre  l’ordon- 
née initiale  et  la  hauteur  due  à la  vitesse  initiale  ; on  n’y  voit  au- 
cune quantité  appartenant  à la  seconde  limite.  Ainsi  on  a,  dans  l’équa- 
tion de  l’art.  991 , tous  les  termes  relatifs  à la  coordomiëe  horizontale 
y étant  préalablement  supprimés , ]d'=  o , p"'—  o , etc.  r"  = o , i"'~  o, 
etc.  P'o  -=  0,P"o  — o,  etc.  /f'„  = o,  — etc.  P,  = o,  P',  = o, 
P",~  o,  etc.  é?,  = o,  fi',  = o,  fi",  = o,  et  cette  équation  se  réduit  à 
/Q\  J 77  _ / +p'dàx  -f  Tïfa  -è  ddài 

(6)  . . . a 

d’où  on  déduit,  en  observant  que  àx„  et  sont  des  constantes  par 
rapport  au  signe/",  et  transposant  les  signes  J et  d,  le  tout  conformé- 
ment k ce  qui  est  dit  art.  992 , 

(4) /rfV  ^Jpâx  +/p'dà.r  +/râz  ^fdddz 

^dx„fP„+àz„ffi,-, 

les  intégrations  par  parties,  art.  i^^'i,Auimea\fp'dôxz=  p'éx — Jdp'dxj 
jVdàz  = ddz  — fdr'ài , d’où 
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(5)  . . .fàü=dfU=f(p-dp')àx+f{r-J/)àz 
+ p'dx  deti 

+ àXoJPo  +<)Za/Bo 

+ constante. 

1005.  Les  intégrales/ (;?  — Jp')  Jx,f{r  — d/)  àz , fP ^ , fÇ^  , 
considérées  d’abord  comme  indéfinies  , doivent  s’évanouir  lorsqu’on  y 
introduit  les  valeurs  des  variables  qui  conviennent  à l'origine,  et  cette 
introduction  change  p'Jx  + r'dz  en  p'odj'o  + '‘'adzoj  on  a donc  pour 
la  valeur  de  la  quantité  correspondante  à , art.  997 , 

(1) constante  = — (/''o  dJo)  ! 

substituant  cette  valeur  de  la  constante  et  donnant  ensuite  aux  variables 
les  valeurs  qui  conviennent  k la  seconde  limite  de  l’intégrale  , ce  qui 
change  p' àx dz  en p' ,àx,-\-d ,dz,,  on  a la  valeur  définie  de  l’inté- 
grale/<^f/ 

lf{p  — dp')âx-¥/{r—dr')âz  1 

{i)..fàU=dfU  = ) + (p',i)x,—p'adxg)  + {d,dz,  — doàso)\  = o 
l+dx^JP^  -^-dz^fRa  J 

toutes  les  expressions  affectées  du  signe  f , dans  le  deuxième  membre , 
étant  des  intégrales  définies  prises  dans  les  limites  assignées  par  l’état 
de  la  question. 

1006.  Prenant  les  valeurs  de  p , p' , r,  d , P^  et  déduites  de 


1,  ,,  (</.r»  + //;»)• 

1 expression  V = -i ^ 

_ ( ï — A )T 


, et  observant  t°.  que  les  coefficients 

P J p' , fj  , q'  sont  identiques  avec  ceux  qu’on  obtiendrait  par  la  diffé- 
rentiation ordinaire  de  U , en  regardant  K comme  constante,  2®.  que 
A , fonction  des  coordonnées  initiales,  a une  variation  de  la  forme 

® + 

on  trouve 

\p  = OJ  p>=ÿ= 

, \/  d.r*  -4-  dz^ 


(4)-. 


dx 


(a-A)i 


d = 


dz 


VUs  — K){dx^^dz^)  •’ 


X _.(  dK\Vdxs^dzs  _,(dK\Vdx-. 
° 'W-rJ  (a-A)i  ' ° (c- 

ei  si  on  veut  employer  la  notation  abrégée 


w 
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(5) { = ; Vdx'^-lfd»—ds}\ 


(5) { Vz^K  ~e  ; Vdx'-^dz~  — ds  j\ 

les  équations  (4)  se  changent  en 


On  a de  plus  à la  prenniëre  et  à la  deuxième  limite. 


dxp  . , d.T, 

^ eA,  ' 


dip  , dzo 

Po  dsa  ' ' 


Ço I dso ,p,,  ds,  étant , respectivement , les  valeurs  de  f> et  au  point 
C et  au  point  C. 

1007.  Les  quantités  indéjiendantes  & égaler  à zéro  dans  le  a.«  membre 
de  l’équation  (2) de  l’art.  ioo5  sont,  art.  999,  i.°  chacun  des  éléments, 
en  particulier,  des  intégrales f{p  — dp')dx  et  f{r — /lr')âz  parce 
que  chacun  de  ces  éléments,  en  se  rapportant  à un  âx  ou  un  c^s  indé- 
pendant de  tous  les  autres , doit  être  nul  en  particulier,  ce  qu’on  exprime 
par  l'équation 

(1)  {p  — dp')âx  — o\ 

applicable  ë l’un  quelconque  des  éléments  qui  ont  un  des  âx  pour 
facteur,  et  par  l’équation 

(2)  (/• — dr’'^d  z — o\ 

applicable  h tous  ceux  qui  ont  un  des  âi  pour  facteur.  a°.  La  somme  des 
termes  multipliés  paràx^  et  ds„  qui  ne  peut  pas  fournir  deux  équations, 
vu  qu’il  existe  une  relation  entre  et  dz^  donnée  par  l'équation  de 
la  courbe  TCV  j 3°.  la  somme  des  termes  multipliés  par  de,  et  dj,  qui, 
par  une  raison  semblable  ne  fournit  aussi  qu’une  équation.  Je  suppose , 
pou  r plus  de  généralité , que  TCV  et  T'C  P"  ne  sont  pas  deux  branches 
d’une  même  courbe. 
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1008.  Ainsi  voilà  quatre  équations  dé  duites  de  l’égalité  à zéro  du  2.* 
membre  de  l’équatioii  (2)  de  l’art.  ioo5  ; les  deux  premières  sont  posées 
dans  l’article  pré'cédent , mais,  pour  obtenir  tous  les  ternies  des  deux 
dernières,  il  faut  préalablement  avoir  les  deux  intégrales fP^  et 
dans  les  limites  exigées. 

Pour  cela  j’observe  que  la  2.'  équation  {r  — Jr')dz=30j  ou 
-T = O,  donne 

= 

or /P  O = T (-^7)  signp/par- 

eeque  ce  terme  se  rapporte  à un  point  particulier  de  la  courbe)  et  en 
substituant  pour  valt^nt  qu’on  vient  de  trouver, 

_ dK  ^ 


(a) 


fPo 


di 

pds 


+ C 


à l’origine  de  l’intégrale  où  fPo 
dZ  n 


dz 


dZa 


: O , on  a — — = 


pds  fa  dso 
dz 


d’où 


dz. 


O = ^ . Substituant  cette  valeur  et  faisant , ensuite  — 3-  = - ^ . 

fadsa  pds  p^' 

on  a,  dans  les  limites  exigées,  l’intégrale  définie, 

(3)  . . . . JPa  = - (-^)  (-7^  - 77^7)- 

on  trouvera,  en  suivant  exactement  la  même  marche  de  raisonnement 
et  de  calcul. 


(4) 


1009.  Ces  intégrations  faites  on  peut  substituer,  dans  l’équation  (2) 
de  l’art.  ioo5,  toutes  les  quantités  qui  appartiennent  à la  question,  et 
celte  équation  devient 


1^4 
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P^ds. 


■âXa 


d^o 

podso 


• àz 


■) 


loio.  Il  faut , art.  999  et  1007,  faire  quatre  équations  des  quantités 
qui  multiplient  àXj  ài,  d.T,  et  j dx,  et  dz,,  ce  qui  donne 


(0  • 

(ï)  ■ 

(3) . 

(4) 


dxo  i 

< dK 

-V 

(>odSo  1 

^ dxo 

fod^ojy 

dZo 

r dK 

-Y 

1 \ 

^ dzo 

fodsoj^  “ 

dr, 

> dz,  , 

dx,  -f  — -J — ds, 
e,ds, 

= 0. 

= 0 : 


lOi  I.  On  déduit , des  deux  premières  équations  d e l’art,  précédent 
les  deux  suivantes,  dont  la  seconde  a déjà  été  employée  art.  1008, 

. . dx 

(0 


çds 


= C} 


(a) 


J (>ds  ' 


C et  C'  étant  deux  constantes.  En  effectuant  l’intégration  de  l’une  ou 
de  l’autre  de  ces  deux  équations,  on  aura  l’équatiun  de  la  courbe  cher- 
chée, et  on  peut  prendre  celle  des  deux  qui  conduira  le  plus  facilement 
au  but  ; l’équation  (1)  remplit  cette  condition,  et  je  remarque,  d’abord, 

que-^  est , dans  cette  équation , la  valeur  de  f lorsque  = i , ce 
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qui  a lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  celui  où  la  tangente  est  ho- 
rizontale. Supposant  qu’à  ce  point  z^r=yl , on  a,  en  siibslituant  à p)  sa 


valeur  A', 


et  à la  constante  C sa  valeur  — r — — r- 
Va  — k 


dx  i ... 

~dIÿT^K  ^ Vd—ti 

d'où  on  déduit,  en  remplaçant  dx  par  sa  valeur  \d 

(3)  ds^(,A-Kf- 

— 

et  en  intégrant 

(4)  s = (A-K)T\B-z(A-z)^i 

H étant  la  constante  arbitraire  , équation  qui  appartient  à une  ryrhmh  . 
Pour  rendre  ce  résultat  parfaitement  sensible,  on  fera,  dans  l’équation  (3). 

A — a = re,  la  nouvelle  coordonnée  ie  ayant  son  origine  au  point  le  |)lu.' 
bas  de  lacourbe,où  on  peut  placer  aussi  l’origine  desaress,  puisque  le  seul 
clément  ds  nHè  employé  dans  le  calcul;  l’équation  cherchée  devient  alors, 
en  observant  que  les  valeurs  simultanées  »v  = o,  J = o,  donnent /î=o. 

(5)  = 4 (y/  — K)  XV 

c’est  celle  d’une  cycloïdc,  à base  horizontale  , dont  le  cercle  généra- 
teur a un  diamètre  — A — A'. 

loia.  Il  faut  examiner,  maintenant,  comment  cette  cycloïdc  est  pla-  Fig. 
céc  par  rapport  aux  courbes  limites  TCf^,  TCV^,  et  ce  seront  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  de  l’art.  1010,  qui  fourniront,  à cet  égard  , les  déter- 
minations nécessaires.  Mais  les  résultats  à déduire  de  l’équation  (3)  dé- 
pendront de  l’hypothi-se  qu’on  fera  sur  X , quantité  qui  dépend  «lla-méme 
de  la  vitesse  initiale.  Si  cette  vitesse  qu’on  suppose  due  à la  hauteur  CQ 
est  une  quantité  déterminée , indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  C , la  hauteur  CQ  est  aussi  une  quantité  déterminée,  d’où  il  suit 
que  l’horizontale  DQE , qui  doit  être  à la  distance  CQ  du  point  de  dé- 
part C,  s’élève  ou  s’abaisse  on  même  temps  que  le  point  C,  lorsqu'on 
rapporte  la  courbe  parcourue  CMC  à dilTérentcs  origines  C , et  qu’ain- 
si  BQ , ou  X,  varie  dans  le  passage  d’une  courbe  CMC  à une  autre. 
Faisant,  dans  ce  cas,  la  constante  CQ=  II j on  a 

(i) K=xZo  — II 

d’où  on  déduit 
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l'cquation  (3),  de  l’art.  loio,  devient,  en  y substituant  ces  valeurs. 


(3) 


(fro . 


àJTo  + 


dz. 


(tadia  Pids, 

et  on  a l'équation  (4)  du  même  article 


dco  = o 


(4) 


La  valeur  générale 


d.T,  t , dz,  , 

—7-  = O 

(i,ds,  ÿ,ds, 

dx 


^ds 


C , équation  (i)  de  l’art,  précédent,  qui 


s’applique  à tous  les  points  de  la  courbe  parcourue,  convient,  par  con- 
séquent, au  premier  et  au  dernier  de  ces  points,  ce  qui  donne 

(5)  _ Q 

(iodzo  p,ds, 

Substituant,  respectivement,  dans  (3)  et  (4),  Cdxo  et  Cdx,  à 
dxo  . . dx. 


ds  O 

(6) 


<4.ro  et  à “ V dx,  ces  équations  deviennent 
ç,ds, 


Côxo  -f 


O } Cdx,  -P 


dz, 


t é'/A 

d’où  on  déduit , par  l’élimination  de  — ; — , 

Cÿ,ds, 

. , dzp  _ dz, 

^ \ <^j-o  dx, 

iol3.  Si,  au  lieu  de  considérer  la  vitesse  initiale  comme  une  quantité 
déterminée  indéjsendante  de  la  position  du  point  de  départ,  comme  je 
l’ai  fait  dans  l’article  précédent , on  veut  introduire  une  dépendance 
entre  cette  vitesse  et  cette  position,  il  y aura  alors  une  infinité  de  fonc- 
tions de  Æo  et  Zq  par  lesquelles  K pourra  être  exprimé.  Je  me  bornerai, 
pour  l'objet  d’exercice  que  j’ai  ici  en  vue,  à faire  varier  la  hauteur  CQ 
duc  h la  vitesse  initiale , d’après  la  seule  condition  que  son  point  supé- 
rieur Ç se  trouve  sur  une  horizontale  fixe  DQE,  son  point  inférieur 
étant  sur  l'horizontale  JICW  qui  passe  par  le  point  de  départ.  Cette 
Condition  donne 
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(■) 


Icquatlün  (3)  de  l’art.  1010,  devient,  dans  ce  cas, 

^i-To 

/ÏJ'q 

les  incréments  désignés  par  d appartiennent  à la  courbe  limite,  et  les 
incréments  dé'signés  [lar  </ à la  courbe  parcourue,  les  uns  et  les  autres 
ayant  lieu  au  point  de  départ. 

1014.  Enfin  l’équation  (4)  de  l’art.  1010  donne,  pour  l’un  et  'autre 
des  cas  traités  dans  les  deux  articles  précédents, 

fJj,  dx, 

JXf  dz, 

les  incréments  désignés  par  d et  par  d appartenants,  respectivement,  à 
la  deuxième  courbe  limite  et  à la  courbe  parcourue,  au  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  courbes. 

1015.  Les  résultats  , obtenus  dans  les  trois  articles  précédents,  ren- 
ferment ce  qu’il  est  nécessaire  de  savoir  relativement  aux  extrémités  de 
la  courbe  parcourue  et  A la  position  de  cette  courbe  par  rapport  aux 
courbes  limites',  et  fournissent  les  conclusions  suivantes,  savoir; 

« i°.  La  vitesse  initiale  étant  déterminée  et  indépendante  de  la  posi- 
« tion  du  jroint  de  départ,  condition  de  laquelle  on  a déduit  l’équation 
« (7)  de  l’article  1012. 

dza  dZf 

dx„  àXf 

« les  tangentes  menées  aux  courbes  limites  , h leurs  intersections  avec 
« la  courbe  parcourue,  sont  parallèles  entr’elles. 

<€  2°.  La  vitesse  initiale  étant  due  L la  hauteur  d’une  horizontale  fixeau- 
« dessus  du  point  de  départ,  ce  qui  donne  l’équation  (2)  de  l’article  ioi3, 

dzo  dxo 

d-i'c  dzo 

•<  la  courbe  limite,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à la  courbe 
« parcourue. 

« Enfin  l’équation  de  l’article  1014. 

dz,  dr, 

dx,  dz, 
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« applicable  aux  deux  cas  précédenis  , énonce  que , dans  l’un  et  l’autre 
« de  ces  deux  cas  , la  courbe  parcourue  est , au  point  d’arrivée  sur  la 
« seconde  courbe  limite , perpendiculaire  à cette  courbe.  » 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  qui  a lieu  sur 
une  surface  courbe  donnée.  Equations  de  ce  mouvement.  Expression  géné- 
rale delà  vitesse.  Autres  propriétés  générales.  Principe  de  la  moindre  action. 
Équation  difTérentielle  de  la  trajectoire,  lorsque  le  corps  ne  se  meut  qu'en 
vertu  d'une  impulsion  initiale. 

1016.  Ixt  théorie  du  mouvement  d’un  point  matériel  assujetti  à se 
mouvoir  sur  une  surface  donnée  , sera  di-duite  de  considérations  abso- 
lument semblables  à celles  qui  ont  servi  de  base  â l’analyse  du  mou  - 
vemeut  de  ce  point  sur  une  courbe  donnée,  considérations  exposées 
art.  917  et  918.  On  imaginera  donc  que  le  point  matériel  mobile  est 
une  sphère  d’un  diamètre  infiniment  petit,  et  on  concevra  une  seconde 
surface  mise  dans  une  position  infiniment  voisine  de  celle  sur  laquelle 
cette  sphère  est  obligée  de  se  mouvoir,  de  manière  que  quelque  part 
que  la  même  sphère  se  trouve,  entre  les  deux  surfaces  ou  enveloppes , 
elle  soit  en  contact  avec  l’une  et  l’autre  en  même  temps.  Dans  cet  état 
de  choses  , si  on  imprime  du  mouvement  au  corps  sphérique,  il  aura 
en  général,  une  tendance  à pénétrer  l’une  ou  l'autre  surface  ou  enve- 
loppe, mais,  comme  on  suppose  que  celle  pénétration  ne  peut  pas 
avoir  lieu,  la  résistance  que  lui  opposera  , h un  instant  quelconque, 
celle  des  deux  surfaces  qui  se  trouvera  pressée  en  vertu  de  son  mouve- 
ment , pourra  être  assimilée  à une  force,  normale  U la  surface  donnée, 
d’intensité  et  de  direction  telles  que  cette  force  combinée  avec  celles 
qui  agissent  d’ailleurs  sur  le  corps,  lui  ferait  décrire  une  des  courbes 
qu’on  peut  tracer  sur  la  surface  donnée. 

1017.  Chacune  des  forces  qui  sollicite  le  mobile  sphérique  au  bout 
du  temps  t,  est  censée  dirigée  sur  son  centre;  je  désigne,  par  X,  Y,  2, , 
les  sommes  des  composantes  de  ces  forces,  respectivement  parallèles  aux 
coordonnées  x,y  et  z,  qui  servent  à déterminer,  au  bout  du  temps  t,  la 
position  du  corps  sur  la  surface,  et  par  /’  la  force  normale  dont  j’ai  parlé 
à l’art,  précédent,  en  sorte  que  le  corjis  étant  supjiosé  soumis  aux  actions 
simultanées  de  X,  Y,  Z,  et  V,  on  puisse  le  considérer  comme  libre. 

Soient  n' , n",  /i"'  les  angles  r spcctivement  formés  par  les  axes  des 
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X et  s J et  par  la  normale  à la  surface,  menée  au  point  où  se  trouve 
le  corps  au  bout  du  temps  /j  on  aura,  art.  8iO,  les  équations  suivantes 
du  mouvement 


\4—^ 

= dt{X — J’ cos.  n') 

V </<  J 

‘(O--. 

1 = r/r  ( t'—r  cos.  n") 

( =r//(Z+rcos.rt"') 

La  surfacp  prcfcntr  sa  con> 
vexilé  au  plan  xy , et  le  mo- 
bile se  meut  sur  sa  concavité, 
de  manière  que  la  puissance, 
représentée  par  la  résistance 
de  cette  surface , a une  direc- 
tion et  un  sens  d*aclion  qui , 
article  aS , rendent  cos.  n'  et 
cos.  négatifs. 


( XdX’^X\ty^Ziiz 
1 4-  JT [liz  cos.  n"' — djr  C.  /i" — dx  c.  n') 


On  déduit  de  ces  éf|ualions,  comme  li  Tart.  919,  en  faisant  r//  constant, 

^ ^ dxddx-^djrddy~X-dzddz 

(>)•••  ■ 

J’observe  maintenant  qu'au  bout  du  temps  et  au  commencement 
de  riuslant  dt , le  mobile  se  trouve,  par  hypothi'se,  au  point  de  ren- 
contre de  la  surface  sur  laquelle  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  et  de  la 
normale  suivant  laquelle  la  force  T"  est  dirigée  ; il  va  donc  parcourir 
pendant  l’instant  dt , un  arc  élémentaire  ds  perpendiculaire  à celle  nor- 
male en  passant  de  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  z, 
à la  position  déterminée  par  les  coordonnées  x-‘rdx ,y-^dj- , z-^dz  } 
or  cet  arc  parcouru  ds  fait  avec  x et  z de»  angles  dont  les  cosinus 

dx  dv  dz  ,•  1 . . 

res[)eclifs  sont  ■ ^ -,  'J  ■ , , et  comme  il  est  perpendiculaire  a 

la  ligne  qui  forme  les  angles  n' , n",  n'" , avec  les  mêmes  axes  , on  a 
par  le  théorème  connu  de  trigonométrie 

dz  d^  ,,  dx  - . 

ds  ds  ds 

en  combin.inl  cette  équation  avec  la  précédente  et  intégrant,  on  a, 
comme  aux  articles  822  et  919 


(3)  ....  . = + + 

Ainsi,  l’expression  générale  de  la  vitesse  est  la  même,  soit  que  le  corp 
se  meuve  librement , soit  qu’il  se  meuve  sur  une  ligne  ou  une  surface 
données  et  continues. 

Le  raisonnement  direct,  par  lequel  j’ai  obtenu  l’équation  (3),  est  le 
plus  éléiiicutaire  qu’on  puisse  employer;  on  arrivera  aussi  très-simplement 
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au  même  résultat,  d'une  autre  manière,  en  rtiirèscnlant , par  A = o, 
l’équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  corps  est  assujetti  à se  mouvoir, 
et  par  pdt  + qtiy  + nJz  = o la  première  dérivée  de  celte  équation.  Si 
on  fait  J2  = y'p’  , on  aura,  par  les  lliéorèmes  démontrés  dans 

la  géométrie  analytique,  ' 

-cos.  n'  = -^  ; -cos.  = ^ cos.  «'"=  S- 
et  ces  valeurssubstituécs  dans  l’expression  r{dzc.n'" — dj-c.n" — dxc.n') 

r 

la  changeront  en  -jj  {pdx  qdj  rdz)  valeur  nulle  puisque 
pdx  + qdy  + rdz  = o. 

1018.  Si  le  mobile  n’est  sollicité  par  aucune  puissance  et  que  son 
mouvement  soit  dû  simplement  i une  impulsion  initiale  qui  lui  a im- 
primé, au  point  de  départ,  une  vitesse  tangentielle  U,  on  aura  «=  V, 
comme  aux  articles  ci -dessus  cité*s,  et  le  mouvement  sera  uniforme. 

1019.  Lorsque  l’expression  Xdx Vdj  + Zdz  , sera  la  difl’érenticlle 
exacte  d’une  fonction  ()  de  a; et  on  démontrera,  par  un  raisonne- 
ment alxsolument  semblable  à celui  de  l’art.  922 , que,  dans  le  cas  où  plu  - 
sieurs  mobiles,  animés  d’une  même  vitesse  V , partiraient  de  différents 
points  d’une  ligne  tracée  sur  la  surface  donnée  et  ayant  pour  l’une  de 
«es  équations  () — Q'  = 0,  pour  arriver  à une  autre  ligne  tracée  sur  la 
même  surface  et  ayant  pour  l’une  de  ses  équations  Q — Q"  = 0,  ( et 

sont  deux  constantes)  ces  points  arrivés  à la  seconde  ligne  y seront 
tous  animés  d’une  même  vitesse  V*'=  ) é^'*-(-2((>" — Çf)  |t. 

1020.  En  conservant  la  même  hypothèse  sur  l’expression 

Xdx'^Vdy^Zdi,  on  arrive  à l’équation 

’ (ifvds  — o 

qui  vérifie  le  principe  de  la  moindre  action,  lorsque  le  corps  est  assu- 
jetti à se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  et  dans  l’hypothèse  où  les 
quantités  variées  x+àx , y + ify , se  rapportent  toujours  à un 

jioint  de  la  surface  courlje,  c’est-à-dire  dans  l’hypothèse  où  on  ne  com- 
pare la  courbe  parcourue  qu’à  d’autres  courbes  dont  les  traces,  infini- 
ment voisines  de  la  sienne,  se  trouvent  sur  la  surface  donnée.  En  effet, 
l’équation  (3)  de  l’art.  1018  conduit  à une  valeur  de  <t(vds)  déjà  don- 
ikV  art.  928;  et  substituant,  dans  le  terme 
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FiU  {dz  cos.  n"' — dj  cos.  n" — dx  cos.  «')  de  celte  valeur,  les  r.vpres- 
sionsde  cos.  n',  cos.  n" , cos.  n'" , qu’on  trouve  au  même  article  lOiK, 

le  terme  dont  il  s’agit  devient  {pdx  ->r  e/âj  rêz) , ou  -yj àli , 

les  coêfilcients  p , ij  cx.  r étant  les  mêmes,  soit  qu’on  fasse  varier  par 
d , soit  qu’on  fasse  varier  par  ô i mais  on  a A = o,  dK  = o,dA  = o^ 
donc  le  terme  J"dt{dz  cos.  n'" — dy  cos.  n"  — dx  cos.  «')  est  nul , et 
la  valeur  de  d (edj)  devient  identique  avec  celle  de  l'art.  844  applicable 
au  mouvement  libre , de  laquelle  on  a déduit  l'équation  àf  vds  ■■=  o. 

Ainsi  les  équations  du  mouvement  libre  d’un  point  matériel  et  celles 
de  son  mouvement  .sur  une  surface  donnée,  vérifient  également  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action , en  ayant  égard  aux  restrictions  que  com- 
porte le  second  cas  ; j’ai  fait  voir,  article  923 , que  le  mouvement  sur 
une  courbe  donnée  ne  satisfesait  point  à ce  principe,  ce  qui  lient,  ainsi 
que  je  l’ai  explique  à l’art,  cité,  à l’expression  rdt  {pdx -{■  </Jj nh)  qui 
n’existe  |>asdans  l’analyse  relative  au  mouvement  libre,  où  on  a =o,’ 
cette  expression  est  commune  ù l’analyse  du  mouvement  sur  une  ligne 
et  11  celle  du  mouvement  sur  une  surface,  et  cependant  les  résultats  four- 
nis par  l’une  et  l’autre  analyse  sont  différents  pareeque  , dans  la  pre- 
mièré,  les  variaûons  d-r,  ây>  dz  n’étant  liées  par  aucune  relation,  cha- 
cune d’elle  est  arbitraire,  ce  qui  ne  ]>crmct  pas  de  faire 

pàx  ■\-qdy-yrôz  = o , au  lieu  que  dans  la  seconde,  ces  variations  sont 
liées  |iar  la  relation pàx-\-q<iy-^râz  = o,  qui  dérive  de  l'équation  A = o 
de  la  surface  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à se  mouvoir. 

t02t.  Lorsque  le  point  matériel  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  sur- 
face donnée,  ne  doit  son  mouvement  qu’à  une  impulsion  initiale,  sa  vitesse 
est  constante  (art.  1018)  et  l’équation  ôfvds  — o devient  ôfds=:  o, 
ou  J = minimum  ; l’arc  de  courbe  jjarcouru  entre  deux  points  déter- 
miné est  le  plus  petit  de  tous  ceux  qu’on  peut  tracer,  entre  les  mêmes 
points  , sur  la  surface  donnée.  L’équation  de  cette  surface  peut  être 
prise  pour  une  de  celles  qui  déterminent  la  trace  de  la  courbe  dont  l’arc 
minimum  fait  partie  ; et  si  on  combine  cette  équation  avec  celle  par 
laquelle  on  exprime  généralement  que  la  longueur  d’un  arc  de  courbe 
tracé,  entre  deux  points , sur  une  surface  quelconque,  est  un  minimum, 
la  trajectoire  sera  complètement  connue.  La  question  se  réduit  donc  à 
trouver  l’équation  de  condition  qui  rend  5 = minimum , et  je  saisis. 


aja  D Y N A M t <3  f r É L É M E N T A I II  E. 

avec  empressement , cette  occasion  de  donner  aux  élèves  un  nouvel  ex- 
emple de  l’ajiplication  des  formules  de  la  méthode  des  rarialions  dé- 
montrées article  991  cl  suivants. 

L'équation  s=-ntinhnum  revient  à la  suivante 

<)f  {lit*  -p  (ij*  + = O ou  J'â  (r/r“  -f  = -|-  fh^)  = O 

la  fonction  f'de  l’art.  998  est  donc  représentée  ici  pur  dx^  th^ 

el  on  a 

dxd.  dx  -f  dyâ.  dj  -f  r/-d.  dz 
~~  \/  r/ra  + r/jï-pr/;"»” 

«celte  valeur  comparée  avec  l’expression  générale  dedt'^  fit-  99»  > donne, 
en  écrivant  pour  abréger,  au  lieu  de  , sa  valeur  du 

t n 

pz=OJ  p'=  ; p"  = oj  etc. 

q = OJ  q'  = -j-j  q"^ojc\C. 

J y/  ■ 

7=0/  r ~ — J—  / r"  = O J etc. 
di 

et  l’équation  de  l’article  998  devient 

J à U =/-  ( dp'  + d,,'  ^dd)  = o 

On  ne  doit  avoir  aucun  égard  aux  autres  termes  de  cette  équation  parce- 
que  les  limites  de  l’intégrale/y  f/ sont  ici  deux  points  fixes. 

S’il  ne  s’agissait  que  de  trouver  l’équation  de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  fixes  de  l’espace,  l’analyse  serait  fort  simple,  car  dx  , 
dy , di  étant  alors  des  variations  entièrement  indépendantes,  on  aurait 

et  on  .déduirait  immédiatement , de  ces  trois  équations,  les  suivantes 
dx  = A'th;  dj  = A"d.ti  dz  = A”'ds 
qui  sont  celles  de  la  ligne  droite,  comme  on  devait  s’y  attendre  d’après  la 
propriété  bien  connue  de  cette  ligne.  Mais  la  ligne  cherchée  doit  être,  entre 
deux  points  pris  sur  une  surface  courbe,  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu’on 
peut  tracer  sur  cette  surface  entre  les  mêmes  points,  et  représentant,  par 
c = f{x,y),  l’équation  de  la  surface,  dont  la  variation  sera  supposée  être 

(i) dz  — adx  -y  ddy 

On  ne  peut  plus  égaler,  séparément,  à zéro  chacune  des  trois  intégrales 

du 
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du  deuxieme  membre  de  l’équatiun  de  l’article  998 , puisqu’il  existe  une 
relation  entre  dx,  dy  et  dz,  et  il  faut  poser  l’équation  collective 

(i) f{  — tip'dx  — J,i'dj  — d/dz)=o 

dans  laquelle  substituant,  pour  dz , sa  valeur  déduite  de  (1),  on  aura 

(3) — dp'dx  — dq'dy  — dd  {^adx  ■\-ddy')-=Q 

dx  et  dy  doivent,  dans  cette  dernière  équation , être  considérées  comme 
indépendantes,  et  les  égalités  à zéro  des  facteurs  qui  multiplient  respec- 
tivement ces  variations  donnent , 


dp'  + add  = o}  d<i'-\-ddd=Q 


ou  en  remplaçant  //_,  q'  et  d par  leurs  valeurs 


^ dx  ^ 

0 

II 

r dy'^ 

s.  9 

\ + »d{ 

0 

II 

V J 

L’équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assujetti  à 
se  mouvoir,  et  celle  qu’on  obtient  par  sa  combinaison  avec  l’une  quel- 
conque des  deux  précédentes  , déterminent  complètement  la  courbe 
cherchée. 

1042.  Si  on  prend  dx  pour  dilTérentielIe  constante,  et  qu’on  élimine 
dds  entre  les  deux  équations  (4) , rfj  s’éliminera  de  soi  même  et  on  ob- 
tiendra la  suivante  que  j’ai  donnée,  art.  1 40  de  ma  mécanique  philoso- 
phique , et  qui  tient  lieu  de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  équations  (4) 
pour  exprimer  la  condition  générale  cherchée. 


(-) 


ddz 


dxyadz 


ddy  ady  — Sdx  ' 

et  on  trouvera,  par  la  géométrie  analytique,  en  appellant  R le  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire,  la  valeur 

(4) R = 

' ' dadx  4-  dddy 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  dx  est  prise  pourdifTérentielle  Constante. 

1023.  Voici  un  moyen  fort  simple  de  se  faire  une  idée  nette  de  la 

génération  de  la  courbe  du  minimum  déterminée  dans  l’art,  précédent, 

ou  de  la  trajectoire  que  décrit  un  mobile  sur  une  surface  quelconque 

35 
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|)ar  le  Seul  efTet  d'une  impulsion  initiale  ; qu’on  imagine  deux  éléments 
«.onséciilifs  ds  et  ds'  de  cette  trajectoire  pris  arbitrairement , que  ds 
soit  prolongé  d’une  longueur  infiniment  petite  dr,  qui  sera  une  portion 
élémentaire  de  la  tangente  dirigée  suivant  ce  même  élément  ds  , et  que 
par  l’extrémité  de  dr , on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  surface 
courbe,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  se  trouvera,  ou  sur  la  direc- 
tion de  dsf , ou  à son  extrémité  suivant  le  mode  de  variation  auquel  s 
et  r seront  assujettis.  On  voit,  par  cette  génération  que  deux  éléments 
consécutifs  de  la  trajectoire  sont  dans  un  même  plan  normal  (ce  qui, 
]>ar  la  géométrie  analytique,  conduit  aux  équations  (i)  et  (a)  de  l’art, 
précédent)  et  c’est  ce  dont  on  pouvait  s’assurer  d’avance  par  un  raison- 
nement immédiat  , d’après  la  condition  du  mouvement  de  laquelle  il 
résulte  que  la  puissance  représentant  la  résistance  de  la  surface  est  tou- 
jours normale  à cette  surface  ; si  on  veut  mettre , dans  ce  raisonnement , 
toute  la  rigueur  exigible , qji  observera  que  le  mobile  partant  de  l’ex- 
trémité de  ds , arrive  à une  distance  du  pied  de  la  normale  , abaissée 
de  l’extrémité  de  dr , mesurée  par  un  infiniment  petit  du  i'.  ordre,  ce 
qui  occasionne,  à l’extrémité  d’un  arc  fini,  une  déviation  mesurée  |>ar 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Ainsi , la  direction , sur  la  surface , 
d’un  seul  des  éléments  de  la  courbe,  détermine  celle  de  tous  les  autres 
éléments. 

1024.  Je  remarque,  en  passant,  que  cette  courbe  est  aussi  celle  sui- 
vant laquelle  se  plie  un  fil,  parfaitement  flexible,  étendu  sur  la  surface 
courbe,  et  tiré  par  deux  forces  égales  agissant,  en  sens  opposés,  tangen- 
liellcmcnt  à deux  éléments  de  cette  surface.  En  effet  on  voit,  sur-le- 
eliamp  , ( le  frottement  étant  sujiposé  nul  ) que  deux  éléments  quel  - 
conques  de  cette  courbe,  suivant  laquelle  le  fil  se  ])lie,  doivent,  f»  leur 
point  de  réunion,  exercer,  sur  la  surface,  une  pression  dirigée  suivant 
la  normale  à ce  point,  sans  quoi  l’équilibre  du  fil  n’aurait  pas  lieu , d’où 
il  suit  que  ces  deux  éléments  et  la  normale  ont  leurs  traces  dans  le  même 
plan,  et  que  la  courbure  du  fil  est  donnée  par  les  équations  de  l’article 
1022. 

1020  Ejifin  , ces  mêmes  équations  conviennent  encore  aux  courbes 
connues  en  géographie  et  en  gé-odé-sie  sous  le  nom  de  perpendiculaires 
à la  méridienne  j une  de  ces  courbes  est  celle  que  suivrait  un  mobile 
retenu  sur  le  sphéroïde  terrestre  et  se  mouvant  sur  la  surface  de  ce  sphé- 
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roïde  , par  le  seul  effet  d’une  impulsion  initiale,  (lerpcndiculaire  à un 
méridien  d’un  des  points  duquel  il  serait  supposé  partir. 

Détermination  générale  de  la  preuion  qu’exerce , contre  une  surface  courbe , 
un  point  matériel  lollicité  par  des  puissances  quelconques  et  assujetti  t se  mou- 
voir sur  cette  surface. 


I0â6.  Soit,  (i) dz=pdx-\-qdy 

l’équation  de  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à se  mouvoir, 
on  aura,  en  prenant  dx  pour  différentielle  constante, 

(a) ddi  = qddy-^dpdx  + dqdjr 

les  équations  de  l’article  1017  donnent,  en  effectuant  les  différentiations 
des  premiers  membres,  et  substituant  pour  cos.  n' , cos.  n," , cos.  n'" , 
leurs  valeurs  respectives 

P _ y_  ^ 

■’  ’ yi+p'+q' 

tirées  de  la  géométrie  analytique, 

— dxddt  „ rp 

d? 

dtddy — dyddt  y Tq 

^ y I 

dtddz—dzddt  ^ r 

dt^  ~ 

multipliant  la  i".  de  ces  équations  par  — la  2".  par  — q , la  3«. 
par  I,  faisant,  membre  à membre,  la  somme  des  trois  équations  pro- 
duits , et  remarquant  que  ddt , dans  cette  somme,  est  multiplié  par 
— dz  + pdx  + qdy  c’est-à-dire  par  une  quantité  nulle  en  vertu  de  l’é- 
quation (i),  on  aura  ~ ^ 

substituant  pour  ddz  sa  valeur  dpdx-\-dqdy-\-qddy  et  pour  dt*  sa  va- 

</v»  . » 

leur  — — (la  vitesse  est  désignée  par  v)  on  a. 

(3)  / . r=  uz+  Z 

^ fi^*y  i+p'-¥q‘ 

Les  deux  termes  de  cette  valeur  de  la  pression  totale  /’ dépendent, 
le  premier  de  la  seule  vitesse  et  le  second  de  l’action  des  puissances, 
ainsi  qu’on  a du  le  prévoir  d’après  les  explications  que  j’ai  données  en 
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plusieurs  endroits  de  cet  ouvraee.  Le  terme 


f» 


exprime 


donc  ce  que  nous  avons  ap[)eléyô/-ce  centrijuge  ; on  voit  que  ce  terme 
est  égal  au  quarré  de  la  vitesse  divisé  |iar  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (a)  de  l’art.  1022,  les  coètficients // et  payant,  ici,  la  même  signi- 
fication que  a et  ^ à l'art,  cité. 


Application  de  la  théorie  démontrée  dani  le  chapitre  précédent , h la  recherche 
de>  loia  du  mouvement  d'un  point  matériel  priant,  uiaujetti  à le  mouvoir  sur 
une  lurfacc  tphérique.  Pendule  à oicillaliuni  coniqun. 


1027.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  une  sphère  creuse,  immobile 
dans  l’espace;  faisons  passer  un  plan  liorizontal  par  son  centre  et  supri- 

■ mons  la  demi -sphère  qui  est  au-dessus  de  ce  plan,  la  surface  concave 
de  la  demi-sphère  inférieure  sera  celle  sur  laquelle  le  point  matériel, 
que  je  considère  comme  une  sphère  d’un  diamètre  infiniment  petit,  sera 
censé  se  mouvoir. 

Je  place  l'origine  des'xjjf  et  z au  centre  de  la  surface  sphérique 
concave  ; le  plan  horizontal  passant  jiar  ce  centre  est  celui  des  x,y , 
et  je  prends,  jiour  plan  des  xz,  le  plan  vertical  passant  par  le  même 
centre  et  par  le  point  de  départ  du  mobile,  celui  où  ce  mobile  se  trouve 
lorsque  t~o  \ les  z positifs  se  comptent  du  haut  en  bas. 

Au  premier  instant  du  mouvement , c’est-h-dire  lorsque  / = o,  le 
mobile  reçoit  une  impulsion  capable  de  lui  imprimer  une  vitesse  finie 
et  à laquelle  on  |)eut  supposer  une  direction  quelconque  assujettie  <1  la 
seule  condition  de  ne  pas  écarter  le  mobile  de  la  surface  sphérique;  mais 
si  on  conçoit  cette  force  impulsive  initiale  comme  décomposée  en  deux 
autres,  dont  l’une  soit  normale,  et  l’autre  dirigée  dans  le  plan  tangent 
qu’on  mènerait  par  le  point  de  départ,  la  première  de  ces  composantes 
étant  détruite  par  la  résistance  de  la  surface  , et  n’ayant  aucune  influ- 
enre  sur  le  mouvement,  pourra  être  regardée  comme  non  avenue,  et  il 
sulTira  d’avoir  égard  à l’impultion  tangeiuielle.  Cette  dernière  peut,  elle- 
même  , être  décomposée  en  deux  impulsions  agissant  dans  le  plan  langent 
mené  par  le  point  de  départ,  l’une  dirigée  suivant  la  ligne  d’intersection 
de  ce  plan  tangent  et  du  plan  tz , et  l’autre  perpendiculaire  au  plan  xz. 

1028.  Je  désigne  par  1 celle  vitesse  initiale  tangentielle,  par/Tangle 
que  forme  l’axe  vertical  des  z avec  le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère 
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au  jwint  de  départ  du  mobile,  et  cherchant  d’abord  l’expression  géné- 
rale de  la  vitesse,  applicable  à un  instant  quelconque  du  mouvement, 
je  déduis  immédiatement  cette  expression  de  l’équation  (3)  de  l’article 
1017,  en  y introduisant  les  valeurs  A = o,  l’  = o,  Z = ^,  (je  continue 
Il  représenter  par  ^ la  force  accélératrice  de  la.  pesanteur)  données  par 
l’état  de  la  question.  On  a,  par  ces  substitutions,  ^gfdi,  et 

faisant  attention  que,  d’apri's  les  valeurs  initiales  / et  s = r cos.yj,  la 


constante  — — s.gr  cm.  J",  on  a 

(') .-»  = /“ + 2A'(:  — r cos./) 

ou,  si  la  vitesse  initiale  / est  due  i la  hauteur  // 

(2) i'*  = 2/ç  (s -H // — rem.  J') 

1029.  Je  vais  maintenant  examiner  ce  que  devient  la  pression  totale  /’ 


dont  j’ai  donné  la  valeur  générale  dans  l’article  1026  équation  (3);  si  on 
fait  attention  aux  positions  diflérentes  de  la  convexité  de  la  surface  par 
rapport  au  plan  xj  dans  le  cas  général  traité  à l’article  cité,  et  dans 
le  cas  particulier  dont  il-s’agit  ici,  (voyez  l’article  1017),  il  sera  ma- 
nifeste que  le  terme  du  2'.  membre  de  l’équation' (3) , article  1026,  qui 
exprime  la  pression  opposée  et  égale  à la  force  centrifuge,  a pour  valeur 

J introduisant  ensuite,  dans  l’autre  terme  de  la  même  équation, 

les  valeurs  AT=o,  J'=o,  Z— g,  ce  terme  deviendra  ^ ■ 

y ,r 

enfin  l'équation  dz  -p  dy  H — dx  — o,  de  la  surface,  comparée 


avec  l’équation  générale  l/c  = yr/y -P = O , employée  article  1026, 
donne  q = — ce  qui  réduit  le  second  terme  de 


l’équation  (3)  de  cet  article  à 
(«) 


— = 


et  on  a la  valeur  complite 


Substituant,  pour  e»^  sa  valeur  donnée  à l’article  précédent,  on  a 


/’= — (3î  -P  2// — 2r  cos./) 

^ • 
io3o.  En  prenant  dt  |)our  dilTérentielle  constante,  cITettuant  les  dif- 
férentiations indiquées  des  premiers  membres  des  équations  ( i ) article 
1017,  substituant  pour  X , Y , Y , n' , n" , les  valeurs  qui  conviennent 
au  problème  particulier  dont  il  s’agit  ici,  multipliant  la  1".  par  y j la 
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1’=.  par  X,  et  retranchant  les  équations  produits  l’une  de  l'autre,  on  a 

yddx  — xddy 

^ ' dt* 

mii\%yddx  — xddy—d{ydx  — xdy)  , doilic,  en  intégrant, 

(2) ydx  — xdyz=Cdt 

C étant  la  constante  arbitraire  qui  sc  détermine  par  les  valeurs  initiales 

des  coordonnées  x et  r et  des  vitesses  et  . ces  vitesses  étant 

dtdt 

données  lorsqu'on  connaît  les  angles  formés  par  l’impulsion  initiale  et 
par  chacun  des  trois  axes  coordonnés,  l'équation  (2)  est  celle  que  four- 
nirait le  principe  des  aires;  j — xdy)  est  l’aire  instantanée  décrite 
par  la  projection  orthogonale  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xy. 

io3i.  La  solution  du  problème  considéré  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général,  dépend  de  l’intégration  des  trois  équations  suivantes,  savoir: 
L'équation  des  aires,  démontrée  dans  l’article  précédent. 


(>) 


ydx— xdy  _ ^ 


dt 


celle  qui  donne  la  vitesse,  art.  1028,  et  qui,  en  y substituant,  à sonéqui- 
dx^ydy^Jrd-y 


valent 


dt* 


devient 


/ ^ dx*-\-dy*Jrdi*  / , rr  x\ 

(a) =2jP(î+7/— rcos./) 

et  celle  de  la  surfacesur  laquelle  le  ]»int  matériel  est  assujetti  ksc  mouvoir 

(3) xdx  +ydy  + zdt  ■=  O 

1082.  L’équation  (1)  de  l’art,  précédent, — xdy—  Cdt , et  celle 
qu’on  déduit  de  l’équation  (3)  du  même  article,  — zdz  = xdx  -Vydy, 
élevées  au  quarré  et  ajoutées  ensemble,  donnent 

C*dt*  JrZ*dt*  = {^x*  -h  y*){dx*  + dy*) 
mais  on  déduit  de  l’équation  (2)  du  même  article 

dx*  + dy*  = 3.gdt*{z  + H — rcoi.J)  — di* 
et  on  a l’intégrale  de  la  même  équation  (2)  qui  est  l’équation  finie  de  lasphére 
a:*yy*=:r*  — s*  j la  valeur  de  C*dt*  devient  donc 

C*di*  — (r*  — 8>)  j ^gdt*  (s  -I-  H — r tm.f)  — dz*  } — z*dz* 
équation  d’où  l’on  déduit 
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(") ~~T^  ig{r'  — z‘){z+H  — rcot.f)—C' 


en  égalant  k zéro  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  on  aura  les  valeurs 

de  a qui  rendent  nulle  la  valeur  de  c’est-k-dire  qui  indiquent  à 

quelles  distances  du  plan  Ty  l’élément  de  courbe  jiarcouru  par  le  mo- 
bile est  parallèle  k ce  plan,  ou  horizontal,  ce  qui  est  la  propriété  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum.  On  voit  qu’il  doit  exister  trois  valeurs  de 

a propres  k rendre  nul  ; ainsi  il  y en  a au  moins  une  de  réelle  , 

mais  il  est  manifeste,  par  la  nature  du  problème,  que  a doit  avoir  un 
maximum  et  un  minimum  , donc  deux  des  valeurs  dont  nous  venons  de 
j>arlcr  , sont  réelles  , et  par  conséquent  elles  le  sont  toutes  trois. 

io33.  En  faisant,  pour  abréger,  n.g{^H~rzQ%.f')~G 
posons  l’équation  hyixilhélique 

(r>  — a»)(s^a  +G)  — C»  = (a  — a)(i  — a)(a^a  + c) 
dont  les  constantes  a,  b , c ie  délerminent  par  les  équations 


a-fi 


_ i^(r"— a’— aè — A"  ) 


; 


agCr'— «*)(’•*— é*) 
a+A 


la  quantité  a sera  la  plus  petite  valeur  de  z,  b sera  la  plus  grande,  et  ces 
deux  quantités  doivent  être  regardées  comme  données.  Faisant  de  plus 


sin.é^=|/ 


d’où  ( I ) z = n cos.*  û + b sin.*  0 


introduisant  les  quantités  a,  b,  c,  G et  0 dans  l’équation 
(,) . . ■ 


df- 


W — rcot.f)  — C" 

déduite  de  l’é(|uation  (a)  de  l’article  précédent,  et  faisant,  pour  abréger, 
3 («  + />)  a»  — A» 

' L *■  • ■—  vsl 


yg](a  + by  + r^  — b*\ 
on  obtient  la  valeur  (3)  . 


(a  + by  + r^  — b* 
redO 

dt  = 


J/ 1 — >;>  sin.*  0 ’ 

Soit  -/^  l’angle  formé  par  l’axe  des  x et  par  la  projection  orthogonale 
du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xy , le  double  de  l’aire  élémentaire  ins- 
tantanée engendrée  sur  le  même  plan,  par  cette  projection,  aura  pour 
valeur,  (r*  — z^)d^^  et  comme  cette  ai|;e  double  est  aussi  égale  k 
yjx  — on  aura  ydx — xdy  = {r\  — »*)dx  et  en 


a8o 


Dykamiqüe  élémentaire. 


siibstiluant  aydx  — xdy  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (2)  de  l’art.  io3o 

(4) ‘^X  = 


Substituant,  dans  cette  équation,  pour  dt  sa  valeur  en  fonction  de  0 , 
donnée  par  l’équation  (3)  ci-dessus  , et  pour  a sa  valeur  donnée  par 
l'équation  (i)  et  supposant,  dans  cet  état,  les  équations  (3)  et  (4)  in- 
tégrées, < et  seraient  exprimées  en  fonction  de  0^  et  comme  l’équa- 
tion (i)  donne  aussi  z en  fonction  de  0 , on  aurait  ^ et  a en  fonction 
de  t J au  moyen  de  quoi  on  pourrait  déterminer  la  position  absolue  du 
mobile  à un  instant  quelconque.  Si  on  veut  l’angle  formé  par  le  rayon 


vecteur  et  par  l’axe  des  z , 011  aura  — = cosinus  de  cet  angle. 

loSq.  Le  problème  résolu  dans  les  articles  précédents,  est  évidemment 
le  même  que  celui  ]>ar  lequel  on  se  proposerait  de  déterminer  le  mouve- 
ment d’un  pendule  simple,  auquel  on  aurait  imprimé  une  vitesse  initiale 
dans  une  direction  inclinée  sur  le  plan  vertical  passant  par  le  point  de 
suspension  et  par  le  fil  ; ce  pendule  décrirait,  en  formant  des  oscillations 
coniques,  une  courbe  qu’on  pourrait  cotreevoir  tracée  sur  une  sphère 
concave,  d’un  rayon  égal  à la  longueur  du  fil.  Je  me  contente  d’avoir 
posé  les  équations  fondamentales  du  problème,  car  il  n’est  pas  néces- 
saire, pour  l’objet  d'instruction  que  j’ai  en  vue,  d’entrer  ici  dans  des  dé- 
tails analytiques  correspondants  à ceux  que  j’ai  donné  , article  949  et 
suivants,  lorsqu’il  s’agissait  du  pendule  simple  ordinaire,  dont  la  théorie 
a des  applications  utiles  à l’.\stronomie,  la  Physique,  la  Gëodé-sie  etc. 

Il  n’est  pas  dilTlcilc  d’obtenir  une  intégralle  définie  de  l’équation  (3) 
de  Part,  précédent  entre  les  limites  o et  qui  donnerait  le 

lem|is  employé  par  le  mobile  à parvenir  de  la  plus  grande  à la  plus  petite 
valeur  de  zs  on  la  trouvera  dans  la  Mccanii/uc  céleste,  i^'.  partie, 
livre  l'f.  article  1 1.  On  peut  voir  aussi , sur  cette  espèce  d'équations, 
les  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  ; enfin  je  conseille 
aux  élèves  l’étude  d’un  mémoire  curieux  sur  le  pendule  à oscillations 
coniques,  publié  dans  la  Correspondance  sur  l'Ecole  polytechnique 
(3'.  volume  page  ly)  dont  l’auteur  est  M.  Pouilict. 


Fin  de  la  deuxième  section. 
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SECTION  III. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT 
SOIT  D’UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS, 
SOIT  D’UN  CORPS  SOLIDE  CONTINU, 
EN  AYANT  ÉGARD  A LEUR  ÉTENDUE 
ET  A LEUR  FORME, 

[ BT  EN  SUPPOSANT  LEUR  FORME  INVARIABLE. 

ObicrratioDi  préliminalret.  Principe  général  du  monTrment  applicable , lana 
exception  , A toua  les  problème*  de  Dynamique. 

lo35.  J A I introduit  successivement , dans  les  leçons  de  dynamique  qui 
précèdent , les  nopops  et  les  propriétés  abstraites  qu’on  peut  regarder 
comme  les  matériaux  primitifs  de  la  science  de  l’équilibre  et  du  mou- 
vement , à l’exception  de  deux , qui  sont , \'êtend(te  et  figure  ; il  est 
temps  d’ajouter  ces  deux  propriétés  b celles  que  j’ai  employées  jusqu’à 
présent  ; de  nouvelles  combinaisons,  qui  peuvent  être  variées  à l’infini  , 
vont  fournir  matière  à des  recherches,  souvent  difliciles,  mais  toujours 
intéressantes  et  utiles. 

Je  suivrai,  en  traitant  du  mouvement  des  corps  ou  systèmes  de  corps, 
i 36 
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étendus  ex  figurés , le  m^me  plan  d’exposition  auquel  j’ai  assujéti  la 
tliÉuric  de  Yétiuitilire  de  ces  corjw  , en  considérant  d’abord  la  forme 
comme  invariable , et  supposant  ensuite  qu’elle  peut  varier  sous  di- 
verses conditions;  les  questions,  relatives  à cette  dernière  hypothèse, 
constituent  l’objet  spécial  de  la  quatrième  section  , mais  je  traiterai 
quelques  problèmes  qui  s’y  rapportent,  dans  les  premiers  chapitres  de 
la  présente  section  , afin  de  familiariser  les  élèves  avec  l’usage  du  prin- 
cipe général  do  mouvement. 

Je  m’attacherai  à bien  faire  concevoir  aux  élèves  la  marche  générale 
de  raisonnement  et  d’analyse  qu’il  faut  .suivre  dans  les  éludes  nouvelles 
auxquelles  nous  allons  nous  livrer;  ils  devront , d’altord  , revoir  ce  que 
j’ai  dit  précédemment  (première  partie  du  cours)  sur  les  systèmes  éten~ 
dus , en  général , et  sur  les  équations  de  conditions  auxquelles  leurs 
formes  sont  assujéties,  après  quoi  ils  donneront  une  attention  [larticu- 
lière  au  principe  fondamental  dont  je  vais  faire  l’exposition  et  qui  est 
applicable,  sans  exception,  à tous  les  problèmes  de  dynamique. 

io36.  Quels  que  soient  la  figure  (variable  ou  non),  l’étendue  et  le 
mouvement  d’un  corps  ou  d’un  système  de  corps,  la  vitesse,  dc'signée 
par  U ^ de  l’un  quelconque  des  points  matériels , désigné  par  m , de  ce 
corps  ou  de  ce  système,  doit  être,  h un  instant  déterminé,  modifiée  par 
deux  causes,  savoir:  t®.  Par  l’action  d’une  force  (la  résultante  de  toutes 
celles  qui  sont  censées  appliquées  à la  masse  m)  agissant  dans  une  di  - 
rcction  qu’il  faut,  en  général,  sup|)oser  différente  de  la  direction  de  u, 
et  qui  est  capable  d’imprimer  à m une  vitesse  finie  ou  infiniment  pe- 
tite, désignée  par  a , 2°.  par  la  liaison  du  point  matériel  m aux  autres 
points  matériels  du  système. 

Conijtosant  les  quantités  de  mouvement  um  et  asm  en  une  seule  nu  , 
cette  quantité  de  mouvement  sera  celle  qu’acquererait  la  masse  m , dans 
une  direction  dépendante  des  directions  et  des  valeurs  de  u et  de  a , si 
cette  masse  était  libre  ou  sans  liaison  avec  d'autres  masses  ; mais  par  l’ef- 
fet de  la  liaison  des  parties  du  corps  ou  du  système,  la  masse  m acquiert, 
au  lieu  de  rin  , résultante  de  um  et  am , une  quantité  de  mouvement , 
désignée  par  (urij  dont  la  valeur  et  la  direction  dépendent,  d’une  part, 
des  valeurs  et  des  directions  de  um  et  de  rom  ^ et,  de  l’autre  part, 
du  mode  de  liaison  des  points  matériels  qui  composent  le  système , et 
des  mouvements  de  ces  autres  points. 
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Or,  quelque  soit  la  loi  de  celte  dépendance , on  peut  toujours  ima- 
giner une  quantité  de  mouvement  hm  , laquelle  composée  avec  çm  , 
donnerait  rm  pour  résultante,  de  telle  manière  que  çm  et  hm. , appli- 
quées dans  les  directions  qu'elles  doivent  avoir,  remplaceraient  les  quan- 
tités de  mouvement  uni  et  com , ou  leur  résultante  rm. 

On  a donc,  pour  les  difTércnls  jroints  matériels  m' , m" , etc.  du  corps 
ou  du  système,  des  couples  de  composantes 

çfm!  , k'm< } , h"m"  etc. 

équivalentes  aux  quantités  de  mouvement 

n'm'  , a'm' } n"m"  , €o"m" , etc. 
mais  , par  hypollièse  , q' ni' , ç"m" , etc.  sont  les  seules  qui  doivent 
avoir  lieu , donc  les  autres , savoir  h'm.' , h"m" , etc.  se  détruisent  ou 
se  font  équilibre 

Ayant  les  expressions  analytiques  , connues  ou  inconnues , de  k'm' , 
k''m" , etc.;  on  pourra,  d'après  la  nature  du  système  et  les  principes  de 
la  statique  , énoncer,  par  un  nombre  convenable  d'équations,  les  con- 
ditions de  l’équilibre  entre  V m' , k"m" , etc.  ; et  ces  équations  d’équi  - 
libre,  qui  renfermeront  les  inconnues  du  mouvement,  serviront  à en  dé- 
terminer tous  les  phénomènes. 

loSy.  On  évitera  des  décompositions,  souvent  pénibles  et  embarras- 
santes, en  établissant  immédiatement  les  conditions  de  l’équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement 

u'm' , ro'ni'  ; u"ni" , a''m",c\c. 
prises  dans  les  directions  qu’elles  doivent  avoir,  et  les  quantités  de 
mouvement  qui  ont  lieu. 

^'ni'  J Q"ni"  J etc. 

prises  dans  des  directions  contraires  <t  celles  qu’elles  doivent  avoir.  En 
effet , il  est  manifeste  que  si  les  quantités  de  mouvement  p'm'j  , 
etc.  qui  ont  lieu  étaient  détruites  par  des  quantités  de  mouvement , 
é-galeg  et  directement  opposées,  — p'ni',  — ç"m" ^ etc.  le  corps  ou  le 
système  serait  réduit  k l'état  de  repos  ; donc  les  quantités  de  mouve  - 
ment  u'm' , ca'm'j  u"m" , a" m" , etc.  , tant  existantes  qu’imprimées, 
k l’instant  ob  nous  considérons  l’état  du  système , seraient  détruites  , 
donc  il  doit  y avoir  équilibre  entre  ces  dernières  et  les  quantités  de 
mouvement  — ç'm' , — ç/'m" , etc. 


Ü84  Dynamique  ÉLÊMENTAtRE. 

Le  procédé  que  je  viens  d’indiquer,  ne  diflTère  pas,  dans  le  fond, 
de  celui  de  l’article  précédent,  ils  se  déduisent  K'ciproquenient  l’un  de 
l’autre,  et  chacun  d’eujt  n’est  que  la  conséquence  , dilTéremment  énon- 
cée, des  mêmes  considérations  générales  sur  l’elTet  de  la  liaison  des  par- 
ties d’un  système. 

io38.  J’ai  supposé,  en  énonçant  les  règles  précédentes,  et  afin  de  ne 
rien  omettre  de  ce  qui  constituait  l’état  de  mouvement  du  système,  qu’on 
faisait  entrer,  dans  les  équations  fournies  par  le  principe  général,  les 
vitesses  Unies  actuelles  di's  différenls  cor]»  ou  puials  matériels  de  ce 
système,  lesquelles  doivent,  en  effet,  y être  introduites,  et  s’y  conser- 
ver , lorsque  les  changements  instantanés  de  mouvement  en  dépendent 
ou  en  sont  fonction  ; c’est  ce  qui  arrive  dans  les  phénomènes  du  choc 
des  corps' auxquels  nous  ferons  les  premières  applications  du  principe 
général.  Mais  lorsque  les  puissances , qui  font  varier  les  mouvements 
des  points  du  système,  sont  indépendantes  des  vitesses  actuelles  de  ces 
jioints,  les  inconnues  du  problème  peuvent  se  déduire,  d’après  le  prin- 
cipe général  , des  équations  qui  expriment  les  conditions  d'équilibre 
entre  les forces  motrices  imprimées  et  celles  qui  ont  lieu,  ces  dernières 
étant  prises  avec  des  sens  d’actions  opposés  à ceux  suivant  lesquels  elles 
agissent  réellement  ; il  est  évident , en  effet,  que  si  on  faisait  agir,  en 
même  temps,  ces  deux  systèmes  àe forces  motrices , dans  les  directions 
que  je  leur  attribue,  aucune  variation  de  vitesse  n’aurait  lieu,  l’état  de 
mouvement  du  système  de  corps  ne  changerait  pas,  et,  qu’ainsl,  les  con- 
ditions de  l’équilibre  existeraient  entre  les  deux  systèmes  de  forces.  Rien 
n'empèche  , cependant , qu’on  n’introduise  , si  on  le  veut , les  vitesses 
finies  actuellts  dans  les  é'quations  d’équilibre,  mais  elles  s’éliminent 
d’elles- mêmes  dans  les  réductions  des  expressions  analytiques,  et  j’en 
donnerai  un  exemple. 

Nous  voilà  en  possession  d’un  principe  applicable  aux  ch.ingemenls 
instantané's  quelconques,  finis  ou  infiniment  petits,  qui  peuvent  avoir 
lieu  dans  le  mouvement  d’un  système,  au  moyen  duquel  nous  pourrons 
toujours  ramener  les  cas  du  mouvement  à des  cas  d’équilibre.  Bin  com- 
binant ce  prineipe  avec  celui  des  lûtesscs  'virtneUcs , il  n’est  aucun 
problème  de  dynamique  qu’on  ne  puisse  mettre  en  équation , et  sous  ce 
point  de  vue,  la  science  du  mouvement , comme  celle  de  X’èquUibrCf 
tic  laisse  rien  à désirer. 


lïrgiTJ.'iJT:,  CltTogU 


Section  troisième. 


180 

Ricinple»  de  l’appUcelion  du  principe  général  du  mouvrmrnt , au  choc  des 
corps  jouissant  d'un  degré  quelconque  d'élaslicité. 

loSç.  je  vais  faire  une  première  application  du  principe  général  du 
mouvement  aux  problèmes  fondamentaux  résolus  article  708  cl  suivants. 
Ces  problèmes  se  rapportent  aux  phénomènes  du  choc  de  deux  points 
matériels  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite  ; leurs  distances 
sont , en  général  , variables,  soit  avant  soit  après  le  choc,  mais  le  cas 
de  la  parfaite  dureté , peut  être  ramené  k celui  des  systèmes  de  forme 
invariable  , en  supposant  que  les  corps  sont  en  contact  au  moment  où 
on  leur  imprime  les  vitesses  en  Vertu  desquelles  ils  doivent  agir  l’un 
sur  l’autre,  pour  prendre,  après  ces  actions  réciproques,  une  vitesse 
commune.  On  y ramène  aussi,  fort  aisément , comme  on  le  verra  ci- 
après,  le  cas  de  l’élasticité  de  degré  quelconque. 

Soient,  comme  aux  articles  768  et  suivants,  M'  et  A/"  les  masses 
de  deux  corps,  ou  points  matériels  parfaitement  durs,  qui  se  meuvent, 
sur  une  même  ligne  droite , avec  des  vitesses  respectives  y et  + de 
manière  à se  rencontrer,  les  quantités  de  mouvement  y'M'  et  + y'M" 
étant  supposées  telles  que  la  vitesse  commune  v,  après  le  choc,  ait 
lieu  dans  le  sens  de  f".  Si  on  suppose  que  les  deux  corps  soient  en  con- 
tact au  moment  oii  ils  reçoivent  les  vitesses  f"  et  F")  ce  qui  ne  change 
rien  au  problème  et  aux  conséquences  k tirer  de  sa  solution  , on  a 
article  io36,  ;s'=o,  «"=07  cJ=V'  ,e>"=V"  i ^'  = ^/^=eet  d’a- 
près le  principe  général , article  1087 , l’équilibre  devra  exister  entre  les 
ejuantités  de  mouvement  VM' , PV"M" , — vM' , — vM",  ou  h'urs 

é(|uivalentes  { V — v)  M' , et  ( + F" — e)  les  mouvements  ayant 
lieu  sur  une  même  ligue  droite,  ce  qui  donne,  article  756,  l’équation 
( F'—  e)  M'  + ( + F"—v)  M"=  O , d’où  l’on  déduit  celle  de  l’art.  7,58. 

1040.  On  a vu,  article  762  que  cette  équation  avait  lieu  entre  deux 
cor|)S  jouissant  d’un  degré  quelconque  d’élasticité,  avant  que,  par  rcflTet 
de  cette  élasticité,  les  corps  se  séparassent;  ils  ont  donc,  au  moment 
où  cet  effet  se  produit , une  vitesse  commune , et , d’après  ce  qui  est 
expliqué  aux  articles  762  et  768,  chaque  corps,  en  vertu  de  son  élas- 
ticité, a une  tendauce  à s’éloigner  de  l’autre  avec  une  vitesse  égale  à 
ta  partie  de  la  quantité  de  mouvement  qu’il  a [rcrdtie,  en  le  choquant, 
divisée  par  sa  masse,  et  dont  le  rapport  à la  quantité  totale  a été  sup- 
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posé  celui  de  « : i , le  nombre  n étant  < i ; on  a donc  , en  considé- 
rant isolément  le  corps  M' , au  moment  où  l’élasticité  produit  son  effet, 
faisant  attention  que  la  quantité  de  mouvement  consommée  par  ce 
corps  dans  le  choc,  laquelle  peut  être  considérée,  en  ce  moment,  comme 
une  impulsion  qui  tend  à lui  donner  un  mouvement  rétrograde , est 
(P' — e) , on  a,  dis- je,  « = Vj  o = — n {P" — v) , ç — t/  ( Je  dé  - 
signe  par  , comme  aux  articles  cités,  la  vitesse  finale  de  M')  et, 

d'après  l'article  loSy,  on  obtient  l'équation  d’équilibre 

— — M'n{P" — e)  = o , de  laquelle  on  déduit  la  première 

équation  (i)  de  l’article  768. 

On  a,  pour  le  coqjs  M",  que  l’impulsion  représentative  de  l’effet  de 
l’élasticité,  pousse  dans  le  sens  suivant  lequel  le  mouvement  actuel  du 
système  animé  de  la  vitesse  a lieu,  //  = ra  = n f'’"),  p = 
(Je  désigne  par  la  vitesse  finale  de  M")  ce  qui  donne  l’équation 
d’équilibre  — M"\v'  + vM’’  M"  n{v'^  F")  =:  o,  ou  la  seconde  équa- 
tion (i)  de  l’article  768. 

On  remarquera  que  les  raisonnements  fondés  sur  l’hypothèse  du  plan 
mobile,  des  articles  760  et  76s,  reviennent,  au  fond  , k ceux  que  nous 
venons  de  faire  immédiatement  d’après  le  principe  général  du  mouve- 
ment, et  conduisent  aux  mêmes  équations  d’équilibre  obtenues  dans  te 
présent  article  et  dans  le  précédent.  Les  questions  que  nous  allons  trai- 
ter, feront  sentir,  plus  particulièrement,  le  grand  avantage  qu’a  l’em- 
ploi du  principe  général  , sur  les  divers  artifices  de  raisonnement  dont 
on  peut  s’aider  pour  les  solutions  des  problèmes. 

Mouvement  de  deux  corps  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossés , en  suppo- 
sant que  l’un  de  ces  corps  , qui  descend  , détermine  l’ascension  de  l’aulrc, 
par  rintermede  d'un  treuil,  et  en  ayant,  ou  non,  égard  au  frottement. 

1041.  Je  vais,  pour  donner  un  second  exemple  de  l’application  du 
principe  général  du  mouvement , résoudre  le  problème  des  articles  788 
et  suivants , en  substituant , pour  rendre  la  solution  plus  générale,  à la 
poulie  sur  laquelle  passe  le  fil  qui  unit  les  deux  corps,  un  treuil,  dont 
l’axe  horizontal  serait  parallèle  k la  ligne  d’inlerscclion  des  deux  plans, 
le  corps  /»',  qui  par  son  mouvement  de  descente  détermine  l’ascen- 
sion du  corps  /n"j  étant  attaché  au  fil  enroulé  sur  la  roue  du  treuil , 
tandis  que  le  fil  qui  lient  le  corps  m"  s’enroule  sur  l’arbre.  On  supjiose 
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d’ailleurs  le  systtme  disposé  de  manière  que  chaque  fil  suit  parallèle  au 
plan  sur  lequel  se  meut  le  corps  que  tient  ce  fil,  on  n'a  aucun  égard  aux 
déviations  latérales  dues  aux  enroulements  et  aux  dcroulemcnls , et  les 
masses  des  fils  et  du  treuil  sont  censées  n’avoir  pas  une  innuence  sensible 
sur  le  mouvement. 

Désignant  par  A ex.  a , respectivement , le  rayon  de  la  roue  du  treuil 
et  celui  de  l’arbre,  et  conservant  d'ailleurs  la  notation  des  articles  cités, 
je  remarque  qu’après  le  temps  /j  la  vitesse  du  corps  /«"  ne  sera  pas  e 

comme  celle  du  corps  An',  mais e 7 à ce  même  instant,  le  corps 

m' , animé  de  la  vitesse  v , éprouve,  en  outre,  de  la  part  de  la  pesan- 
teur, une  action  qui , s’il  n’était  pas  lié  à l’autre  corps,  ajouterait,  dans 
le  sens  de  son  mouvement  actuel,  à sa  vitesse  v,  une  vitesse  élémen- 
taire sin.  ff , ensorle  que,  sans  cette  circonstance,  la  vitesse  ('devien- 
drait sin.  ff,  mais,  k cause  de  la  liaison  des  deux  corps, 

l’incrément  effectif  dv  diffère  de  l’incrément  hypothétique  gdt  sin.  ff. 

Pareillement,  sans  la  liaison  dont  je  viens  de  parler,  la  vitesse  ac- 


tuelle V , de  M" , deviendrait  v — ede  sin.  ff' . et  sa  variation 
A A 

réelle  est  une  quantité  élémentaire  — — dv  différente  de  gdl  sin.  ff' , 


soit  par  la  quantité  soit  par  le  signe. 

Ainsi,  d’une  part,  les  quantités  de  mouvement,  tant  actuelles  qu'im- 
primées, au  bout  du  temps  t , sont,  pour  le  corps  m' , m'  (e-f  ^<//sin.  ff). 

et , pour  le  corps  m" , m"  ( 0"y 


D’une  autre  part  les  quantités  de  mouvement  qui  auront  effective- 
ment lieu , eu  égard  à la  liaison  des  parties  du  splême,  seront //j'(v-p(/e), 

m"  (v-p^e),  et,  d’après  le  principe  général,  article  1087,  ces  der- 


nières , prises  dans  un  sens  contraire  à celui  de  leurs  actions  réelles  , 
doivent  faire  équilibre  aux  premières,  et  les  conditions  de  cet  équilibre, 
d’après  le  mode  de  composition  du  système  et  les  principes  posés  dans 
la  première  partie  du  cours,  s’énoncent,  articles  368  et  suivants,  par 
une  équation  unique  exprimant  l’égalité  k zéro  de  la  somme  des  moments 
par  rapport  k l’axe  fixe , on  a donc , en  faisant  les  réductions  relatives 
aux  termes  qui  se  détruisent , lesquelles  réductions  font  disparaître  les 


1 
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tprmrs  renri-nnant  la  vitesse  finje  actuelle  Vj  ainsi  que  cela^oit  étre^ 

article  io38, 

Ani'^gdt  sin.  ff — dv)  — amf'^gdl  sin.  ff'  + dj^  = o 

il’où  on  déduit  la  valeur  suivante  de  la  force  accélératrice  du  corps  m' 
dv  Agl^Am'  sin.  ff — am"  sin.  ff'  ) 
dl  A*  m!  -\r  a*  m" 

la  force  accélératrice  du  corps  m"  étant  égale  au  produit  de 

celle  qu'on  vient  de  trouver  par  le  nombre-^  , c’est-à-dire 

ayant  pour  valeur  Ç La  viteue  de  m'  est 

dd  ag{Am' im.ff — am." tvn.â") 

yrit 


(-) 


jdésignée  par  /=  —7'' 


A^m'  + a^rir  ( — ^ 

1042.  Si  on  imagine  un  point  placé  à l’unité  de  distance  de  l’axe  du 
treuil , et  lié  à ce  treuil,  de  manière  à avoir  un  mouvement  de  rotation 


commun  avec  lui,  la  vitesse  du  point  dont  il  s’agit  sera ou 


, et 


, , . , gtlAm'i.ff — am"s.ff') 

au  boutdu  temps/cettevitesseaurapourvaleur^-— i — '"+~â — " 

la  vitesse  initiale , ou  correspondante  à / = o étant  supposée  nqlle  ; c’est 
à l’égard  du  treuil  , l’expression  de  ce  que  nous  avons  appelé , article 
897  , vitesse  angulaire  j la  force  accélératrice  angulaire  se  déduit 
de  l’une  ou  l’autre  des  équations  (i),  en  divisant  chaque  membre,  ou  par 

. , glAné  — a/n"  sin.  tf")  , ^ 

A ou  par  a , et  a pour  valeur , -S-i — ^ -, t. — c est  - 

* * Asm'Jra^ni" 

à -dire  la  somme  des  moments  des  forces  motrices  imprimées,  divisée 

par  la  somme  des  produits  qu’on  obtient  en  multipliant  chacun  des  corps 

ou  points  matériels  m’  et  m"  par  le  quarré  de  la  distance  à laquelle  il 

se  trouverait  de  l’axe  du  treuil , si  il  était  posé  sur  ce  treuil , au  point 

d’où  s’échap|X'  la  corde  qui  le  tient  attaché.  Ces  expressions  seront  bicq- 

tôt  présentées  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1043.  Si  on  supjrose  que  les  corp  m'  et  m"  exercent  sur  leurs  plans 

respectifs  des  frottements  proportionnels  aux  pressions  normales,  ces 

frottements  devront,  conformément  aux  explications  données  dans  la 

quatrième  section  de  la  première  partie  , être,  comme  à l’article  785 , 

assimilés 


T-rrrngh 
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assimiles  à des  forces  ayant  pour  expressionsy///'^  cos.  ff  ,Jin" g cosi  ff' , 
(y étant  la  tangente  de  l’angle  du  frottement,  ou  le  rapport  du  frot- 
tement à la  pression),  dont  l'efFet  serait  de  diminuer  les  vitesses  actuelles 
V et  et,  en  conséquence  il  faut,  aux  quantités  de  mouvement,  tant 


actuelles  qu’imprimées,  m'  {y-\-gdnt\n.  0')cl  ni"  (-T 

substituer  m' j v -\-gdl  (s.  0' — ^yc.  ^)  | et  r/i"|  v — gdt  (s.  +yc.  0"^j 

et  on  aura  les  valeurs  de  et  — applicables  au  cas  dont  il  s’agit. 


en  remplaçant  simplement,  dans  les  équations  (i)  de  l’art.  1041, sin.  ^ 
par  sin.  ff — f cos.  ff  et  sin.  â"  par  sin.  ff'  f cos.  ff' . 

1044.  La  force  accélératrice  étant,  pour  chacun  des  cas  examinés  dans 
les  trois  articles  précédents,  égale  au  produit  de  la  force  accélératrice 
g,  due  à la  pesanteur,  par  une  quantité  constante,  le  mouvement  est 
uniformépient  varié,  et  les  phénomènes  de  ce  mouvement  se  détermi- 
neront en  substituant , dans  les  formules  données  art.  696  et  suivants  , 
à g , le  produit,  de  cette  quantité  g,  par  la  constante  dont  nous  venons 
de  parler. 

» 

Mouvement  de  deui  corps  pesants  ratpmdiis  respectivement  % la  roue  et  l> 
l'arbre  d’un  treuil , en  ayant  egard  4 Ia  masse  du  treuil  et  à celles  des  cordes. 


1045.  Le  problème  dont  je  vais  donner  la  solution,  dans  ce  chapitre, 
fournira  aux  élèves  un  sujet  d’exercice  fort  instructif,  et  les  conduira  à 
des  résultats  extrêmement  utiles  par  les  conséquences  qu’on  en  tire. 

• L’axe  horizontal  d’un  treuil  ayant  une  position  fixe , et  la  machine 
pouvant  tourner  librement  autour  de  cet  axe,  deux  cordes  pesantes,  dont 
l’une  s’enroule  autour  de  la  roue  et  l’autre  autour  de  l’arbre,  tiennent, 
respectivement,  suspendus  deux  corps  pesants,  m'  et  m" , les  masses  de 
ces  corps  et  leurs  distances  , au  plan  vertical  passant  par  l’axe , étant 
telles  que  le  corps  ///',  suspendu  à la  roue,  est  prépondérant,  et  déter- 
mine , par  sa  descente  , l’ascension  du  corps  //r"  suspendu  k l'arbre.  Or 
le  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde,  qui  tient  le  corps  m'  suspen- 
du , s’ajoute  au  poids  de  ce  corps  pour  faire  monter,  tant  le  corps  m" , 
que  la  partie  verticale  de  corde  qui  le  tient  suspendu  à l’arbre;  lesloq- 
ï 37 
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gueOrs  et  les  poids  de  ces  parties  verticales  varient  continuellement,  et 
des  portions  de  corde,  enroulées  sur  la  roue  et  l’arbre,  fournissent  des 
mopienls  par  rapport  à l’axe  ; enfin  la  masse  du  treuil  et  des  cordes 
f]ui  l’enveloppent,  consomment,  pour  leur  mouvement  de  rotation,  une 
certaine  quantité  de  force  motrice. 

11  s’agit  d’avoir  égard  à ces  diverses  circonstances  dans  la  détermina- 
tion des  phénomènes  du  mouvement,  et  je  vais  d’abord  donner  des  signes 
aux  quantités  qui  entreront  dans  le  calcul. 

1046.  Masse  suspendue  à la  roue,  et  qu’on  suppose  prépondé- 
rante, représentée  par tn' 

Masse  suspendue  à l’arbre  et  dont  m’  détermine  l’ascension , 

par  son  poids m" 

Masse  de  l’unité  de  longueur  de  la  corde ' . . fi 

Masse  d’une  des  molécules,  soit  du  treuil,  soit  des  parties  de’ 
cordes  enroulées  au  premier  instant  du  mouvement  , laquelle  ' 
masse  est  censée  variable  d’un  point  à l’autre  du  système  . . . dm 


Distance  de  la  molécule  dm  à l’axe  du  treuil f 

Rayon  de  la  roue /t 

Rayon  de  l’arbre  . . . 


Distance  au  plan 
horizontal  passant 
par  l’aie  commun 
de  la  roue  et  de 
l’arbre. 


du  corjrs  m 


'I 


du  corps /n" 


pointi  de  la  circonférence. 


lorsque / = o . . 

. . . . a 

au  bout  du  temps  l 

. . . a+z 

lorsque  / = o . . 

au  bout  du  temps  t 

..  b ^ Z 

depuis  l de  la  roue  . 
‘ un  des  ^ 

. n(^2.n.T+o?) 

( de  l’arbre  . 

. r(in  ^+a) 

3t  est  la  demi-circonféreDce  dont  le  rayon  ; n est  lo  nombre  do 
circonférences  entières  » et  o 1a  portion  de  circonférence,  rapportée 
au  rayon  = 1 , qu^il  faut  ajouter  ^ xn  ST  pour  avoir  Tanglc  total  décrit 
par  le  point  dont  il  t’agit.  On  placera  Voriginc  de  49  à rextrémité  du 
diamètre  horizontal  de  la  roue,  du  coté  du  corps  m\  et  Ict  fo  positifs 
seront  comptés  daot  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  cette  roue. 


Temps t 

Vîlesse  du  corps  m*  au  bout  du  tcnipe  v 

Force  accélératrice  de  la  pesanteur g 


O 
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Je  suppose  , pour  plus  de  simplicité  et  pour  fixer  les  idées,  qu'On  a , 
au  premier  instant  du  mouvement,  t — o,  v = o,  i — o et  que,  de  plus, 
à ce  premier  instant,  il  y a un  nombre  exact  de  circonférences  de  cordes 
enroulées  sur  la  roue  et  une  demi-circonférence  enronléc  sur  l’arbre  au- 
dessus  du  plan  horizontal  passant  par  l’axe. 

Au  bout  du  temps  toutes  les  parties  du  système  ont  dilTérenlcs  vi- 
tesses, dont  les  rapports,  avec  la  vitesse  v du  corps  t/t' j sc  déduisent 
du  mode  de  composition  de  ce  système,  et  qui  sont  modifiées  par  la 
pesanteur,  laquelle  tend  k imprimer  aux  points  matériels  animés  de 
res  vitesses  , des  quantités  de  mouvement  élémentaires  savoir, 

1®.  Corps /»' et  masse/i  de  la  partie  ver-  ■ . 

ticale  de  la  corde  il  laquelle  il  est  suspendu  . . + 

2°.  Corpsm"ct  masse, x((  i> ^ z | de  la  par- 

\ " J ( r r \ 

tic  verticale  de  la  corde  à laquelle  il  est  suspendu. — -zj 

3®.  Masse  du  treuil  et  parties  de  cordes  enrou- 
lées sur  un  nombre  exact  de  circonférences,  pour 
ce  qui  concerne  la  roue,  et  auxquelles  il  faut  ajou- 
ter, pour  ce  qui  concerne  l'arbre,  la  dcmi-cir- 
conférence  enroulée  au  premier  instant  du  mou-  • 

vement,  le  tout  formant  un  système  sur  lequel  les 
actions  de  la  pesanteur  s’annullent  réciproque. 

ment,  ou  qui  peut  être  regardé  comme  non  pesant . se'ro, 

4®.  Longueur  H (ajr — f»)  de  corde  enroulée 
sur  la  roue,  et^e  faisant  pas  partie  de  celle  qui  est 

enroulée  sur  un  npmbre  exact  de  circonférences.  . . gi//,  — ra) 

5®.  Longueur  rcj  de  corde  enroulée  sur  l’arbre 
et  sc  trouvant  dans  le  même  cas  que  la  précédente, 
quant  aux  circonférences  entières  et  à la  démit 

circonférence  Initiale i ‘ : gdt.rfta 

Les  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  'ont  lieu,  et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  les  variations  eflTectivcs  de  vitesses,  sont  ; 

I®.  Corps m' et  masse^(a-bi)  de  la  partie  ver- 
icale  de  la  corde  à laquelle  il  est  suspendu.  . . . \m' n{ii-{-z)\dv 

2®.  Corps  i»"et  masse  (Ab — z ) de  la  par- 

RJ  ( * / "xl  r 

lie  verticale  delà  corde  à laquelle  il  e8t8uspendu.-|^/»"^^|^^ — 


39a  «DyNAMIQ  VE  ÉLÉMENTAIRE. 

3®.  Masse  du  treuil  et  des  parties  de  corde  qui 
se  trouvaient  enroulees  au  premier  instant  du 
mouvement,  en  supposant  que  cette  masse  n’ait 

pas  varié,  qu’on  peut  mettre 


sous  la  forme  la difTcrentiellci/j', 

qui  se  rapporte  au  temps,  et  qui  est  une  quantité 
commune  à tous  les  éléments  de  masse  d m , pou- 
vant être  mise  hors  du  signe  Z,  qui  se  rapporte 
& la  composition  géométrique  et  physique  du 
Système. 

Cette  intégrale-^  Z (fdm)  doit  être  dimi- 


nuée de  la  quantité  ^ ft  {s,  it  jr  + <0)  di>j  et  aug- 
mentée de  la  quantité  «r  (an  .-r  -(-  «) 

pectivement,  ]>our  la  partie  de  corde  qui  s’est 
déroulée  de  la  roue,  et  pour  celle  qui  s’est  en- 
roulée sur  l’arbre;  et  on  a pour  cette  partie  des 
quantités  élémentaires  de  mouvement  imprimées 


en  faisant  attention  que  an^T+<o=.^.  * 

En  vertu  du  principe  général,  les  conditions  de  l’équilibre  doivent 
exister  entre  les  quantités  élémentaires  de  mouvement  imprimées,  et 
celles  qui  ont  lieu  , ces  dernières  étant  supposées  agir  dans  des  sens 
contraires  à ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d’après  la  nature  du 
système,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seide  équation  énon- 
çant l’égafité,  à zéro,  de  la  somme  des  moments  prise  par  rapport  h 
l’axe  de  rotation.  Je  vais,  d'abord,  chercher  les  moments  de  quantités 
de  mouvement  élémentaires  gdt  U (t  (a.-r — o)  et  gdt  r/io.  ^ 
Les  arcs  R {p.rr — a>)  et  rca  ont  chacun  une  de  leurs  extrémiti-s  dans  le  plan 
horizontal  passant  par  l’axe,  et  leurs  cordes  ont  pour  valeurs  respectives» 
! 


SlCTlOM  TROISliME. 


a /Jsin.  —et  srsin._^Lecentre  de  gravité  de  /?(arr — o)est,art.  809, 

/?.a/Jsin. — iRsin.— 
a . a 

il  une  distance  de  l’aie  de  la  roue  égale  à -=-7 : ou  U 

° R^ijr — a)  a ;T — a 

et  ce  centre  étant  placé  sur  un  rayon  qui  fait,  avec  l’horizon,  un  angle 
^Ka^-r — o),  sa  distance  au  plan  vertical  passant  par  l’axe  de  ro> 


„ . fo  i.)r — O 

a rt  sin. — .cos. 


CO  CO 

aétsin. — cos. — 
a a 


talion  sera  - 


R sin.  Cl' 
s.  JT — ta 


et  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire^///éî^(air — ci) 

sera — gdt.Ra  (air — o).  ou — gJl.R^ ftiia.  ci, on  trouvera, 

par  un  raisonnement  et  un  calcul  semblables,  que  le  moment  de  la  quan- 
tité de  mouvement  élémentaire ^rf/.r^uci,  a pour  valeur  sin.  <0, 

D’après  la  manière  dont  la  question  est  posée,  et  d’après  les  don- 
nées initiales,  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire 
gdt  { m'  +//  (a  -f  s)  } étant  pris  positivement  , la  somme  des  deux 
moments  qu’on  vient  de  trouver  doit  être  n^ative  ou  positive,  respec- 
tivement, suivant  qu’on  au ra ci <ir  ou  ci  >ir,  et,  de  plus,  nulle  dans 
le  cas  de  R = rj  ces  conditions  sont  évidemment  satisfaites  ]iar  la 
valeur  — fc{R* — t*)  gdl  sin.  ci;  mais,  vu  l'égalité  des  longueurs 


i et  R (a«  ir+ft>)  et  des  sinus  des  arcs  a/i.T+ci  et  ci,  on  a sin. ci sin. 

en  prenant  positivement  si  ou  négativement  si  zZJi.r; 

et  la  somme  des  deux  moments  ci  - dessus  déterminés  devient 


— a(/?* — r^)  gdt 

R k 

1047.  Ainsi  l’équation  d'équilibre  à poser  en  vertu  du  principe 
général  et  d’après  la  nature  du  système  sera  • 
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-- ^ { -s  (P*'/"')  - 


liranl  la  valeur  de  réduisant  et  faisant,  pour  abréger 
dt 

m' ■>rua=p'\mf' ^ = A’ ; (/?»  — r*)  =n»  ou  a 


r^Jip'~~rp"  +pÇaz  — /i^  sin.  | 


■ Bdt  R^p'  + r^p"  + dm  ) 

telle  est  l’expression  de  la  force  accélératrice  de  mf , qui  n’est  variable, 

qu’à  raison  du  terme  — n*  sin. ou  de  l’introduction  du  poids 

de  la  corde  dans  le  calcul,  le  terme  S (p*dm),  qui  se  rapporte  à la 
masse  du  treuil  , exprimant  une  intégrale  définie , ou  une  quanlilc 
déterminée  et  constante.  Ainsi  lorsque  le  poids  ^ de  l'unité  de  longueur 
de  la  corde  sera  très -petit,  le  mouvement  pourra  être  considéré  comme 
un  mouvement  uniformément  varié , même  çn  ayant  égard  au  poids 
du  treuil. 

1048.  Multipliant  le  premier  membre  de  l’équation  (..^)par  v et 
le  second  membre  par  la  valeur de  v,  intégrant  et  déterminant  la 

a t 

constante  dans  l’bypothèse  des  valeurs  simultanées  e=o,x  = o,  on  a 

+i“  I T * ^ — cos.  I J 

{K)  ...  V*—  + 

Si  on  néglige  le  terme  multiplié  par  p,  la  vitesse  v sera  proportionnelle 
b la  racine  carrée  de  l’espace  z parcouru  par  le  corps  P. 
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1049.  mettant  l’équation  (yi)  sous  la  forme 

/iv  dw  . ■ « 

— ; A sin.  , 

dt  dt  , R 

on  voit  que,  depuis  la  valeur  s—’iRnir,  jusqu’à  la  valeur 


i = /f  (,r+2n  .r),  la  quantité  y/ sin.  — dont  le  maximum  répond  à 


i==^(x.T+ a/!.T),  est  continuellement  soustractive,  sin.  ^ ne  cessant 

R 

^pas  d’être  positif  entre  ces  deux  limites;  d’où  il  résulte,  quant 


à ce  qui  concerne  jjarticulièrement  le  terme  sin.  une  diminution 


continuelle  de  vitesse,  commençant  à la  première  limite,  et  atteignant 
Son  maximum  k la  seconde. 

Des  effets  absolument  contraires  ont  lieu  dejxiis  la  1 imite  j={.t  + 2«.t)/î 
jusqu’à  la  limite  a=(â.T+  s«.t)  R,  les  di  minutions  tant  de  la  force  accéléra- 
trice que  de  la  vitesse  se  changeant  en  accroissements,  parce  que  entre  ces 

limites  sin  négatif,  ce  qui  rend  additif  le  terme  A .sin..^dc  sous- 

tractif qu’il  était. 

Ces  résultats  peuvent  aussi  se  déduire  tant  de  l’e.xamen  des  positions 


des  portions  de  cordes  enroulées  qui  donnent  le  terme  A 


du  mode  de  variation  du  ferme  Rn*  (l-COS.Aj  de  l’équation(fi), 

lequel,  à partir  de  sa  valeur  zéro,  qui  a lieu  lorsque  z = z Rii  ir,  va 
continuellement  en  croissant  depuis  cette  limite  jusqu'à  la  limite 
2u  .t)  , après  quoi  il  diminue  depuis  celle-ci,  jusqu’à  la 
limite  i = R(^Jr-^-a.n.7). 

loôo.  J’ai  introduit,  dans  l’analyse  du  problème  quC  je  riens  de 
résoudre,  les  poids  des  fractions  de  circonférences  de  cordes  qui  four- 
nissent des  moments  par  rapport  à l'axe,  afin  d’en  rendre  l’étude  plus 
utile  aux  élèves,  mais,  les  poids  de  ces  portions  de  cordes  ont,  en  géné- 
ral, une  si  petite  influence  sur  le  mouvement,  qu’on  peut  les  négliger 
sans  erreur  sensible  ; dans  ce  cas  la  valeur  de  la  vitesse  prend  la  forme 
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• . .... 

)'  = d’où  on  doduit  dt  = y S 

intégrant  cette  équation  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
des  valeurs  simultanées  / = o et  s = o. 

(3) . . . ,>^c~  log.  [£±ii£i±.^-ï±M!.] 

(Vovf'z  le  calcul  intégral  de  Lacroix,  article  i6i). 


Théorie  de  la  machîoe  d^Atwood,  en  faisant  entrer  on  considération  la  niasKc 
de  la  corde  ou  du  Hl  et  celle  de  la  poulie.  ^ 

io5i.  Après  avoir  donné,  art.  790  et  suivants,  la  théorie  de  l’utile 
» et  ingénieuse  machine  d*Atwood(*),  j’ai  fait  voir,  art.  8ia  et  suivants, 
comment  on  pouvait  l’employer  à vérifier,  par  l’expérience,  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Dynamique.  II  est  convenable,  en  faisant  un  usage 
aussi  important  de  cette  machine,  de  ne  pas  laisser  le  moindre  sujet 

(*)  Je  crois  qu’il  est  convenable  de  faire  connaître  aux  élevés  quciquea 
particularités  de  la  vie  d*un  homme  qui  a enrichi  les  sciences  physiques  et 
mathématiques  <Tunc  invention  également  curieuse  et  utile.  Voici  sa  notice 
biographique,  extraite  d'un  nouveau  Dictionnaire  Historique,  dont  on  n*a 
encore  publié  que  quelques  volumes  \ 

• Atwood  (Geor^s)  physicien  anglais,  né  vers  1745,  étudia  a Pccole  de 
■ Westminster  et  au  collège  de  la  Trinité  de  Cambridge,  où  ü fut  ensuite 
m professeur.  Le  célèbre  Pitt  ayant  assisté  k un  cours  de  physique  qu’il  faisait , 
« connut  une  si  grandé  idée  de  tes  talents,  qu’il  l'employa  dans  le  ministère 
m des  finances.  Ce  ministre  lui  fit  obtenir  une  pension  qui  s’éteignit  à sa  mort  , 
« arrivée  en  1806,  un  an  avant  celle  d’Alwood.  Ses  ouvrages,  écrits  en  anglais, 
» Sont  : Traité  sur  le  mouvement  rectiligne  et  la  rotation  fies  corps,  avec  une 
« fUscription  d'expériences  relatives  â ce  sujet.  1784.  On  se  servit,  pour  ces 
« expériences,  d’une  machine  très -ingénieuse , inventée  par  Atwood  , et  qui 
a porte  son  nom.  On  la  trouve  dans  tous  les  cabinets  de  physique,  où  elle 
« sert  fc  démontrer,  par  expérience,  les  lois  de  la  chûle  des  corps,  a^  Analyse 
•»  ctun  cours  sur  les  principes  de  Ui  Physique  fait  à ^université  de  Cambridge, 
K i'n-8^.  1784.  L’auteur  ne  sc  montre  pas  moins  savant  dans  cet  ouvrage  que 
« dans  le  précédonl.  3®  Recherches  fondées  sur  la  théorie  du  mouvement  pour 
« déterminer  l<^s  temps  des  vibrations  ^ des  balanciers^  des  horloges  dans  les 
<>  Trans.  philos,  et  analysées  dans  la  Btbliolh.  Britt.  de  Genève,  tome  H des 
« Sciences  et  Arts,  iî— r.  y, 

cl’objrction 
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d’objection  contre  les  conséquences  tirées  des  observations.  Je  vais,  d'après 
ces  motifs,  présenter  sa  théorie  d’une  manière  plus  complète  que  je 
ne  l'ai  fait  aux  articles  ci -dessus  cités,  en  introduisant,  dans  l’analyse, 
les  masses  de  la  corde,  du  fil,  et  de  la  poulie,  négligées  dans  ces  ar- 
ticles; on  [tourra  ainsi  dégager  les  calculs  des  anomalies  dues  à ces 
masses,  mais  on  reconnaîtra  qu’une  partie  de  ces  anomalies  est  si  faible, 
lorsque  la  machine  est  bien  construite  , qu'elle  n’a  pas  d’influence 
sensible  sur  les  résultats. 

Je  |K)urrai$  déduite  immédiatemeut  les  formules  qui  donnent  les 
phénomènes  du  mouvement,  dans  la  machine  d’Atwood,  de  celles 
auxquelles  je  suis  parvenu  dans  la  solution  du  problème  de  l’art.  104.^, 
mais  il  est  convenable,  pour  l’intérêt  de  l’instruction,  de  chercher  ces 
formules  sans  égard  à ce  qui  précède , sauf  à examiner  ensuite  leur 
accord  avec  celles  des  art.  t047  1048. 

I0Ô2.  La  composition  du  système  étant  celle  qui  est  décrite  h l’ar- 
ticle 790,  soient 

La  masse  suspendue  k une  des  extrémités  du  fil , et  qui  est 

supposée  prépondérante,  égale  à., m' 

La  masse  suspendue  à l'autre  extrémité  du  fil  dont  l’ascension 

est  déterminée  par  la  descente  de  m' m" 

La  masse  de  l’unité  de  longueur  de  la  corde /t 

La  masse  d’une  des  molécules  soit  de  la  poulie,  soit  de  la 

portion  de  la  corde  qui  c>t  enroulée  sur  cette  poulie, J/n 

La  distance  de  la  molécule  J/n  k l’axe  de  la  poulie (> 

Le  rayon  de  la  poulie ü 

Le  temps t 

La  vitesse  commune  de  //>'  et  rn"  au  bout  du  temps  / v 

La  force  accélératrice  de  la  pesanteur. g 


Distance  au  plan 
horizontal  passant 
par  l’axe  de  la  pou- 


du  corps  /n’ 
du  corps  /n" 


lorsque  t—o a 

au  bout  du  temps  t a-ps 

lorsque  r = o. b 

au  bout  du  temps  t b — 3 


La  corde  peut  être  enroulé'c, autour  delà  poulie,  ou  sur  undemi.tour, 
QU  sur  un  nombre  quelconque  de  tours  plus  un  demi  ; dans  l’un  et  l’autre 
cas , les  actions  de  la  pesanteur  sur  le  système  entier  de  la  [xiulie  et 
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de  la  partie  de  corde  enroulée  se  détruisent  réciproquement,  de  sorte 
qu’on  peut  regarder  ce  système  comme  non  pesant,  en  n’ayant  égard  qu’k 
son  inertie,  en  vertu  de  laquelle  il  consomme  une  portion  des  forces 
motrices  imprimées  k m' , m"  et  aux  parties  verticales  de  la  corde. 
Nous  n’avons  point  ici,  comme  dans  le  problème  de  l’art.  1046,  des 
parties  de  corde  enroulées,  dont  les  centres  de  gravité  ne  passent  pas 
par  l'axe. 

Je  suppose  qu’au  premier  instant  du  mouvement  on  a /=o,  e=:o,  ;=o, 
et  passant  <1  l’évaluation  des  quantités  de  mouvement  élémentaires 
imprimées  par  la  pesanteur  au  bout  du  temps  t , j’ai 
I*.  Masse  m'  et  masse  de  la  partie 

verticale  de  la  corde  k laquelle  m'  est  suspendue  g-c/ / \ m' -t- a (ri -j- z)  \ 
a“.  Masse  m"  et  masse  /t  (i — z)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à laquelle /n" est  suspendue  gdt\m" fii^b — !)| 
3°  Masse  de  la  poulie  et  de  la  partie  de  corde 

enroulée  sur  cette  poulie zéto 

Les  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  lieu , et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  les  variations  effectives  de  vitesse,  sont: 

I®.  Masse  m'  et  masse  fi.  {a  + z)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à laquelle  rra' est  suspendue  \m' + ftla  + z)  \ 

2”.  Masse  m"  et  masse  fi{b — s)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à laquelle  rn"  est  suspendue  \m" -^-ft(^b — i)  | dv 
3°.  Masse  de  la  poulie  et  de  la  partie  de 
corde  enroulée  autour  de  cette  poulie , masse  qui 
est  constamment  la  même  pendant  la  duré-e  du 

mouvement , 2 (id.dm)  , expression  qui  peut 


être  mise  sous  la  forme 


d V 

lï 


S ((>  dm). 


io53.  En  vertu  du  principe  générai  du  mouvement,  les  conditions 
de  l’équilibre  doivent  exister  entre  les  quantités  élémentaires  de  mou- 
vement imprimées,  et  celles  qui  ont  lieu  , ces  dernières  étant  prises 
dans  des  sens  contraires  à ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d’après 
la  nature  du  système,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seule 
équation  énonçant  l’égalité  à zéro,  de  la  somme  des  moments  prise 
par  rapport  à Taxe  de  rotation,  ce  qui  donne 
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»99 


dv> 


I 


I - Rd^’  j /Tl'  + //  (a  + *)  + /n" +//  (A_i)  I _ 2 {(>^dm)  j 


tirant  la  valeur  de  la  force  accélératrice 


dv 


(^) 


dv 

~dT 


dt  ■’ 

gR*  \m' — m" +(i(a — A + a;){ 


ét»  j /T»'  + /Tl"  + ^ (a  + b)  j ■^2{p^dm  ) 

Si  dans  l’équation  de  l’article  104,  on  fait  R — r,  ce  qui  donne 
n=^o,  k = iR , on  retrouve  l’équation  précédente  ainsi  qu’on  devait 
s’y  attendre. 

1064.  Four  obtenir  l’expression  finie  de  la  vitesse,' en  multipliera  le 

dit, 

premier  membre  par  v , le  second  par  la  valeQr  de  v,  et  inté- 
grant , dans  l'hypothtse  des  valeurs  initiales  e = o et  2 = 0,  on  aura 
. iigR*\[m'—m"  + n{a  — h)]z-^ui^\ 

R^\m'-^m"+fi{a  + b)-irll{ç'dm)\ 
équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


J[») 


‘ = VSa+  Ci* 


dz 


et  d’oii  on  tire , en  substituant  pour  v sa  valeur  , 


(3) 


dt. 


dz 


Bz  + Cz 

équation  de  même  forme  que  celle  de  l’article  io5o,  laquelle  intégrée 
dans  l’hypothèse  des  valeurs  initiales  i=o  et  j = o,  donne  comme  à 
l’article  cité, 

'’üCi+R  + i.)/’  cJbz+c'P) 

B 


-) 


ObservalioDi  fur  les  application!  de  la  théorie  de  la  machine  d’Atvood  ^ 
expoiée  dans  le  chapitre  précédent. 

io55.  Je  puis  maintenant  faire  connaitre,en  valeurs  absolues,  le  degré 
d’exactitude  qu’on  obtient  lorsqu’on  calcule  les  expériences  faites  avec 
la  machine  d’Atwood,  par  les  formules  données  à la  fin  de  la  premièrç 
section,  et  pour  cela,  il  faut  déterminer,  d’après  les  formules  rigoureuses 
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du  chapitre  précédent,  l’influence  des  masses  du  fil  et  de  la  poulie  sur 
le  mouvement  des  poids.  Les  élèves  auront  un  premier  exemple  de 
l’utilité  des  théories  qui  font  entrer  en  considération , dans  les  problèmes 
du  mouvement,  l’étendue  et  la  figure  des  corps. 

La  machine  qui  m’a  fourni  les  données  des  calculs  suivants  est  sortie 
des  atlelicrs  de  M.  Dumotiez,  l’un  des  plus  habiles  artistes  de  Paris, 
pour  la  construction  des  instruments  de  physique.  IjC  fil , qui  tient  les 
poids  suspendus,  pèse  un  peu  moins  de  ^ de  gramme  par  mètre  de 
longueur;  ainsi  on  peut  négliger  sa  masse  sans  crainte  d’erreur  sensible. 
La  poulie  pi-se  0,11''.  1706,  son  rayon,  pris  depuis  l’axe  jusqu’au  fond 
de  la  rainure  dans  laquelle  on  place  le  fil,  est  de  o,“o5o;  le  rayon  de 
son  axe,  aux  points  où  cet  axe  jxise  sur  les  quatre  roulettes  de  friction, 
est  de  o,>"oo2a;  le  rayon  de  chaque  roulette  de  friction  est  de  o,“o53, 
son  poids  de  o,  0896,  et  les  extrémités  de  l’axe  qui  la  supportent, 
sont  taillées  en  forme  conique. 

On  s’assure,  aisément , d’-après  ces  données , qu’on  peut  négliger  non- 
seulement  la  masse  du  fil,  mais  encore  la  résistance  due  .au  frottement; 
on  effet,  désignant  par  R et  A',  respectivement , le  rayon  delà  poulie, 
et  celui  d’une  roulette  de  friction,  par  r et  le  rayon  de  l’axe  de  la 
poulie  et  le  rajon  moyen  de  la  pointe,  engagée,  de  l’extrémité  conique 
de  l’axe  de  la  roulette  de  friction,  par  V le  poids  total  que  supportent 
les  quatre  axes  des  roulettes  de  friction,  par  II  la  force  tangentielle  k 
la  poulie  , qui  ferait  équilibre  au  frottement  exercé  sur  les  quatre 
appuis,  et  par /"le  rapport  du  frottement  k la  ]>ression,  on  a,  d’après 
les  principes  posés  dans  la  quatrième  section  de  la  première  jxartie 
du  cours , 


II  = 


rr’ 

Wr 


r-fP 


quand  il  s’agit  du  frottement  d'acier  contre  cuivre  et  de  deux  surfaces 
parfaitement  polies  et  bien  huilées,  Is  valeur y=:o,i  est  trop  forte, 
mais  je' l’admets  jwur  rendre  le  résultat  du  calcul  plus  concluant,  je 
fais,  par  la  même  raison,  le  rayon  moyen  r'  = o,™coo.3 , et  supposant 
que  les  poids  suspendus  au  fil  soient , en  somme,  de  o,  5,  ce  qui 
est  k- peu -près  la  plus  forte  charge  qu’on  fait  supporter  k la  machine, 
on  aA  = o,'‘''.5  -P  o,**'.  ^706  -P  4 xo,^*ho896=  i,^*his9  de  plus 
A = 0,“05,  A'r=0,0.53,  r=O,“O022,  d’oi’i 
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fl  = _OjOoai_XOj^^  _ qUI.  ^ 00004686 

o,o3XOf053 


Ainsi  la  rnistancc  due  au  froltcment  pour  la  puissance  qui  agit  à la 
surface  de  la  poulie,  est  un  j)cu  moindre  que  de  gramme,  dans  le 
cas  du  maximum  de  charge  de  la  machine. 

io56.  l’éciuatidn  (2)  de  l’art.  io53  peut,  d’apri-s  ce  qui  précède, 
se  réduire  ii  la  suivante. 


dv  — m") 

~7F^  n^{m'+m"  ) + !{(>>  dm) 
sans  perdre  sensiblement  de  son  exactitude.  Ainsi  la  force  accé- 
lératrice ^ est  constante  et  le  mouvement  uniformément  accéléré; 
dt 

mais  les  phénomènes  de  ce  mouvement  ne  dépendent  plus  uniquement, 
comme  on  l'avait  supposé  à la  fin  de  la  première  section , du  rapport 

TTÏ  ^ " ift 

— jy , parce  que  le  terme  S {^(>^dm  ),  dû  à la  masse  de  la  poulie. 


d V 


entre  dans  l’expression  de  -y-  ; j’ajouterai  qu’à  la  rigueur  il  faudrait 


aussi  avoir  égard  aux  masses  des  roulettes  de  friction,  qui  se  meuvent 
en  même  tem])S  que  la  poulie;  mais  je  ferai  bientôt  voir  qu’on  peut  né- 
gliger les  termes  qui  en  résultent,  et  je  vais,  d’abord,  donner  le  moyen 
d'exprimer  en  nombre  la  valeur  de  dm). 

I>s. masses  m'  et  m"  étant  repré-sentées  dans  le  calcul,  par  leur 
poids,  l’intégrale  définie  S{(>*dm)  sera  équivalente  à un  produit 
M étant  égale  à X {dm)  et  k étant  une  quantité  linéaire;  et, 
jK)ur  déterminer,  par  l’expérience,  la  valeur  luimé-rique  de  on 

emploiera  le  procé-dé  suivant  : « Faites  osciller  la  (poulie  autour  d’un 
« axe  horizontal,  auquel  l’axe  propre  de  cette  poulie  soit  parallèle,  la 
« suspension  étant  opérée  par  le  moyen  d’un  fil  dont  le  poids  puisse 
« être  regardé  comme  nul  par  rapport  à celui  de  la  poulie,  et  les 
i<  amplitudes  ‘des  oscillations  é-tant  très-petites.  Soient  a la  distance 
« de  l’axe  de  suspension  à l’.ixe  de  la  poulie,  n et  T,  respectivement, 
«le  nombre  total  et  le  tem|»s  total  des  oscillations,  la  force  accé- 
« lératrice  de  la  pesanteur , --r  la  demi-circonférence  qui  a l’unité  pour 
« rayon  , la  valeur  JS  {(t^dm)  ou  Mk^  se  calculera  par  la  formule 
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formule  que  je  dcmontreivii  lorsque  j’aurai  exposé  la  théorie  des  ino- 
mciils  d’inertie. 

1057.  Les  mesures  qne  j’ai  prises  et  une  expérience  que  j’ai  faite  sur 
la  machine  dont  il  est  ques-  tjon  à l’article  loô.j,  m’ont  donné 
« = O™,  2095 
T — 60" 
n = 1 17 
M = o'‘*L  2706 

introduisant  ces  quantités  dans  la  formule  de  l’article  précédent  avec 
la  quantité  -^  = 0,99884,  le  logarithme  de  ce  nombre  étant  7,99y3 160, 
on  a • 

S dm  ) = 0,2706  X 0,2695  X j xo.99384 — 0,2695 } = 0,000 1 3 

or  en  faisant  comme  ci-dessus  /rt'4-m"=  o^'f,  5,  /f=o™. , o5,  on  a 
Tî*  (/«'  -P  ot")  = 0,0025  x0,5  — 0,00125,  d’où 


/fx(/ra'4-w") 


_ iti 

— iji  — 


„ , — ; TTi -, — ^ — .1  ù-peu-près.  On  voit  que 

Z{>(/«'-p/«")-pi:(pj>û'//i)  -s  f t*  ’i 

l'expression  de  la  force  accélératrice  calculée  par  les  formules  de  la  pre- 
mière section  , est  plus  forte  d’environ  que  celle  qu’on  trouve  en 
ayant  égard  h la  masse  de  la  poulie;  mais  cette  circonstance  ne  change 
rien  à la  vt'rité  de  tout  ce  que  j’ai  dit,  article  812  et  suivants»  sur  la 
conformité  des  principes  généraux  de  la  Dynamique  aux  phénomènes 
observés,  puisque  c’est  d’après  ces  mêmes  principes  que  le  mouvement 
de  la  poulie  a été  introduit  dans  les  nouvelles  formules;  cette  intro* 
duction  rend  seulement  les  préparations  aux  expériences , et  les  cal  - 
culs  à faire,  un  peu  moins  simples. 

io58.  Quant  à l’influence  du  mouvement  des  roulettes  de  friction 
sur  les  ri'sultats  des  expériences,  il  est  facile  de  s’assurer  a priori , 
qu’elle  doit  être  extrêmement  petite.  On  a vu,  art.  to.52,  dans  l’énu- 
mêralion  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  lieu  et  qui 
entrent  dans  les  termes  multipliés  par  les  quantités  de  la  forme 
H 

■ — . dv  dm  , due  à la  masse  de  la  poulie;  or  les  quantités  analogues. 
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dues  aux  masses  des  rouleltes  de  Friction,  seraient  de  la  forme.... 


^ dv  dm,,  en  désignant  par  (>,  la  distance  de  la  molécule  m, 
d’une  roulette  de  friction  à l’axe  de  cette  roulette;  et  vu  la  petitesse 
de  la  fraction-^  elles  pourraient  être  négligées  vis-à-vis  des  premières. 
Au  reste  les  élèves  feront  bien  de  s’exercer  à déterminer  la  valeur 
générale  de  art.  io53,  en  y introduisant  le  terme  dû  aux  ma.sses 
des  roulettes  de  friction. 


Mourrmrnt  d’un  corps  tollirilé  par  de»  puitsancra  qurironque»  cl  asaujéti  à ic 
mouvoir  autour  d'un  axe  fixe. 

loSç.  Les  exercices  des  chapitres  précédents  ont  commencé  à 
familiariser  les  élèves  avec  l’usage  du  principe  général  du  mouvement. 
Je  vais  maintenant  appliquer  ce  principe,  à un  premier  problème  gé- 
néral et  fondamental  , sur  le  mouvement  de  rotation  d’un  corps  solide 
ou  d’un  système  de  forme  invariable.  ' 

Soit  un  système  de  points  matériels  m' , m" , etc.,  dont  les  distances 
respectives  sont  invariables,  assujéti  à tourner  autour  d’un  axe  fixe.  Ces 
points  matériels  |>euvent  être  sollicités  par  des  puissances  d’intensités 
et  de  directions  quelconques , mais  comme  les  actions  de  ces  puissances, 
dans  le  sens  parallèle  à l’axe  de  rotation , n’ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement , nous  représenterons,  par  //,  , etc.  leurs  actions  respec- 

tives sur  m' , m" , etc. , dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe. 

Soient  d' , etc.  les  perpendiculaires  menées  do  l’axe  fixe  sur  les 

directions  respectives  de  p' , p" , etc.;  p' , p" , etc.,  les! distances  de 
m',  m" f etc.  à ce  même  axe , eti  la  vitesse  annulaire  du  système 
au  bout  du  temps  r,  c’est-à-dire  la  vitesse  absolue  de  chacun  des  points 
placés  à l’unité  de  distance  dé  l'axe  de  rotation  ; les  quant^és  de  - 
'mouvement  élémentaires,  imprimées  par  les ^ puissances ,. >au  bout  du 
temps  t,  seront  ' p .1  ■ L •■  ' . , 1 ..  i 

, p' m' dl}  p"  m”  dti  e\c.  _ ^ 1 

Ce  sont  celles  qui  tendent  à faine  varier  les  vitesses  absolues  etc. 

des  points  matériels  m’ , m" , etc.,  ou  la  vitesse  angulaire  commune  à 
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tiHil  lo  svMème;  mais  eu  égani  à la  lialsun  des  parties  de  ce  sj'stèmer 
les  variai  ions  de  vitesse  ne  seront  dt  ,p"  dt , etc.,  mais  etc. 

et  si  on  imprimait,  en  sens  contraire  de  ces  dernières,  aux  points  ma- 
tériels/«',/»",  etc.  des  quantités  de  mouvements  élémentaires — m'p'd^, 
— m" p” d^,Hc.  les  variations  de  mouvement  n’auraient  pas  lieu,  et, 
par  conséquent,  les  quantités  de  mouvement  élémentaires  imprimées 
p'm'dt , p"m"dt,  etc.  resteraient  sans  cfTet;  la  vitesse  angulaire  exis- 
tante ^ se  conserverait  sans  altération.  La  condition  de  lequilibrc 
a donc  lieu,  art.  io38,  entre  les  quantités  de  mouvement  élémentaires  , 

p'  m' dl , p"  m" dt , etc. 

— m' p' d^^,  — m"p"d'^,  etc. 

et,  pour  énoncer  cette  condition,  il  sulFit  de  dire  que  la  somme  des 
moments  de  ces  quantlté*s  de  mouvement , par  rapport  k l’axe  de  ro- 
tation, est  égale  k zéro,  ce  qui  donne  l'équation 
o=:{p' ni' d +/;"/«" r"-f-ctc.)  dt — p'^ -^m" p"*^e\c.)  d<^ 
et  la  valeur  générale  ^ 

^ ’"'dt  ^{mp‘) 

en  désignant,  par  E{pmr)  et  ^(mp^)  , respectivement,  la  somme 
des  termes/^'/nV^ etc.  et  celle  des  termes  tn'p'^j  m"p"*,  etc. 
Si  on  examine  les  équations.  (-^)  et  (a)  des  art.  1047  et  io55,  on  verra 
qu'elles  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celle-ci. 

1 060.  Telle  est  l’expression  de  la  force  accélératrice  angulaire;  son 
numérateur  est , comme  on  voit , la  somme  des  moments  des  puissances 
sollicitantes,  par  rapport  à l’axe  de  rotation;  son  dénominateur  est  la 
somme  des  produits  des  molécules  de  tous  les  points  matériels  du 
système  par  les  carrés  de  leurs  distances  k ce  même  axe  do  rotation. 

Cette  somme  est  une  quantité  très-remarquable, qui  revient,  à chaque 
instant,  dans  l’analyse  des  problèmes  de  mécanique  sur  le  mouvement 
des  cotps;  Euler  Ta  nommé  moment  d’inertie,  et  ce  nom  lui  est  resté; 
l'exposeras  bientôt  ses  propriétés  avec  tous  les  détails  nécessaires, 
mais  je  vais,  en  démontrer  une,  sur-le-champ,  qui  est  nécessaire  pour 
donner  une  forme  particulière  k l’équbtion  (y^)'de  l'art,  précèdent. 

to6t.  Rapportons  les  positions  des  points  matériels  m',  w",  etc. 
aux  trois  axes  fixes  des  et  d , et  supposant,  i».‘que  l’axe  de  rota- 

t/on 
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ilün  pst  parallèle  it  l’axe  des  x,  s»,  que  ce  dernier  .axe  passe  par  le 
rentre  de  gravité  du  système.  Désignons  par  A et  c les  distances  res- 
pectives de  l’axe  de  rotation  aux  plans  des  .v  j et  des  xy. 

On  aura,  pour  une  une  molécule  quelconque  m , 

= (A — d’où 

— j — 2l>S(my) — xr^(r«i)-j-(A’  + c*)i’(///) 

on  a , par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  2^ ( my)  = o,  2^(/ws)  = o, 
et,  M étant  la  masse  totale  du  corps,  = d’où 

or  S I m(y‘^z*)  } est  le  moment  d’inertie,  par  rapport  à l’axe  des.T, 
ou  à l’axe  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système , et  A*-)-c> 
est  le  quarré  de  la  distance  de  cet  axe  des  x <i  celui  auquel  appartient 
le  moment  £(/n^s);  on  a donc  le  théorème  général. 

« Connaissant  le  moment  d’inertie  d’un  corps  par  rapport  à un  axe 
« de  position  déterminée , et  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce 
« corps,  on  en  déduira  le  moment  d’inertie  par  rapport  ù un  second 
« axe,  parallèle  au  premier,  et  dont  il  est  (|une  distance  connue,  en 
« ajoutant  au  moment  donné , le  produit  de  la  masse  totale  du  corps 
« par  le  carré  de  la  distance  entre  les  deux  axes.  » 

io6a.  On  conclut  d’abord,  de  ce  théorème,  que  l’axe  dirigé  par  le 
centre  de  gravité  du  corps,  qui , parmi  tous  les  axes  passant  par  le  même 
centre,  a le  plus  petit  moment  d’inertie,  jouit  de  cette  propriété  par 
rapport  à tous  les  axes  menés  dans  l’espace. 

io63.  P étant  une  force  accélératrice,  et  Jü  une  quantité  linéaire, 
et  M continuant  & désigner  la  masse  totale  du  corps,  on  peut  poser 
l’équation  hypothétique 

Z{prm)  = MPJl. 

On  peut  aussi,  A étant  une  quantité  linéaire,  représenter  par  Mk*, 
la  valeur  du  moment  d’inertie  par  rapport  à un  axe  parallèle  à l’axe 
de  rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps  ou  du  système; 
eusorte  que,  À étant  la  distance  entre  les  deux  axes,  on  aura,  d’après 
le  théorème  de  l’article  précédent,  S{mp*)  = M{k*  + À*)  et  la  valeur 

de  donnée  k l’art.  lobç  deviendra 
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Des  momenti  d’inertie  contidéréi  par  rapport  aux  axea  et  par  rapport  aux  plana. 

1064.  J’ui  donné,  art.  1060,  1061  et  1062,  la  définition  et  deux  des 
principales  propriétt'S  des  momenls  d'inertie , je  vais,  maintenant,  en- 
tretenir les  élèves  de  ce  qu’il  y a de  plus  important  à savoir  sur  leur 
théorie. 

Je  continue  à désigner,  par  m , l’élément  de  masse,  et  je  rapporte 
les  positions  de  fous  les  points  du  corps  h trois  coordonnées  et  ij 
parallèles  à des  axes  fixes.  On  aura,  art.  1060,  les  valeurs  suivantes 
du  moment  d’inertie  par  rapport  à chacun  des  trois  axes,  valeurs  qui 
sont  toujours  positives,  savoir; 

ides  X- X I +i^)  j 

des  J" .ï  I wi(.r»  -h  2*)  j 

des  2 .....  I m (x>  -h  J'*)  { 

Posons  pour  abréger, 

S = A;  Z = Bj  Z (mi‘)=  C 
z\mj  i)=PjZ{mxz)=Ej  Z{m  xj)  = F 
Zpn(.x=‘+j^  + z^)\  = B. 

Los  valeurs  précédentes  des  momenls  d’inertie  deviendront,  respec- 
tivement, B^C  , A-^C,  A-\-B,  ou  H — A,  R — B,  R — C. 

iÔ65.  Chaque  expression  d'un  des  moments  , mise  sous  la  forme 
R — A , R — B , R — C,  se  compose  d’une  quantité  commune  R,  qui 
se  déduit,  uniquement,  de  la  position  de  l’origine  des  x par 
rapport  au  corps,  et  qui  est  tout  à-fait  indépendante  des  positions  des 

axes  et  des  plans  coordonnées,  et  d’une  des  quantités  — A , B, Ç, 

laquelle  est  la  somme  des  produits  des  molé-cules  du  corps  par  les  quarrés 
de  leurs  distances  à l’un  des  plans  coordonné'S  ; on  pourrait  donner  à 
ces  quantités.  A,  B,C,  respectivement , les  noms  de  moments  d’inertie 
par  rapport  au  plan  j- s,  au  plan  .t2,  au  plan  xj,  et  j’emploierai, 
dorénavant,  cette  manière  de  les  désigner. 

1066.  Je  mène  par  l’origine  des  x,j,z,  une  ligne  ou  axe  faisant 
un  angle  0 avec  le  plan  des  xj,  et  dont  la  projection  orthogonale, 
sur  ce  plan,  fait  un  angle  n avec  l’axe  des  x.  Je  rapporte  ensuite  les 
positions  de  tous  les  points  du  corps  à de  nouvellescoordonnéesx, 
ayant  la  même  origine  que  x ,j,  je  suppose  de  jjlus,  que  les  .?■; 
sont  compté'8  sur  ce  nouvel  axe  (celui  dont  la  direction,  à partir  de 
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l'origino^est  déterminée  par  les  angles  I?et  )f,)  lesj',  sur  une  perpen- 
diculaire à la  direction  de  X,,  menée  dans  le  plan  les  £,  sur  un  plan 
pendiculairc  au  plan  x,y,. 

On  aura  par  les  formules  de  la  géométrie  analytique,  les  relations 
suivantes  entre  x ,y  x,,y,,  z,; 


(>)• 


1.T,  = (.r  cos.  77  yy  sin.  >7  ) cos.  Û + s sin.  8 
r,  =!j'  cos.  >7  — X sin.  77 

!=  *co8.  0 — (x  cos.  T -f-^j'sin.  t;)  sin.  8 


équations  desquelles  un  déduit  les  suivantes 

dz, 


(-)• 


de 


y,  = 


dx, 


cos.  e dn 
dû 


I <■/*, 

sin.  B'  dr 


1067.  Ces  formules  vont  nous  fournir  les  moyens  de  résoudre  un 
premier  problème  très-important,  celui  de  déterminer  la  position  de 
la  ligne  droite  passant  par  l’origine,  par  rapport  à laquelle  le  moment 
d’inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum;  on  peut  supposer  que  cette 
ligne  droite  est  l’axe  des  z,,  et,  puisque  le  moment  d’inertie,  par  rap- 
port à cet  axe,  a pour  valeur,  art.  1064,  — i^(77i£,*);  onn’aà  faire 

varier,  dans  l'analyse  du  problème,  que  le  seul  terme  X 

On  déduit  de  la  troisième  équation  ( i ) de  l’article  précédent , en  dési- 
gnant, pour  abréger, .2^(r«i,*)par  Z,, et  en  faisant  attention  que  les  angles 
^ et  77  doivent  être  considérés  comme  constants  relativement  aux  in- 
tégrales par  Z,  qui  donnent  les  quaniités  B , C.  etc. 


. Z = 


cos.*  )7  sin.»  e+  B sin.»  )?  sin.»  B+  C cos.»  0 
— -aZ/sin.  sin.  9 0.0%.  9 

— a £ cos.  ?!  sin.  9 cos.  9 
y s.  F sin.  77  cos.  7!  sin.»  9 


Cette  quantité  L,  qui,  art.  io65,  est  le  moment  d’inertie  par  rapport 
au  plan  x,y,  dépend  de  la  position  de  ce  plan  x, y,  par  rapport  au 
corps,  et  par  conséquent  de  la  position  de  l’axe  des  x, , laquelle  est 
déterminée  |)ar  les  angles  9 et  7*.  Le  moment  L,  oa  Z{mz,*'),  varie 
donc  avec  ^ et  tj  et  ses  différences  partielles  par  rapport  à ces  deux 
indéterminées  sont,  en  différentiant  sous  le  signe 
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:ide^  j (-w)  I’"'  (^)  I 

qui  se  changent,  par  les  équations  (a)  de  l’art,  précédent  en 
— idffS } mi,x,  j , et  — %dn-  ain.ffU  | mi,y, } 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  L doit  donc  s’exprimer 
par  les  équations 

i:{mz,x,)=zo  , £ (mz,jr,)=o; 

Il  est  facile  de  voir  que  deux  équations  de  même  forme  auraient  en- 
core lieu,  en  prenant,  avec  le  même  axe  des  a,,  dans  le  plan  des 
deux  autres  axes  rectangulaires  quelconques,  qu’on  appellerait  axes  des 
•T„  et  desj>',/»  cITet,  en  désignant  par  t , l’angle  que  formerait  l’axe 
des  Xf,  avec  celui  des  x,  on  aurait 

a;,,  = X,  cos.  t y.jr,  sin.  < 

et  par  conséquent 

£ (mz,x„)  = cos.  i £{mZfX,)  -4- sin.  1 £ (my,z,) 

^ (mz,y„)  = co6.  t £{m Z, y,)  — i\o.  t £ (mz,x,) 
quantités  qui  sont  nulles,  puisque  £ (mz,x,)  = o et  £ {mz,y,)  = o. 
1068.  Il  reste  maintenant,  pour  avoir  la  position  de  l’axe  qui  satis- 


fait aux  équations  2^ (/ws,t,)=o,.T(/w  s,  _/,)=o,  ou  ^^=o,^^=o, 

au  aïl 

à déterminer,  par  ces  équations,  les  valeurs  des  angles  ^et  tt.  Faisons 
tang.  ff=f  J tang.  >;  = A 

l’équation  de  l’art,  précédent  qui  donne  la  valeur  de  £ ou  de  .2  (oz  s,  >)  de- 


viendra, en  faisant  attentionque  sin.*  -- — -,cos.*ff= — î V 

1+ tang.*  (9  i-ftang.*(9 

et  qu’on  a des  expressions  semblables  pour  sin.*  rt  et  cos.*  >?. 

-ir{kD  + E)y'lÿHi  [ 

+ s FJ  » h ^ 

Différentiant  celte  équation  en  ne  faisant  varier  que^^  on  aura  un 


résultat  qui  remplacera  complètement  l’équation  -^—o,  et  qui  sera 

d& 


l Afy  Bfh» 

W /(,+A*)£=^-(AZ?-i-£)lr'r+v 

( + a FJ  h 
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prenons  la  valeur  de/^  que  détermine  cette  équation,  et  subetituons-la 
dans  la  précédente , nous  aurons,  après  avoir  divisé  par  le  facteuri+/<*, 
\{B—L)h»+iFh->r^—L\  (C— £,)— (Z7A+£)i  = o 
équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(3) {(fl-i)  (C— Z.)-Z?*l  A»+a  I {C—L)F—DE\h\ 

Si  actuellement  on  dilTérentie  cette  équation  par  rapport  à h,  sans 


faire  varier  le  résultat,  qui  remplacera  l'équation  ^ =0,  sera 

(4) \{B—L){C—L)  — D*\h  + {C—L)F—DE=o. 

Substituant  la  valeur  de  h déduite  de  cette  équation,  dans  l’équa- 
tion (3)  on  aura 


(5)  \{B-L){C-L)-D^\x\{C-L){A-L)-E-\  1 

— \F(C~L)—DE\^\-°- 
Cette  équation  est  divisible  par  C — L,  effectuant  la  division,  on  a 
l'équation  du  troisième  degré. 

({A-L){B-L){C-L) 

(6)  o=\~D*{A—L)—E^{B—L)  — F*{C—L) 

( + 3.DEF 

Cette  équation  a,  nécessairement,  une  racine  réelle;  si  on  prend  cette 
racine  pour  valeur  de  Ljet  qu’on  la  substitue  soit  dans  l’équation  (3),  soit 
dans  l’équation  (4),  on  aura  la  valeur  de  h}  sur  quoi  il  faut  observer  que 
les  deux  racines  de  l’équation  (3),  du  a®,  degré  par  rapport  à h,  doivent 
être  égales,  carsi  on  représentepar  ()la$ommedesquantitésqui  composent 

son  premier  membre,  les  deux  conditions  Ç = oet  =0,  doivent. 


par  l’état  de  la  question,  avoir  lieu  ensemble;  lorsque  h sera  ainsi  dé- 
terminée, on  substituera  sa  valeur  avec  celle  de  L,  dans  l’équation  ( i ), 
ou  dans  l’équation  (a),  afin  d’avoir  l’autre  inconnue^/}  par  rapport  k 
laquelle (1)  est  du  deuxième  degré.  J’ajouterai  que  les  deux  racines  de(i) 
sont  encore  égales,  car  si  on  représente  par  (K  la  somme  des  quantité-s 
qui  composent  son  premier  membre,  les  deux  conditions  (>'=0  et 

doivent  avoir  lieu  ensemble,  et  c’est  d’après  ces  conditions 
et  les  précédentes  Ç = o,^^=  O que  la  quantité  L est  déterminée. 
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1069.  J’ai  dit  que  l’équation  (6)  de  l’art,  précédent  avait,  nécossai» 
renient,  une  racine  réelle,  ce  qui  sc  déduit,  tout  simplement,  de  la 
théorie  des  équations,  mais  on  peut  s’assurer,  |>ar  des  considératiun.s 
particulières  i la  question  dont  il  s’agit,  que  les  trois  racines  sont 
réelles  ; et , d’abord , on  peut  dire,  d’après  la  définition  de  l’art.  1060  , 
que  tous  les  moments  d’inertie  par  rapport  aux  axes  qui  ont  leur 
intersection  commune  h l’origine,  étant  des  quantités  positives  et  finies, 
il  y en  a nécessairement  un  qui  est  le  plus  grand  et  un  autre  qui  est 
le  [dus  petit  ; vôilà  donc  l’existence  constatée  de  deux  racines  réelles  de 
l’équation  (6),  d’où  l’on  conclut  qu’elles  sont  toutes  trois  réelles. 

Voici  une  autre  manière  d’arriverù  ce  résultat,  qui  fournit,  en  même 
temps,  des  détails  instructifs  sur  les  questions  que  nous  traitons.  Le  plan 
des  ayant  été  déterminé  dans  l’article  précédent,  par  les  angles  0 
et  71,  ou  par  les  valeurs  dey  et  A ^ et  par  la  condition  de  rendre  le 
moment  d’inertie  par  rapport  ü l’axe  des  t,  un  minimum  ou  un  maxi- 
mum , prenons  dans  ce  plan,  deux  axes  désignés,  respectivement,  par 
les  noms  d’axe  des  x.„  et  d'axe  des  l’axe  des  .r„  étartt  supposé  faire 
un  angle  i avec  l’axe  des  X),  on  aura  comme  à l’art.  10^7 


(Or. 


,T„  = Xi  COS.  t +J.,  sin.  t 


d’où  on  déduira 


(.») .....  S = COI»  i S {m.r,*)  + sin.»  t S {mj,*) 

• + a sin.  r COS.  r .£  (/rax,^,) 

\d2i{mx„^)  f dx,,\  . 

«n  3 I ^ = a J,  et,prlesequations(i), 

=j„  d’où  = 2 2 (/«  x„j„). 


La  condition  d’après  laquelle  le  plan  est  déterminé  rend,  art.  1067, 
la  somme  S ( m x„  a, J nulle,  et  si  on  déduit  des  équations  ( i ) la 
valeur  de  .S(ot  x„jr„),  en  supposant  cette  valeur  égale  k zéro,  on  aura 
la  valeur  de  t qui  convient  à cette- Itypothèse.  Attribuons  cette  valeur 
à t,  les  équations  S ( m x„  z,)  = o et  II  (m  = o seront, 

art.  1067,  celles  qui  rendent 2^ égal  ù un  minimum  ou  à un 
maximum  , et  si  nous  faisons  Z {m  x„»)  = Z-, , 2.'  (otx,»)  = y/, , 
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" (m  (m  x,j,)  = F, , tang.  i -=  i^  on  aura  . d’après 

l't-qualion  (a)  ci-dessus, 

(3) ( I = + + * 


mais  on  a 


, de  plus,  m = O , ce  qui  est  une  conséquence  de 


S (mx„‘)z=  maximum  ou  minimumj  donc  i — et 


Cette  valeur  de  ij  substiluéc  dans  l’équation  (3)  donne 


(B,-L,)-F‘=^o 

L,=  f^d!^y  + F,> 


Faisant  ^ (m^„‘  ) ~L„ 
on  aura  ^ en  , la 
même  équation  donnée 
ci  à côté  en  L/ 


l'équation  du  deuxième  degré  en  L,  a scs  deux  racines  réelles. 
Reprenons,  maintenant,  l’équation  (6)  de  l'article  précédent 
( {A-L){B-L){C-L) 

0=  }—D^{A—L)—E^{B—L)  — F^{C—L) 
t +a/J£F 


et  faisant  attention  que  les  valeurs  délermint^s  de  fournies  par 
cette  équation,  sont  indépendantes  des  positions  absolues,  des  plans, 
passant  par  l’origine,  auxquels  se  rapportent  les  moments  d’inertie..^, 
B-,  C , etc. , supposons  que  ces  moments  sont  relatifs  aux  plans  des 
^iyi>  deux  desquels  donnent,  par  leur  intersection , l’axe 

des  3,,  ci-dessus  déterminé  ; désignons  par  A,,  B,,  CuD,  > ^1}  F,  J 
les  quantités  qui  se  rapportent  h ces  plans,  et  qui  sont  analogues  h A, 
B,  C,  etc.  de  l’art.  1064;  observons  que,  puisque  X (/»*,’)  est  un 
maximum  ou  un  minimum,  on  a Z>,  = 0,^,=  0,  ce  qui  réduit  l’équa- 
tion précédente  à 

(6) {A,-L){B,-L){C,-L)-F,^{C,-L)  = o 


et  cette  équation  divisée  parle  facteur  C, — F,,  qui  répond  li  la  racine  C, 
qu’elle  doit  nécessairement  avoir,  devient  identique  avec  l’équation  (5) 
ci-dessus,  laquelle  détermine  deux  autres  moments  d’inertie,  ayant  leurs 
difféTeniielIcs  nulles,  dont  l’un  2^  (^mx„*)  se  rapporte  au  plan  desjy„j,, 
l’autre,  qui  est  le  moment  f,,»),  Se  rapportant  au  plan  des  i,x„\  ce 
dernier  est  celui  pour  lequel  ou  a2'(OTj'„3,)  = o,  çK  S{mj„x,,)  — o. 
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On  voit , ainsi , t“‘quc  Its  trois  racines  de  l’équation  (6)  de  l'article  pré- 
cédent sont  réelles,  i“‘.  Que  les  ânes  auxquels  se  rapjwrtent  ces  trois 
racines,  sont  les  lignes  d'intersection  de  trois  plans  dont  l’un  quelconque 
est  jierpendiculaire  sur  les  deux  autres. 

toyo.  Je  désignerai,  par  le  nom  de  plan  principal  , le  plan  par 
rapport  auquel  le  moment  d’inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
ou|,  en  d’autres  termes,  celui  par  rapport  auquel  ladiHérence  du  moment 
d’inertie  est  égale  à zéro.  Les  équations  données  à l’art.  1068  assignent 
les  valeurs  de j'ex.  h qui  rendent  le  plan  T,jr,  plan  principal } or  l’équa- 
tion générale  de  ce  plan  abstraction  faite  de  toute  propriété 

particulière,  se  trouve  en  faisant  ;,  = o dans  la  3'.  équation  (i)  de  l’art. 
1066  ce  qui  donne 

o=î  coi.O — (.rcos.  >5-|^'sin.  >!)sln.  ff  d’où  s=(.r  cos.  >j-)-J'sin.)î)  tang.  0 
et  en  employant  y et  h,  avec  les  valeurs  assignées  art.  1068. 



Pour  introduire,  dans  cette  équation  , les  conditions  qui  rendent  le 
plan  x,y,  plan  principal,  on  a,  d’abord,  l’équation  (a)  de  l’art.  1068. 
qui  donne 

on  a déduit  l’équation  (3),  article  to68 , le  dénominateur 

{JB — L')h*-\-%Fh-\- A — L=i  l’équation  précédente 

devient,  en  y substituant  cette  valeur, 

f _ C-L 

Dh-\-E  ' 

Mais  on  a par  l’équation  (4)  de  l’art.  1068. 

^ (C—L)F~DE 

{E—L){C—L)—D* 

d’où  on  déduit, 

Dh+E^  {C-L)\(B-L)E-FD\ 
éliminant,  au  moyen  de  ces  dernières  équations,  les  quantités... 
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3i3 


et  h dans  l'équation  (i),  on  aura  l'équation  du  plan  princip.al 


(a)...x)  (a— I-)(C— Z)— jD*  } —y\{C—L)F—DE\—i  { {B—i:)E~FD\ 
Si  on  multiplie  le  coefficient  (fi  — L)  (C — fi)  — fi*  par  la  quantité 
{^A — i)Z) — EF,  on  a le  produit 

D j (A—L)  (fi— fi)  (C— fi)—  D*{A—L)  { 

—(fi— fi)  (C— fi)  EF-\-D^EF 
et  si  de  ce  produit  on  retranche  l'équation  (6)  de  l’article  io68  mul- 
tipliée par  D,  le  résultat  sera 

— {B—L){C—L)EF 
-f£»fi(fi  — fi)-|-F=>fi(C— fi)  — 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

— [(fi  — fi)  £— fi/’][(C— fi)  F— fifi] 
quantité  qui  est  égale  h [(fi  — fi)  (C — fi) — /?*  ][(  — fi)  D — EF'] 

moins  la  somme  des  termes  formant  l’équation  (6)  de  l’art.  1068 , 
c’est-à-dire  moins  une  quantité  nulle,  on  a donc 

(n  rw^  r).  n.- {(  B-L)  E- D F][(C-L)  F-D  E] 

^ ^ (A—L)D—EF 

et  cette  valeur,  substituée  dans  l’équation  (2),  donne  l’équation  suivante 
du  plan  principal,  plus  régulière  que  (2) 

1x:{(^— fi)27— £F[ 

+j.:|(fi-fi)£_£fi| 

-fs;  |(6'-fi)£-fi£l 

1071.  Le  plan  dont  on  vient  de  donner  l'équation  change  avec  le 
moment  principal  fi  qui  s’y  rapporte,  et,  comme  l’équation  (6)  de 
l’art.  1068  donne  trois  valeurs  pour  ce  moment  fi,  on  a,  ainsi,  les 
équations  particulières  de  trois  plans  principaux,  dont  chacun,  d'après 
l’article  1069,  est  à angles  droits  sur  les  deux  autres. 

Les  intersections  de  ces  trois  plans  sont  trois  axes  rectangulaires  qui 
SC  rencontrent  à l’origine  commune  des 

déplus  il  est  manifeste,  d’après  les  valeurs  données  art.  io65, 1068  et  1069, 
que  la  différentielle  du  moment  d’inertie  par  rapport  à chacun  de  ces  axes 
est  nulle , puisque  la  différentielle  du  moment  d'inertie  par  rapport  au 
I 40 
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plan,  passant  par  l’origine,  qui  lui  est  perpendiculaire,  est  égale  à 

zéro. 

1072.  La  valeur  générale  de  2!  (mz,*)  trouvée  art.  1067  pour  un 

moment  d’inertie  relatif  à un  plan  quelconque  des  déterminé 

par  deux  angles  ê ri  était 

^cos.’>i  sin.»tf-)-fi sin»)!  sin.*^-|-Ccos.*  0 
— a.Dsin.ri  sin.^cos.^ — 2£cos.>î  sin.^cos.^-}"^'^  cus.ïî  sin.*^ 

et  on  a,  art.  1070,  pour  l’équation  de  ce  plan 

* cos.  0 — (a; cos.  n -\-jr  sin.  17  ) sin.  0=-  o. 

Les  cosin'.>s  des  angles  formés  par  le  même  plan  et  par  ceux  desj' 

X î,  et  XJ", sont  respectivement 

— C08.»7  sin.  0;  — sin.  r;  sin.  0;  cos.  0 
dont  les  quarrés  sont  les  coefficients  de  yf,  B,  C dans  la  valeur  précé- 
dente de  2 (m  *,*). 

Ces  ré-sultafs  ont  lieu  quels  que  soient  les  axes  des  coordonnées  pri- 
mitives, mais,  si  ces  axes  sont  principaux , on  aura,  art.  1067  et  1069 
D — o,  E — o,  F=û,  et  l’expression  du  moment  d’inertie  relatif  à 
un  plan  de  position  quelconque  sera 

yi  CSS.*  >7  cos.*  0-]-  B sin.*  ri  sin.*  0-\-  Ccos.*  0 
en  sorte  que  désignant  par  a , ÿ et  y les  angles  respectifs  que  le  plan 
quelconque  dont  il  s’agit  forme  avec  les  plans jj'x,  x * et  xj^,  lorsque 
les  axes  des  Xjjret  z sont  principaux , l’expression  du  même  moment 
deviendra, 

A cos.’  Œ-j-ficos.’  lT-}-Ccos.*y. 

1073.  Transportons  l’origine  des  coordonnées  à un  point  qui  ait,  lui- 
même,  a ,b  et  c pour  coordonnées  respectivement  parallèles  'aux  x,y 
et  « ; il  faudra,  pour  rapporter  aux  axes  passant  par  ce  point  et  parallèles 
aux  X et  Z}  les  diverses  valeurs  données  ci-dessus,  remplacer, dans 
ces  valeurs,  x,j)^ et  » par  x — a, y — b , a — c.  Ainsi  .2  (otx*),ou..^, 
deviendra  2\m{x  — «)*}  ou  2(inx*) — 2 a 2 {mx)-\~  a*  2 (nt). 
Désignant  par  A',  cette  dernière  quantité , par  M la  masse  totale  2{m) 
et  par  y et  4"  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  on  aura,  d’après 
les  propriétés  de  ce  centre,  art.  277, 

A'=A—s.aÇM-\-a'M 
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et  on  trouvera  de  la  même  manière,  en  désignant  par  B' , C , T)',  etc. 
les  quantités  analogues  k B,  C,  D,  etc.  art.  1064, 

B'  — B—s.bvM-\-b'M. 

C'=C— 2cCJ»/+c*3/ 

2?'  = Z7— (A^'+cy)  MJfbcM 
E'  =E  — \c  S-\-aS:)M\-acM 
F'  = F—\av  + b^)M-^abM 

mais,  pour  simplifier  les  calculs  suivants,  supposons  que  l'origine  des 
coordonnées  primitives  soit  au  centre  de  gravité,  et  que  les  axes  pri- 
mitifs des  coordonnées  qui  se  croisent  à ce  centre,  soient 
on  aura,  par  cette  double  condition, 

f=o,  v = o,  i^=o,  D = o,  E = o,  Fz=o. 
et  par  conséquent, 

M;  B'  = BJ^b^  M}  C=C-\-c*  M 
D'  = bcMjE'  = acMj  F=abM. 

Désignons  encore  par  L le  moment  d’inertie  principal  qui  se  rapporte 
à l’origine  dont  la  position  est  déterminée  par  les  coordonnées  Oj  b,  c, 
on  aura  la  valeur  de  ce  moment,  en  substituant  dans  l’équation  (6) 
de  l’art.  1068  aux  quantités  A,  B,  C,  etc.  leurs  correspondantes 
A' J B')  O , etc.  ou  les  valeurs  de  ces  correspondantes,  ce  qui  donnera 

1(^+a*3/— Z,)(S-l-A>Jtf— Z,)(C-fc’  M—L) 
-{A-\-a^M—L)b*e'M* 

— {B-i-b^  M—L)  a^c*  Af» 

— (C-f  c>  M—L)a*  b'  M* 

-|-a  a*  A’  c’  Al’ 

équation  qui  peut,  visiblement,  se  mettre  sous  la  forme 
f {A-L){B-L){C-L) 

(L\  ->ra-{B-L){C-L)M 

' " 1 ■\-b^{C—L){A—L)M 

\ ^c'{A—L){B—L)M 

1074.  La  quantité  L se  détermine  par  cette  équation  lorsque  a,  b 
c sont  connues  ; mais  si  L est  donné,  et  que  l’on  considère  a,  é et  o 
comme  les  coordonnées  d’une  surface  courbe,  à chaqne  point  de  cette 
surface,  la  valeur  d’un  des  moments  d’inertie  principaux  sera  la  valeur 
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donnt'c  de  Lj  cette  surface  est  du  second  ordre,  et  on  peut 
équation  sous  la  forme 


(S) 


a’ 

L—^ 


h 

L — 


+ 


Af=  I. 


mettre  son 


On  a l'équation  suivante  du  plan  principal  relativement  auquel  le 
moment  d’inertie  a la  valeur  donnée  L,  équation  rapportée  aux  axes 
principaux  du  centre  de  gravité, 

X — a , jr — ^ — e 

° ^ {A'—L)  D'—E'P  ^ {B'—L)E'—Flÿ  {C'—L)F'  — iyE' 

ou  en  substituant,  pour  A',  B',  etc.  leurs  valein-s, 

£izf + + izif =0 

{A—L)bcM  ^ {B—L)acM  ^ {C—L)abM 


équation  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

n{r~-a)  b(j  — b)  c (s— c)  _ 
L—A  L—B  L—C 


et  qui  est  celle  d’un  plan  tangent  à la  surface  dont  j’ai  donné  l’équa- 
lion  (S)  ci-dessus,  au  point  de  cette  surface  qui  a ^ et  c pour 
coordonnées. 

1075.  La  surface  dont  je  viens  de  parler  a,  pour  plans  diamétraux, 
les  plans  même  des  coordonnées , qui  sont  les  plans  principaux  du 
corps  , passant  par  son  centre  de  gravité,  et  en  supposant  entre  A,  B 
et  Cj  l’ordre  de  grandeur  A^B<^C , cette  surface  sera  un  ellipsoïde 


pour  toutes  les  valeurs  de L~^C 

un  hyperboloïde  a une  nappe  lorsqu’on  aura C'^L'^B 

un  hyperbolo’ide  a deux  nappes  lorsqu’on  aura B'^C'^A 


Enfin  elle  serait  inïaginaire  si  on  avait  Lc^A , ce  qui  conduit  à la 
conclusion  déjà  tirée  du  théorème  de  l’art.  1061,  savoir,  que  le  plus 
petit  de  tous  les  moments  d’inertie  qui  répondent  au  centre  de  gravité 
est,  en  même  temps,  le  plus  petit  de  tous  les  moments  d'inertie  du 
corps. 

1076.  .Supposons  que  L prenne  toutes  les  valeurs  qu'il  peut  re- 
cevoir, depuis  A jusqu’à  l’infini, e;  concevons  toutes  les  surfaces d’iiy- 
perboloïdes  à deux  nappes , d’Iiyperboloïdcs  à une  nappe  et  d’elli- 
psoïdes correspondantes  à ces  valçurs;  ces  trçis  séries  de  surfaces  auront 
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les  mêmes  foyers,  pour  leurs  sections  principales,  puisque  les  quarrés 
des  excentricités  de  ces  sections  seront 

C—n  C—A  R— A 

M M ’ M 

il  resnile  de  là  que  l’une  de  ces  surfaces  étant  donnée , aucune  de 
celles  de  son  espèce  ne  peut  la  rencontrer;  mais  qu’elle  est  coupée 
par  toutes  celles  d’esiièces  différentes;  d’où  l’on  peut  tirer,  comme  con- 
séquences, que,  des  trois  moments  d’inertie  des  plans  princijiaux,  qui 
rcixmdent  à un  point  quelconque  de  l’espace  pris  pour  origine,  il  y en 
a nécessairement  un  dont  la  valeur  est  comprise  entre  A et  B,  un 
autre  dont  ta  valeur  est  entre  B et  C,  et  que  le  troisième  surpasse  Cs 
et,  comme  les  plans  principaux,  relatifs  à ces  moments,  sont  à angles 
droits  les  unssur  les  autres,  et  qu’ils  touchent  respectivement  les  surfaces 
d’ellipsoïde  et  celles  d’hypcrboloïdes  à une  ou  deux  nappes,  il  s’ensuit 
que  ces  surfaces  se  coupent  à angle  droit,  ce  qui  résulte,  d’ailleurs,  de 
l’observation  faite  ci-dessus , qu’elles  ont  même  foyer  pour  leurs  sections 
principales.  Ün  peut  même  aisément  reconnaître  qu’elles  se  jx-nètrent 
réciproquement  selon  leurs  lignes  de  courbure,  de  telle  manière,  par 
exemple,  que  le  système  de  tous  les  hypcrbolo’ides,  à une  nappe,  ren- 
contre l’un  quelconque  des  ellipsoïdes  selon  les  lignes  d’une  de  ses  cour- 
bures, et  le  système  des  hyperboloïdes  à deux  nappes  coupe  le  même 
ellipsoïde  selon  le  second  système  de  ses  lignes  de  courbure;  et  les  tan- 
gentes à ces  lignes  de  courbure  sont  précisément  les  axes  principaux  des 
corps  qui  répondent  au  point  de  l’espace  où  elles  se  croisent. 

Telle  est  la  distribution  des  axes  principaux  d’un  corps  autour  de 
ceux  qui  répondent  à son  centre  de  gravité;  en  un  point  quelconque 
de  l’espace,  ces  axes  remarquables  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de 
certains  systèmes  d’axes  obliques  que  l’on  a nommés  conjuguée,  et  qui 
les  comprennent  d’une  manière  analogue  à celle  dont  les  axes  prin- 
cipaux rectangulaires  des  ligues  et  surfaces  du  deuxième  degré  sont 
compris  parmi  leurs  diamètres  conjugués.  Les  élèves  qui  voudront 
faire  une  étude  plus  approfondie  de  ces  intéressantes  théories  les  trou- 
veront exposées , avec  plusieurs  des  propriétés  générales  que  nous 
venons  d’exposer,  dans  un  excellent  mémoire  de  M.  Jacques  Binet, 
inséré  au  tome  IX  du  Journal  de  l’École  Polytechnique. 
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CoQsidériiliuni  pirliculicre»  lur  lr>  raomeni»  d’incrlic  prit  par  rapport  aux  axci. 

1077.  La  lliéoric  du  mouvement  des  corps  emploie  particulièrement 
les  moments  d' inertie , pris  par  rapport  aux  axes,  et  je  vais,  en  con- 
séquence, présenter  aux  élèves  des  considérations  particulières  Ji  cette 
espèce  de  moments. 

Les  positions  des  difl'érents  points  matériels  m,  du  corps,  ou  du 
système  étant  déterminées  par  les  coordonnées  cc,  y et  z et  faisant , 
comme  à l’article  1064, 

= S{my^)-=iUj  2i(/nï*)  = C 
2(myz)  — Dj  £ (Tl)  z=Ej  Z{mxy)  — Pj 
si  on  mène  par  l’origine,  un  nouvel  axe  de  coordonnées,  qu’on  suppose 
être  celui  des  x„  faisant  un  angle  6 avec  le  plan  xy,  et  dont  la  pro- 
jection orthogonale,  sur  ce  plan  xy , fasse  un  angle  )?  avec  l’axe  des  x^ 
si,  de  plus,  on  prend  pour  axe  des_y,  la  perpendiculaire  k l’axe  des  .r, 
menée  dans  le  plan  xy  et  pour  axe  des  z,  la  perpendiculaire  au  plan 
■x,y,  menée  par  l’origine  des  Xjy  et  i j II  résultera  de  cette  construc- 
tion que  les  plans  des  xy  et  x,y,  formeront  entre  eux  un  angle  égal 
à 0,  et  que  leur  ligne  d'intersection  formera  avec  l’axe  des  x un  angle 
complément  de  >7,  et  on  aura,  comme  à l’art.  to66, 

x,  = (o;cos.  n-\-y  sin.  ri)  cas.  ^-j-zsin.  0 
^,=  ^co8.  >7 — X sin.  >7  ' 

s,  = s cos.  ^ — (x  cos.  >7-|-j'sin.  >f)sin. 
et  on  déduira  de  ces  équations  la  valeur  suivante  du  moment  d’inertie, 

^ { m },  par  rapport  à l’axe  des  s,,  ou,  en  général , par 

rapport  à une  droite,  menée  par  l’origine,  et  perpendiculaire  à un  plan 
ayant  une  position  déterminée,  par  les  angles  ^ et  >7 , de  la  manière 
ci-dessus, 

A(%m.*ri  -è  cos.*>7C08.*^  -è  fi(cos.*j?  -è  sin.*)îCos.*  6^)  -f  Csio.'t 
■f  a ZJ  sin.  »7  sin.  ^cos.  0 
4-  a£cos.>7sin^cos.^ 

— a £ cos.  Tisin.  >7  sin.*  ^ 
si  on  ajoute  cette  valeur  à celle  de  ^(/nz,*)  ou  L,  donnée  art.  1067, 
on  trouvera  £ \m(x,*  -l-j',’  -H  t,^)\  = £\m(x*  +y*  + «’)  1 
que  cela  doit  être,  puisque  les  deux  expressions  x,*  + y,*  -p  *,*  et 
+J'*  -f  a’  sont,  l’une  et  l’autre,  le  quarré  de  la  distance  de  la  mo- 
lécule m à l’origine  commune. 


(w)..z:j(x,»-pjr,*)!= 
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1078.  En  t’gulant  st'paiéiiicnt  i zéro  li*s  difTcreutiflles  de  l’équu- 
tion  (.1/)  de  l’article  précédent,  prises,  respectivement,  par  rapport 
à ^ et  à >2 , on  a les  valeurs  de  ces  angles  0 H n qui  donnent  la  po- 
sition du  plan  x,y,  perj>endiculaire  à l’axe  des  z,  par  rapport  auquel 
la  dilTéienticlIe  du  moment  d’inertie  est  égale  à zéro.  Le  même  calcul 
conduirait  à ce  résultat  auquel  on  est  parvenu  fort  simplement,  ar- 
ticle 1067,  savoir,  que  la  condition  d \ =o[(qui 

équivaut  à la  condition  d {m  — ainsi  qu’on  l’a  vu  à l’art,  cité) 
est  satisfaite  lorsque  chacune  des  sommes  , cl  S(/7lz^y,) 

«t  égale  à zéro. 

Opérant  ensuite  sur  l’équation  (M)  de  l’article  précédent,  comme 
on  a fait  sur  celle  qui  donne  la  valeur  de  L,  art.  1067, 
équivalente  (i),  art.  1068,  on  arriverait  à une  équation  qui  ne  ren- 
fermerait plus  que  i'  j 1 et  les  quant i tés  /J,  C,  D,  K,  F, 

Mais  cette  équation  peut  se  déduire  immédiatement,  et  avec  facilité, 
de  l’équation  analogue  (6)  de  l’art.  1068, 

( {A-L){B-L){C-L) 

0 = j —D^[A  — L)  — E^  {B—L)—F^  {C—L) 

( +ai?£/’ 

faisant  pour  abréger  Z \ m (x*  j =M,  on  aura 

M + L=S  { m{x,*  + I =■£  { m{x*  + \~'^  + B+C 

d’où  L — A + B -f  C — M,  et  l’équation  précédente  devient , lorsqu’on 
y substitue  cette  valeur, 

!{M — {M—ZT+c)  {M—ZTÇb) 

— D*  {M — bZÇc) — JE*  (Af — A-\-c)—F* 

-I-  :t.DEF 

le  moment  d’inertie  M , par  rapport  à l’axe  des  z,  est  donné  parles 
moments  d’inertie  -k-B,  A -\-C,B-\-C  pris  par  rapport  aux  axes 
des  z,^  cl  X. 

On  trouverait,  pour  l’équation  précédente , trois  racines  ailles  comme 
on  les  a trouvées  pour  l’équatiôn  (6)  de  l’art.  1068;  et  l’existence  de 
ces  racines  réelles,  de  {/<),  peut  se  déduire,  immédiatement,  de  ce 
qui  a été  dit,  art.  1069;  on  a vu,  dans  cet  article,  que  la  condition 
d {m  Z,»)  qui  équivaut  à dL=^o,  en  comportait  deux  autres,  sa- 
voir, d S — o et  dZ{mx^„)^o,  les  axes  des  x„  et  desj'-^ 

étant  renfermés  dans  le  plan  x,y,,  perpendiculaires  l’un  sur  l’autre,  et 
SC  rencontrant  à l’origine  commune;  or  ces  trois  équations  donnent; 
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parlciirscomhinaisons,  J2'jOT(.c„’  dZ\m{Xi,'^  +z,“)}=o, 

</2.'  1 nt{j-n*  + i„=)  I =0  , résultat  qu'on  obtiendrait  aussi , art.  io65 
et  1067,  en  considérant  les  i'”.  membres  de  res  dernières  équations, 
comme  les  difTérenliclles  respectives  de  /?  — S , R — 2^ 
li — donc  lorsque  la  dilTérenlielle  du  moment  d’inertie... 
i’ { /7/(.r„’  +jr„^),  pris  par  rapport  k Taxe  des  i,,  est  nulle,  il  existe 
deux  autres  axes,  passants  par  l’origine,  j'erpendiculaires  entre  eux  et  à 
l’axe  dis  s,  qui  jouissent  de  In  même  propriété. 

1079.  J’ai  désigné,  art.  1070,  par  le  nom  de  plans  principaux , 
les  trois  plans  par  rapport  auxquels  les  dilTérenlielles  des  moments 
d’inertie  sont  nulies;  les  axes  qui  sont  les  lignes  d’intersections  de  ces 
plans,  et  qui  jouissent  de  la  même  propriété  relativement  aux  moments 
d’inertie  qui  les  concernent,  ont  été  appelés  axes  principaux.  Ainsi, 
pour  un  point  quelconque  de  l’espace,  il  y a en  général  trois  droites 
passant  par  ce  point , dont  l’une  quelconque  est  perpendiculaire  au 
plan  renfermant  les  deux  autres,  et  qui  ont,  par  rapport  k un  corps  de 
position  fixe,  les  propriétés  qui  constituent  des  axes  principaux;  on 
verra  bientôt  que  dans  les  cas  particuliers  où  le  nombre  de  ces  droites 
excède  trois  il  est  infini. 

1080.  Pour  déduire  les  positions  inconnues  des  axes  principaux,  des 
positions  connues  de  trois  axes  coordonnés  il  est,  en  général,  indis- 
pensable de  résoudre  une  équation  du  troisième  degré;  mais  les  calculs 
deviennent  beaucoup  plus  faciles  lorsqu’un  de  ces  axes  principaux  est 

I donné,  et  qu’on  a,  seulement,  à déterminer  les  positions  des  deux 
autres. 

Tous  les  points  du  corps  étant  étant  rapportés  aux  trois  axes  desa^, 

et  ij  soit  l’axe  principal  donné  celui  des  z,  ayant  par  rapport  à ceux 
des  X ,y , z la  position  déterminée,  art.  1066,  et  traçons  sur  le  plan, 
passant  par  l'origine,  qui  lui  est  perpendiculaire,  les  axes  des  i,  et 
des  y,  satisfaisant  aux  équations  ( 1 ) de  l’article  cité.  D’ajirès  ce  qui 
a été  démontré  précédemment , les  deux  autres  axes  principaux , qui 
se  coupent  aussi  à l’origine,  doivent  sc  trouver  dans  le  plan  x,jr,,k 
angle  droit  l’un  sur  l’autre;  je  désigne  ces  derniers  axes  par  les  noms 
d’axes  des  x„  et  d’axe  des^„^'  les  propriétés  caractéristiques  qui  les 
distinguent,  et  d’après  lesquelles  on  détermine  leurs  positions, 'sont 
exprimées  par  les  équations  dS  {ni  .t„’)  = o et  d S (my*,,)  = 0;  or 

désignant 


U 
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désignant  par  .s  j'angle  formé' par  l'un'dc  ces  axc»  et  par  l’axe  des  .t,>  i 

par  i la  tangente  de  cet  angle',  donnant,  d’ailleurs,  B,,  F,,  la  I 

même  signification  qu’à  l’art.  1069  , on  aura  par  l’élimination  de  L,  ^ 

entre  les  équations  (3)  et  (4)  de  l’article  cité,  les  deux  valeurs  de  i j 

qui  résolvent  la  question;  cette  élimination  donne  ■ -\  L ■ ' ' ■ > 

• '/  . F,  '■■  ■ ^ 1 

' ■ ( .1 

— — I — cot.  t — tang.  r=acot.3<,  donc 

" 

Une  même  tangente  appartient  toujbuis  à deux  angles  dilTcrants, 
entre  eux,  d’une  demi-circonférence,  et  dont,  par  conséquent,  les 
moitiés  dilR-rcnt,  entre  elles,  d’un  quart  de  circonférence  ; et  on  voit, 
par  là  , que  l’équation  précédente , en  donnant  la  position  de  celui 
des  deux  axes  principaux  cherchés,  qui  doit  faire  l’angle  i avec  l’axe 
des  oc,,  indique  en  même  temps  l’existence  (Kun  autre  axe  principal  , 
coupant  le  premier  à angle  droit.  ' 

1081.  ün  peut  faire  snbir  à l’équation  (5)  de  l’art.  1069,  ' 

une  transformation  analogue  à celle  qu’a  éprouvée ' l'équation  (6)  de 
l’art.  1068,  pour  devenir  l’équation  {(a)  de  l’art.  1078; par  cette  trans- 
formation l’équation  (5),  art,  1069,30  lieu  de  donner  la  valeur  du 
moment  d'inertie  Z,,  ou  pris  par  rapport  au  plan'^„s,, 

perpendiculaire  à l’axe  des  x„  , donnera  le  moment  d’inertie...., 

2 I r”  + s,’  ) I pris  par  rapport  à cet  axe  des  x„. 

Faisant  E \ +s,*)|=3Af,,  on  aura  Jif,  + L,=y4,+B,  + C,j 

équation  qui  dérive  de  t,*  = d’où 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (5)  de  l’art.  1069,  apris 
avoir  fait. 


celte  équation  se  chongera  en 
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fjij  ft„  sont,  respect iveioent,  les^motBents. d'inertie  par  rapport  b l’axe 
dY’S  -t<,  et  des  J',  J cl. on  peut  à.  /«„—//,  substituer  la  dill'érence  équi- 
valente ' 

1 On  serait  parvenu  à la  même  équation,  si  au  lieu  de  chercher  la 
valeur  de  Z [ +a,'‘)  \ on  eût  cherché  celle  de  .g  j 

c’est-à-dire,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à l'axe  dej',,^-  les  deux 
moments  sont  donnes  par  les  racines  réelles  de  l’équation  (ft')  qui  a, 
avec  l’équation  (»x)  de  l’art.  1078,  les  mêmes  relations  qui  lient  l’équa- 
tion (5)  de  l’art.  1069  avec  l’équation  (6)  de  l’art.  1068. 

Quant  k la  tangente-  / de  l’angle  < sa  valeur  et  la  forme  de  son  ex- 
pression restent  les  mêmes  qu’à  l'article  précédent. 

108a, ^'hypothèse  de  l’égalité  des  deux  racines  de  l’équation  (^)de 
l’article  précédent,  ou  de  l’égalité  des  moments  d’inertie  pris  par 
rapport  aux  axes  des  -r,,  et  des  , donne  , 

+ ^ ,,  , 

et  les  deux  quarrés  qui  sfi  trouvent  sous  le  radical  étant  essentiellement 
positifs,  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  les  valeurs  P,=o 
et  cette  dernière  égalité  étant  équivalente  à — Ces  va- 

leurs substituées  dans  l’équation  (^')  de  l’article  précédent  et  dans  les 
équations, (5)  et  (4)  de  l’art.  1069,  donnent 

■ • ' ’t  ‘ .4/,  = ^/,  — J / = — -, 

Mi-.l  • I i ■ I,  . 1 . ‘ ° ' 

D’où  on  conclut  que  lorsque  deux  axes  princi^vaux  > qui  se  coupent  en 

un  point  désigné  par  ot^  ou  deux  plans  principaux  dont  la  ligne  d’in- 
tersection est  désignée  par  .i,  ont  leurs  moments  d’inertie  égaux,  les 
moments  d’inertie  par  rapport  à tous  les  axes  renfermés  dans  le  plan 
de  ceux  dont  on  vient  de  parler,  et  passant  par  le  point  a,  ont  une 
valeur  commune  ; et  que  la.  même  égalité  a lieu  pour  les  moments 
d’inertie,  pris  par  rapport  à tous  les  plans  qui  se  coupent  sur  la  ligne  À. 

On  pourrait  aisément  déduire  de  ce  théorème  son  analogue  appli- 
cable au  cas  de  trois  momeiNs  d’inertie  égaux,  appartenants  à trois  axes 
ou  à trois  plans  principaux  ; mais  ce  dernier  théorème  est  la  consé- 
quence naturelle  et  immédiate  de  celui  qui  a été  démontré, art.  1072, 
sur  les  moments  d’inertie  des  plans  principaux,  et  que  je  vais  appliquer 
aux  moments  d’inertie  des  axes. 
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■ iofi3.  On  a vu,  à l’article  cité,  qu'cn  su|>|x>sant  que  le^  plans  xy-, 
xi,jrz,  fiaient  principaux , et  en  désignant,  par  Kj  lemoment, d’inertie 
pris  relativement  à un  plan  quelconque,  faisant  avec  les  plans  dcs_y«^ 
des  xz  et  des  xy,  les  angles  respectifs  a,  S,-/,  on  avait  l’équation. 

A = cos.’ a + Z/cos.’ tf+ f’cos.’ y.  ’ 

A,  5 et  C représentant  les  quantités  (/«T»),  — — {mz‘), 

c’est-à-dire  les  moments  d’inertie  par  rapport  aux  plans  principaux. 

Si  on  retranche  le  premier  membre  de  A-\-fi-\-C  et  le  deuxième 
de  A 1} C)  (cos.’a -|-cos.>  ^4"  ^us.xy  ),  ce  qui  ne  change  pas 
l’égalité  des  deux  membres  , vu  que  (cos.*  ^4~cos.*/')=  i ; 

on  aura , en  faisant  A-\-B-\-C — K = N 

(ÿ). . . . JS'—(B  + C)  cos.* a -P  (A  + C)  cos  *tf  -+{A  + B)  cos.*/. 

N est  la  valeur  du  moment  d’inertie  par  rapport  à un  axe  perpendi- 
culaire au  plan  qui  f>rme  les  angles  a,  S ,y  avec  les  plans  princi|iaux 
drs_/3j  .ri  et  xy,  et  cet  aie  forme,  par  conséquent,  les  mêmes 
angles  avec  les  axes  des  x , des  jr  et  dis  s,  res|)«>ctivement  perpendi- 
culaires aux  plans s,  xs  et  xy.  De  plus  B-\-C,  A -\-C , et.  A B 
sont  les  moments  d'inertie  respectifs,  pris  par  rapport  aux  axes  des  x, 
des  J'  et  des  z;  donc  le  moment  d’inertie,  par  rapport  à une  droite 
quelconque  passant  par  l’origine,  se  compose  des  produits  des  moments 
d’inertie  pris  par  rapport  à chacun  des  axes  coordonnés  (lorsque  ces 
axes  sont  principaux)  par  les  quarrés  des  cosinus  des  angles  respectifs 
que  chacun  de  ces  axes  fait  avec  la  droite  passant  par  l’origine. 

1084.  Les  axes  coordonnés  continuant  à être  des  axes  principaux, 
si  les  trois  moments  d’inertie  par  rapport  à ces  axes  sont  égaux  entre 
eux , on  aura 

AJ!fB=A-^C—B-\-C 

ce  qui  suppose  A — B=C,  et  la  valeur  de  Nj  déduite  d’après  cette 

hypothèse,  de  l’équation  ÿ de  l’article  pré'cédent  sera 

NxsiA  (cos.’  a -|- cos.’  if-f-co*-*  y)=.3  A puisque  cos.*  ^l4-cos.’tf-^- 
cos.*/=  1 1 d’où  on  conclut  que  lorsque  les  moments  d’inertie,  pris  par 
rapport  aux  trois  axes  principaux  rectangulaires,  sont  égaux  entre  eux  , 
la  valeur  commune  de  ces  moments  est  celle  du  moment  d’inertie  pris 
par  rapport  à toute  droite  qui  passe  par  le  point  unique  oii  les  trois 
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axes  principaux  sont  censés  se  couper;  tout  axe  mené  par  ce  point,  est 

un  axe  principal.  > , 

La  même  propriété  a lieu  pour  les  plans  principaux,  on  a, art.  1072, 
par  la  condition  de  A=zR—C,  K-=-A  (cos.*a  + cos.*  tf+cos.*)')=y#. 
Le  moment  d’inertie,  par  rapport  <t  tout  plan  passant  par  l’origine,  a 
une  valeur  constante. 

1080.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  l’analyse  d’un  problème  très- 
curieux  , sur  les  moments  d’inertie,  dont  MM.  Poisson  et  Jacques  Binet 
ont  trouvé,  en  même  temps,  la  solution.  11  s’agit  de  déterminer  les 
points  d’un  corps,  si  toutes  fois  il  en  existe,  par  rapport  auxquels  les 
trois  moments  d'inertie  principaux,  et,  par  conséquent,  tous  les  mo- 
ments d’inertie  soient  égaux. 

Soit  m 1 clément  de  masse,  et  supposons  que  les  axes  des  coordonnées 
^,y  et  Z,  qui  déterminent  sa  position,  soient  des  axes  principaux,  dont 
l’intersection  commune  se  trouve  au  centre  de  gravité;  on  a,  d’après 
ces  deux  conditions, 

S {x  m)  — o‘,  S {y  m)  = O-,  S {z  m)  = O 
S{^xym)  = Q\  S {xym)  = o\  2(yim)  = o. 

Représentons  les  moments  d’inertie  respectifs , pris  relativement  aux 
axes  des  x,  y et  z,  par 

a = 2\  | ; l>  = i:  \ m{x*  + t^)  i ; c = Z \ m {x* -\-y*)  t 

désignons  par^ , r,  et  les  coordonnées  inconnues  d’un  des  points  de- 
mandés , rapportées  aux  axes  des  x ,y  et  z,  de  manière  qu’on  ait , pour 
ce  point  demandé,  ^ 

==i’- 

Transportons  l’origine  à ce  même  point , sans  changer  la  direction  des 
axes,  les  coordonnées  d’un  élément  de  masse  quelconque  m deviendront 

la  condition  de  l’égalité  des  moments  d’inertie  par  rapport  à toutes  les 
droites  qui  passent  par  la  rioUvélle  drlgine , suppose  que  toutes  ces 
droites  sont  des  axes  principaux,  et  par  conséquent  les  axes  des  coor- 
données a: — ^,y — rt,  z — t^  sont,  eux-mêmes,  de  pareils  axes,  ce  qui 
donne, 

i (■'  — f 1 =.2:(ar/OT)  — »!  z{xm)  -\-5  n Z(m)  = o 

.T}(.r— f)(  î }■=  S{rzrTi)^SZ(zm)  — ^.S(x/a)-f  f = 0 

^ i CJ— »!)  (*— O"'  f = (y-M) (=»»)  — i'.S'  (jm)  -1-  »!  iTZ'  (/«)  = o 
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et,  en  vertu  des  propriétés  du  centre  de  gravité  et  des  axes  principaux, 
ces  équations  se  réduisent  à 

=>?3/r=o;  fif3/=o;  r,^M=o, 
en  désignant  par  M la  masse  entière  du  corp. 

Or,  pour  satisfaire  à ces  trois  dernières  équations,  il  est  nécessaire 
que  deux  des  trois  quantités  , >î  et  iJ"  soient  nulles;  si  donc  le  point 
demandé  existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l’un  des  axes  des  coor- 
données Z.  Je  fais  J?  = O et  4'=  O et  je  laisse  f indéterminé,  ce 

qui  revient  h supposer  le  point  demandé  sur  l’axe  des  Xj  ii  une  distance 
ri  de  l’origine  ou  du  centre  de  gravité.  Alors  les  moments  d’inertie  du 
corps,  relatifs  à ce  point,  seront  a , par  rapport  k l’axe  des  x,  et, 
art.  io6i , b et  c -è  Afjf*  par  rapport  aux  axes  parallèles  k ceux 

des  J'  et  des  a.  On  aura  donc,  d’après  les  conditions  du  problème, 
a~b  + -f  A/fx 

mais,  pour  que  ces  équations  soient  possibles,  il  faut  qu’on  ait  b = c, 
et  l’égalité  de  ces  deux  quantités  donne 


Il  faudra  donc  encore  que  a>c  afin  que  la  quantité  f soit  réelle;  cela 
étant , on  aura , pour  f , deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  con- 
traires, savoir; 


Par  conséquent  il  existera  deux  points  qui  auront  la  propriété  demandée, 
et  qui  seront  situés  sur  l’axe  des  x,  k égales  distances  de  part  et  d’autre 
du  centre  de  gravité. 

1086.  On  déduit  de  cette  analyse  les  conséquences  suivantes  ; 

1®.  Quand  les  trois  moments  d’inertie  a,  h,  c,  relatifs  aux  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  d’un  corps,  sont  inégaux, 
il  n’existe  aucun  point  par  rapport  auquel  les  moments  d’inertie  de  ce 
corps  soient  tous  égaux. 

2®.  Si  doux  des  trois  moments  a,  b,'c  sont  égaux,  et  que  le  mo- 
ment inégal  soit  le  plus  grand  des  trqis , il  existe  deux  points  par 
rapport  auxquels  tous  les  moments  d’inertie  sont  égaux,  ces  points  sont 
situés  sur  l’axe  principal  qui  se  rapporte  au  plus  grand  des  trois  moments 
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O)  b,  c et  siuiu  placés  symétriquement  de  part  et  d'autre  du  centre  de 
gravité. 

3“.  Lorsque  les  trois  moments  a,  b,  c sont  égaux , il  n’y  a pas 
d’autre  ]>oint  que  le  centre  de  gravité  par  rapport  auquel  tous  les 
moments  d’inertie  soient  égaux. 

Formules  pour  le  calcul  des  momeots  d’ineriic  de  diHerenls  corps. 

1087.  I^es  solides  de  révolution  sont  ceux  qui  se  présentent  le  plus 
fréquemment  dans  les  applications  qu’on  a k faire  des  formules  des 
moments  d’inertie;  et,  en  conséquence,  je  vais  les  donner  pour  exemple 
de  ces  applications. 

fig.  ii.iu».  i et  J.  I,  la  courbe  généiatrice  d’un  solide  homogène  de 

révolution,  la  droite  AF  l’axe  de  ce  solide;  et  QHS  T,  n“.  a, 
sa  section  faite  jrar  un  plan  perpendiculaire  a A F et  passant  par  le 
point  P.  Concevons  une  autre  section , faite  parallèlement  k la  pre- 
mière, k une  distance  infiniment  petite  PP'j  ces  deux  sections  com- 
prendront , entre  elles  , une  tranche  é'Iémentaire  du  solide , dont  le 
cercle  ÇMST  sera  la  base,  et  PP'  l’épaisseur. 

Supposons  que  le  centre  de  gravité  de  la  partie  du  solide,  comprise 
entre  les  sections  perpendiculaires  k AF,  faites  aux  ]X)ints  A et  B , 
soit  en  I,  élevons  les  perpendiculaires  AD,  J K,  PB,  P' B',  et  BC 
sur  A Bj  soient,  dans  la  section,  n®.  a,  les  diamètres  ÇS  et  TB  per- 
pendiculaires l’un  sur  l’autre;  menons  les  rayons  PF  et  P/f' formant, 
entre  eux,  un  angle  infiniment  petit,  traçons  dans  cet  angle  les  deux 
arcs  N n et  N'n',  concentriques  k F fV , et , du  centre  du  trapèze 
élémentaire  IV n n'  N' , abaissons  la  perpendiculaire  qM  sur  le  dia- 
mètre QS,  faisons.; 

La  densité — 1 

L’élément  de  masse  ou  de  volume = m 

Le  volume  de  la  partie  du  solide  comprise  entre  les  sections, 

perpendiculaires  k AF,  faites  aux  points  A et  B =3/ 

AI=f}  AP=Si  PB  = n 
tP  = xj  PM=jj  Mç=t 
Pn=:rj  angle  WPS=.^ 

on  aura 

PP'j=d^  \ nn'sadrj  angle  W P F —d^. 
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1088.  D’apri-s  l’état  dfs  choses  qu’on  vient  d’exposer,  le  trapèse 
A'«  n' A'  est  la  base  d’un  prisme  élémentaire,  dont  PP'  est  la  hauteur 
et  dont  le  'i{A\\Tnç=^dr,rd^ ,d^  — m } et  puisque  la  densité=i,  ce 
volume  représentera  la  masse  du  prisme  élémentaire. 

Les  théorèmes  connus  sur  la  cubature  des  solides  de  révolution  et 
sur  les  centres  de  gravité,  fournissent  les  équations,  * 


M. 


d’où  on  conclut 


( I ).  ..Mf-=:rf*nr^dS)=  r//(trs  ). 
y^K^d^)  et y(>:*  sont  les  intégrales  définies  prises  dans  l’étendue 
entière  de  M. 

La  génération  du  solide  donne  et,  faisant, 

comme  à l’article  1064,  y/=y(/7j  x»),  on  aura  P=y(/nj'S=y(OTi*  ). 
Cherchant  d’abord  la  valeur  de  on  a y(mx>)  = 

y t is-jy  i =^//f\  {s-/y  rdrd^d^  i. 

L’intégrale  prise,  d’abord,  jiar  rapport  à depuis  ÿ=o  jusqu’à 

(on  désigne,  par  la  demi -circonférence  dont  le  rayon=i)  a pour 

valeur ^ rdrd^\ 

elle  se  rapporte  à un  anneau  circulaire  dont  le  rayon  = r,  la  largeur 
dans  le  sens  du  rayon  = <^/-,  et  l’épaisseur  dans  le  sens  de  raxe  = </^. 

Intégrant,  ensuite,  par  rapport  à r,  on  a,  pour  la  valeur  indéfinie 
de  cette  deuxième  intégrale,  }tJ\  (f — fyr*d^\  et , pour  sa  valeur 

définie  depuis  r=p,  jusqu’à  r=n frf\  | 

Cette  intégrale  s’applique  à une  tranche  élémentaire  du  solide  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe  , et  coupant  cet  axe  en 
deux  points  infiniment  près  l’un  de  l’autre;  on  a donc 
A=,rJ j {^-/)>r.^d^ \=^\fWdS)-^y/rdSdS)+Ari*S*dS)  } 
équation  qui , combinée  avec  les  équations  ( 1 ) , devient 

An^dS)  ) r 

Cherchant  ensuite  la  valeur  de  B,  on  a 

B=iJ'(^mjA)=fff{rdrdçd^.r*cos.^.^).’po\iT  intégrer  par  rapport 
à on  observera queyi^^  cos.*  d^  (7-f  ÿcos.  a^)=j^-t-{sin.  2^ 


(«i) ^ = M 
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et  cette  intégrale,  prise  depuis  = o jusqu'à  ^=aflr,  sç  réduit  à tr, 
à cause  de  sin.  (4  .>r)  — o,  on  a donc  B = fr/J\r'^drd^)\  intégrant 
par  rapport  à r,  et  prenant  l’intégrale  depuis  r=o  jusqu'à  r=  on  a 
) , ou  en  multipliant  par  M et  divisant  par  la  valeur 
«le  Mj 

(3)...* R—r— 

Toutes  les  expressions  qui  ne  renferment  plus  que  *1,  ^ et  d ^ sont 
intégrables,  ou  immédiatement,  ou  par  les  quadratures,  parce  que  f 
et  >7  étant  les  coordonnées  de  la  courbe  génératrice,  ri  est  une  fonction 
de  f donnée  par  l’équation  de  celte  courbe. 

1089.  D’après  ces  valeurs  on  a l’expression  du  moment  d’inertie 
par  rapport  à l’axe  des  Xj  ou  à l’axe  de  révolution , 

=B+  C=iB^. 

Et  l’expression  du  moment  d’inertie,  par  rapport  à une  des  droites  TK 
perpendiculaires  à l’axe  de  révolution,  et  passant  par  le  centre  de  gra. 

Le  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  ID  perpendiculaire  à l’axe 
de  rotation,  et  passant  par  l’origine  yi , se  trouve,  art.  1061 , en  ajou- 
tant au  moment  d’inertie  pris  par  rapport  à IK , c’est-à-dire  à A-\-B, 
le  produit  MJ*  de  la  masse  AT  par  le  qparré  de  la  distance  entre  les 
deux  axes.  On  a donc 


moment  d’ Inertie  par  rapport  à AD- 


M, 


1090.  Soit  un  cylindre  homogène  dont  la  longueur  = a a,  et  le 
rayonne,-  on  a ri=iC  f d^  = 3.a  s A/s=  volume  du  cylindre; 

^+^=Tj'fcc=moment  d’inertie  par  rapport  àraxeducylindre;//-|-fl= 


et  prenant 


l’intégrale  depuis  f =p  jusqu’à  f = aa,  A + B=M(^a»-\-:^c*)  = 
moment  d’inertie  par  rapport  au  diamètre  qui  coupe  l’axe  en  deux 
parties  égales. 


109t. 


Digitized  by  GooqIc 


Section  troisième.  3»5 

Cette  qiuntifé  niigmentëc|de  Ma*  Idonne  , art.  1061  , le  moment 
d’inertie  par  ^apport  à un  diamètre  quelconque  d’une  des  bases  du  cy- 
lindre, momnit  qui , par  conséquent , a pour  valeur  M je-) 

La  masse  M du  cylindre^  proportionnelle  à son  volume,  peut  étie, 
dans  l’usage,  représentée  ou  par  ce  volume,  ou  p.nr  le  poids  du  corps. 

En  faisant,  dans  ces  formules,  c = o,  on  a le  moment  d’inertie 
d’une  ligne  droite  materielle,  ou  d’un  fil  rectiligne  homogène,  dont  la 
longueur  = sa  , par  rapport  4 un  axe  qui  lui  serait  perpendiculaire, 

moment  égal  à — , ou  h.  ^ Ma*  suWant  que  l’axe  coupe  la  ligne 

au  milieu  ou  4 une  des  extré'mitds  de  sa  longueur. 

M représente  la  masse  du  fil , proportionnelle  4 sa  longueur , qui 
dans  l’usage  j>eut  être  représentée,  ou  par  cette  longueur,  ou  par  le 
poids  du  corps. 

Pour  avoir  le  moment  d’inertie  d’un  disque  très-mince,  ou  d’un  plan 
matériel  circulaire  et  homogène , dont  la  masse  M,  proportionnelle  4 
la  surface , peut  être  rcpiésentée  dans  l’usage  , ou  par  cette  surface  , 
ou  par  le  poids  du  corps,  il  faut  faire  a = o dans  les  valeurs  précé  - 
dentes , et  on  a 

Moment  d’inertie  par  rapport  4 un  axe  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  pt  passant  par  son  centre= jMcc. 

Moment  d’inertie  par  rapport  4 un  diamttre  = ^3/ce. 

1091.  Soit  un  cône  droit  4 base  circulaire;  prenons  l’origine  de  f 
au  sommet,  a étant  la  hauteur  du  cône,  l’origine  des  x sera,  art.  3ai 
et  322,  4 une  distance  = ^a  de  l’origine  des  f.  On  aura,  en  désignant 
le  rayon  de  la  base  par  c, 

n=  J-  f a J AT=f  a,)rc* 

a 

et  par  les  formules  générales  des  art.  1088  et  1089,  on  a d’abord  le 
moment  d’inertie,  par  rapport  4 l’axe  du  cône. 


■ L’intégrale  étant 
= J Mc*  < prise  depuis  f = o 


pt  pour  avoir  ensuite  le  moment  d’inertie  par  rapport  au  diamètre  de 
i 42 
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la  section,  parallèle  à la  base,  faite  par  le  centre  de  gravité,  on  com* 


mencera  par  calcu'er  A —M 


=iS‘ 


Les  intégrales  étant  prises  depuis  ci  — o jusqu’à  ^ = Oj  et  on  aura  le  mo- 
ment d’inertie  cherché  = A-i-  B—  ^ M ( a*  + 4 c*  ) 

Le  moment  d’inertie  par  rapport  à un  diamètre  de  la  base,  se  trouve 
par  le  théorème  de  l’art.  1061 , en  ajoutant  M.  a*  résultat  qu’on 
vient  de  trouver. 

109a.  Enfin  soit  une  sphère  dont  le  rayon  = a,  on  aura 
f=a;  7i*  = sta^ — f ; A = B = C. 

prenant  les  intégrales  depuis  f = 0 jusqu’à  Ç = ^aj  on  trouve 


B = !.Ma\ 

Le  moment  d’inertie  par  rapport  à un  diamètre  quelconque  étant 
double  de  la  valeur  àc  B j a,  par  conséquent,  pour  valeur a*. 

1093.  La  détermination  du  moment  d’inertie  d’une  portion  de  cône 
droit  dont  les  deux  bases  sont  perpendiculaires  sur  l’axe,  d’un  secteur 
ou  d'un  segment  sphérique  , etc.  s’obtient  par  l’emploi  convenable 
des  valeurs  qui  appartiennent  aux  limites  des  intégrales,  fait  de  ma- 
nière à obtenir  exactement  les  expressions  définies  de  ces  intégrales  , 
depuis  une  certaine  valeur  déterminée  de  Ç jusqu’à  une  autre  valeur 
déterminée  de  la  même  variable.  Il  n’y  a rien  d’ailleurs  à changer  aux 
intégrales  générales  qui  se  rapportent  k ^ et  r,  et  qui  donnent  les  va- 
leurs de  A,  B et  C en  fonctions  de 

1094.  Les  masses  des  corps  étant,  art.  970,  proportionnelles  à leurs 
poids,  les  applications  pratiques  des  formules  relatives  aux  moments 
d’inertie,  se  feront  conformément  à ce  qui  a déjà  été  dit,  art.  «090  , 
en  introduisant , dans  ces  formules  , les  poids  des  corpuscules  ou 
des  corps,  m ou  M ^ pour  représenter  leurs  masses;  et  dans  le  cas,  par- 
ticulier, oii  tous  les  corps  élémentaires  m auraient  la  même  densité, 
les  masses  pourront  être  représentées  par  les  volumes. 


Du  pendule  composé  et  du  centre  d’oscillation. 

1096.  J’appelle  pendule  composé  un  corps  solide  et  pesant,  de 
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forme  quelconque,  assujetti  & tourner  autour  d’un  axe  fixe  horizontal, 
que  je  désigne  j>ar  le  nom  d'axe  de  suspension.  Les  phénomèi'.es  du 
mouvement  de  ce  pendule  offrent  un  sujet  de  recherches  important  et 
curieux,  et  un  premier  exemple,  fort  instructif,  de  l’application  des 
formules  du  mouvement  de  rotation  d’un  corps , en  ayant  égard  à 
X'ctendue  et  la  figure. 

1096.  Je  mène,  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  une  droite  per- 
pendiculaire à l’axe  de  suspension , droite  que  j’appelle  ligne  des 
centres , et  je  désigne,  par  0,  l’angle  que  cette  ligne  des  centres  fait 
au  bout  du  temps  t,  avec  le  plan  vertical  passant  par  l'axe  de  suspension, 
angle  qui  peut  représenter  l’inclinaison  générale  du  corps. 

Soient,  de  plus,  a la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  à l’axe 
de  suspension,  ou  le  rayon  du  cercle  que  décrit  ce  centre  pendant  son 
mouvement,  M la  masse  du  corps,  et  Mk^  le  moment  d’inertie  de  ce 
corps  par  rapport  à un  axe  parallèle  à l’axe  de  suspension,  et  p.nssant 
par  le  centre  de  gravité,  le  moment  d’inertie  par  rapport  È l’axe  de 
suspension  sera,  art.  1061,  égal  k 

Il  faut  encore,  pour  avoir  l’expression  de  la  force  accélératrice  angu- 
laire, au  bout  du  temj)S  t,  trouver  la  somme  des  moments,  par  rapport 
à l’axe  de  suspension,  de  toutes  les  puissances  qui  agissent  snr  M j or  la 
pesanteur,  qui,  seule,  agit  sur  ce  corps,  imprime  à chaque  molécule  m, 
une  force  motrice  gm  ( en  désignant  par  g la  force  accélératrice  due 
à la  pesanteur)  dont  le  moment  par  rapport  à l’axe  de  suspension,  est, 
au  bout  du  temps  t,  égal  au  produit  gnij  par  la  distance  horizontale 
de  m au  plan  vertical  |>assant  par  l’axe  de  suspension.  Cette  distance 
étant  représentée  par^,  on  a,  art.  ,Z ni)  = M as\a.0 , en  faisant 
attention  que  a sin.  0 est,  au  bout  du  temps  t,  la  distance  du  centre 
de  gravité  de  M au  j>lan  vertical  passant  par  l’axe  de  suspension. 

Ces  déterminations  fournissent,  art.  1059,  l’équation 

/■.X  _ «.^sin.éé 

^ ' dt  A» 

ÿ étant  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  d’un  des  points  placés  à 
l’unité  de  distance  de  l’axe  de  suspension. 

Multipl  iant  le  premier  membre  de  cette  équation  par  ^ et  le  deuxième 
d 0 

membre  parla  valeur  — — de  g,  faisant  attention  querf^ct  tf/ doivent 
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avoir  des  signes  contraires , parceque  0 diminue  pendant  que  t aug- 
mente, et  intégrant,  après  avoir  multiplié,  de  part  et  d’autre,  par  dt, 
fl/rcos.  ^ 


onaiÿ»: 


Pour  déterminer  la  constante,  il  faut  d’abord  faire  une  hypothèse 
sur  la  vitesse  initiale  , et  je  la  supposerai  nulle  ; désignant,  ensuite, 
par f,  la  valeur  initiale  de  0,  on  aura,  au  premier  instant  du  mouvement, 

a g cos.  f 


t—o,  ^ = 0,  et  0=f,  d’où  C= 


et 


W- 


Désignant  par  >j  la  hauteur  verticale  dont  le  centre  de  gravité  est 

descendu,  lorsque  la  ligne  des  centres  a décrit  l’angle  on  a 

r = «(cos.  0 — cos.y)  et  l’équation  précédente  devient 

H’gn 


(3). 


n*-i- A» 

Si  on  fait  dans  l’équation  (a),  A = o,  on  retrouve  l'éqnation  (a)  de 
l’art.  9S1  donnant  la  vitesse  angulaire  du  pendule  simple.  La  raison 
de  cette  identité  est  que  l’hypothèse  de  k = o , réduit  la  massej  M , 
qui  n’est  pas  supposée  nulle,  ù n’étre  qu’un  point  matériel. 

1097.  Pour  peu  qu’on  ait  présente  k la  mémoire  la  théorie  du  pen- 
dule simple , dont  je  viens  de  parler , on  conçoit  aisément  que  les 
dilTérents  points  materiels  du  corps  M,  qui,  en  vertu  de  leurs  liaisons 
réciproques,. ont  une  vitesse  angulaire  commune,  tendent,  k raison  de 
leurs  différentes  distances  à l’axe  de  suspension,  à prendre  des  vitesses 
angulaires  différentes.  Ainsi  le  point  placé  au  centre  de  gravité,  a,  par 
l’effet  de  sa  liaison  au  corps,  une  vitesse  angulaire 


= |/^__i^^(cos.^— cos f) , plus  petite  que  la  vitesse  angulaire 

|/^-i£.(cos.^— cos./)  qu’il  aurait , s’il  se  mouvait  seul  et  dans  les 

mêmes  circonstances,  à la  manière  du  pendule  simple;  mais  si  on 
considère  le  point  placé  sur  la  ligne  des  centres,  à la  distance  na 
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de  l’axe  de  suspension,  n pourra  être  tel  qu’on  ait 

fl  tt  ft  2 ï%  €t^ 

5 — — 5_  ou : — >1,  et,  au  bout  du  temps  t,  la  vitesse 

^ na  «a  + A»  ^ ' r ' 

angulaire  de  ^/surpassera  celle  qu’aurait  ce  dernier  point,  dans  le  cas 
où,  sépare  de  M,  et  assujetti  aux  mêmes  conditions  initiales,  il  se  mou- 
verait,  comme  pendule  simple.  Ainsi  en  considérant  toujours,  sur  la 
ligne  des  centres , afin  de  fixer  les  idées , la  suite  des  points  matériels 
qui  s’y  trouvent,  on  voit  que  ces  points  sont  en  partie  retardés,  et  en 
partie  accélérés,  dans  leurs  mouvements;  la  série  de  ceux  qui  sont  re- 
tardés, étant  du  câté  de  l’axe  de  suspension  par  rapport  à la  série  de 
ceux  qui  sont  accélérés  ; ce  sont  des  compensations  de  mouvements 
perdus  et  gagnés,  opérées  dans  le  système,  par  la  liaison  des  points 
matériels  qui  le  composent , et  il  est  naturel  de  penser  que  sur  une 
droite  quelconque,  partant  de  l’axe  de  suspension  , il  y aj  k la  sépa- 
ration des  deux  séries  de  points  retardés  et  de  points  accélérés,  un 
point  qui  se  meut  comme  s’il  était  sé[)aré  de  tous  les  autres  et  assujetti 
à tourner  seul  autour  de  l’axe  de  suspension  en  conservant  sa  distance 
à cet  axe. 

1098.  Cherchons  sur  la  ligne  des  centres  la  position  du  point  jouis- 
sant de  la  propriété  dont  nous  venons  de  parler,  c’est-à-dire,  cherchons 
la  position  du  point  de  cette  ligne  des  centres  qui  Se 'meut  autour  de 
l’axe  de  suspension , comme  s’il  ne  tenait  pas  aux  autres  points  du  corps , 
et  qu’il  fut  simplement  lié  à l’axe  ; en  désignant , par  X , la  dis  - 
tance  de  ce  point  à l’axe  de  suspension,  on  aura,  art.  pSi  , d’après 

la  condition  que  nous  venons  d’énoncer,  la  valeur 

de  la  vitesse  angulaire  de  ce  point,  au  bout  du  temps  f j mais  puisque 
le  même  point  fait  partie  du  corps  M , il  a la  vitesse  angulaire 

— (cos.^ — , commune  à tous  les  points  du  corps, 

ce  qui  fournit  l’équation 

y'  ( ros. <9— cos./)  = y'  J (cos.  (ü>— cos./) , 
de  lat^uelle  on  conclut 
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(A)... a ^ — 

a 


1099.  Le  point  de  la  ligne  des  centres  que  nous  venons  de  déier- 
miner,  et  qui  se  trouve  à une  distance  a -f-  — — de  l’aie  de  suspension, 

h 

s’appelle  centre  d'oscillation  } il  est  plus  abaissé  de  la  quantité , 


que  le  centre  de  gravité,  et  on  voit  que  longueur  a-{ est  celle 

a 

du  pendule  simple  qui  serait  synchrone  au  pendule  composé  , en 
supposant  l’un  et  l’autre  pendule  assujetti  aux  mêmes  conditions 
initiales, 

Propriétéi  et  usages  du  pendule  composé  ; appareil  nouveau  pour  mesurer  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les  secondes. 


tloo.  J’rî  dit,  art.  1097,  qu’il  se  faisait,  dans  le  mouvement  du 
pendule  composé  , une  compensation  de  mouvements  gagnés  et  de 
mouvements  perdus  ; ainsi , lorsque  le  pendule  a décrit  un  certain 
angle , une  molécule  quelconque  m,  descendue  de  la  hauteur  et , qui , 
sans  son  état  de  liaison  avec  le  corps,  gagnerait,  par  cette  descente, 
une  quantité  de  mouvement  m igh,  en  aura  une  elTeclive  plus 
grande  ou  plus  petite  qui  m suivant  la  position  de  ms  mais  la 

compensation  ne  sera  pas  telle  que  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement gagné-es  dans  l’étendue  entière  du  corps,  soit  égale  à la  somme 
des  quantités  de  mouvement  perdues.  En  effet , lonque  la  ligne  dos 
centres  a décrit  l’angle  f — 0,  la  somme  des  quantités  de  mouvement 


effectives  est,  art.  1096,  équotion  (3), 


et  h étant  la  descente  verticale  d'une  molécule  quelconque  m , la 
somme  des  quantitési  de  mouvement  que  chaque  molécule  gagnerait 
en  descendant  librement  de  cette  hauteur,  serait  ^ ( ot  , quan - 

tité  qui  ne  peut  être  égale  à la  précédente,  que  dans  le  cas  où  l’on  a 


(n>  +/(»  =ri‘  £ (m  f). 

l’our  vérifier  ce  ré-sultat  général  par  un  exemjile  facile,  soit,  le  peu- 
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dule  composé , une  ligne  droite  matérielle , et  homogène , perpendi- 
culaire à l’axe  de  suspension , les  longueurs  des  difTérentes  parties  de 
cette  ligne  pourront  représenter  leurs  masses,  et  ç étant  la  distance  de 
l’élément  de  masse  dp,  k l’axe  de  suspension,  on  aura,  en  désignant  la 

longueur  totale  du  pendule  j«r  r,  a’  -f-  =i  s=  -j/’,  l’inté- 
grale étant  prise  dans  l’étendue  entière  de  rj  l’intégrale  prise 

dans  la  même  étendue,  est  , et  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement elTectives,  lorsque  le  centre  de  gravité  est  descendu  de  la  hau- 
teur J7,  est  -^^17  ; d’un  autre  c6té,  on  a 


( l’intégrale  étant  prise  dans  l’étendue  entière  du  corps)  valeur  qui  se 
r 

réduit  jry'gyj,  vu  que  fl  = -jr.  Le  rapport  se  réduit  à 


f quantité  plus  petite  que  l’unité,  ainsi  la  somme  des 
tjuantitfs  de  mouvemeut  simples  , perdues,  excède  la  somme  des 
quantités  de  mouvement  gagnées,  la  compensation,  à cet  égard,  n’est 
pas  complète. 

itot.  Il  n'on  sera  pas  de  même  si  on  substitue  à la  somme  des 
tfuanlilés  de  moui'ement  simples  S que  les  molécules  m 

gagneraient,  en  descendant  librement  des  hauteurs  h,  la  somme  des 
forces  vives ^ S{i.gm h)  qui  seraient  engendrées  par  les  mêmes  des- 
centes libres;  cette  dernière  somme  est  égale  è la  somme  des  forces 
vives  elFectives,  en  sorte  qu’à  cet  égard  la  compensation  des  pertes 
et  des  gains  est  exacte  dans  tout  le  système.  En  elTet,  on  a,  par  la 
propriété  du  centre  de  gravité,  S (igmii)  ou  2g  Z [m  h)=^  igAfy;, 
et,  d’une  autre  part , la  somme  des  forces  vives  effectives  a,  pour  valeur. 


Z{<^mp^)  = 


a^  + /i^ 


Z 


(m  ps)  , quantité  qui  se  réduit  à 2 Mgr;, 


en  substituant  k Z(,np*  j sa  valeur  M(a’  + A’),  et  qui  est  identique 
avec  la  pre.iiière. 
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1 102.  Une  autre  propriété  du  pendule  composé  est  la  rénÿirrocrVe  de 
l'axe  de  de  suspension  et  d'un  axe  qui  lui  serait  parallèle,  et  qui  pas> 
serait  par  le  centre  d’oscillation,  c’est-à-dire,  l’égalité  des  longueuis 
des  |>cndule8  synchrones,  lorsqu'un  emploie  l'axe  de  suspension  dans  la 
position  qui  lui  a été  assignée  ri -dessus,  ou  lorsqu’on  lui  substitue 
un  axe  passant  par  le  centre  d’oscillation,  les  deux  axes  étant  supposi-s 
parallèles  et  compris  dans  le  plan  qui  renferme  le  premier  axe  et  le 
centre  de  gravité;  pour  démontrer  cette  réciprocité j il  faut  adapter 

l’expression  a -j-  de  la  longueur  du  pendule  synchrone  , qui  a 


lieu  lorsque  l’axe  de  suspension  est  à la  distance  u du  centre  de  gra- 
vité, au  cas  où  cette  distance  serait  celle  du  centre  de  gravité  au  centre 
d'oscillatiop  et  deviendrait,  par  conséquent 

jfi 

a -f  — — 'a,  ou  — ; substituant  donc à a,  dans  a -1-  — , 

a a a a 


cette  expression  devient 


il 

a 


aj  ainsi  une  même 


longueur  À,  de  pendule  synchrone,  convient  et  à l’axe  placé  à une 
distance  a du  centre  de  gravité,  et  à une  autre  axe  placé  à une  dis- 
tance ^ — a de  ce  centre,  parallèle  au  premier,  et  situé  avec  lui  dans 
un  plan  passant  par  le  centre  de  gravité. 

iio3.  Un  axe  situé  dans  le  même  plan  que  les  axes  réciproques 
dont  je  viens  de  parler,  qui  leur  serait  parallèle,  et  qui  traverserait  le 
corps,  du  côté  opposé  à celui  de  l’axe  primitif  de  suspension,  par 
rapport  au  centre  de  gravité,  à la  distance  a de  ce  centre,  serait  évi- 
demment synchrone  aux  deux  axes  réciproques,  puisque  la  position  de 

son  centre  d’oscillation  se  déterminerait  par  la  même  formule  ^=«-1 ; 

a 

cet  axe  aurait  aussi  son  réciproque,  ainsi  voilà,  dans  le  plan  qui  ren- 
ferme l’axe  de  suspension  primitif  et  le  centre  de  gravité,  quatre  axes 
synchrones;  mais  on  s’assurera  aisément  qu’il  y a une  infinité  d’autres 
axes,  dans  différens  plans,  qui  donnent  tous  une  même  valeur  de  la 
longueur  du  pendule  synchrone-  En  effet,  k'  se  rapportant  à une  ligne 
de  position  déterminée  par  rapport  au  corps  et  passant  par  son  centre 

de 
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de  gravité,  prenons  cette  ligne  pour  axe  de  deux  surfaces  cylindriques, 

cl  bases  circulaires,  dont  l'une  aurait  et  l’autre pour  rayons, 

a 

chacune  des  génératrices  de  ces  dru*  surfaces,  employée  comme  axe 
de  suspension , répondra,  d’après  ce  qui  précède^  à une  même  longueur 

a + — — du  |>endule  synchrone.  .1 

1 104.  Voici  des  propriétés  encore  plus  générales.  Soienl,!i,^f  et  y 
les  angles  formé-s  par  lu  droite  , parallèle  à Taxe  de  su.spension  qui 
passe  par  le  rentre  de  gravité,  et  par  les  axes  principaux  du  corps,  rap- 
portés au  même  centre,  et  soient  de  plus  to' , a"  et  a"  les  moments 
d’inertie  resjreciifs  par  rapport  à chacun  de  ces  a.ves,  on  aura,  art.  1072, 

M k’'  = c3'  cot.a.  a" coi.  S -f  ra"'cos.y 


ce  qui  change  l’équation  ^ = a + , en 


^ ^ ^ ^ ^ cj' cos.  IX  -t-  a"  cos.  tS  4 r.j'"cos.  y 

U A/ 


les  quantités  , a" , a'"  et  Mont  des  valeurs  dépendante*  uniquement 
de  la  constitution  du  corps,  et  les  quantités  a,  a,  f et  '/  sont  seules 
susceptibles  de  changement;  on  a,  entre  les  trois  dernières,  la  relation 
cos.'ix  + cos.*tf-è  cos  >y=t.Or,quelleque  soit  la  position,  par  rapport  au 
corps,  de  la  ligne  passant  parle  centre  de  gravité  et  parallèle  <1  l’axe  fle  sus- 
pension, si  celte  position  est  donnée,  on  aura  une  longueur^  du  pendule 
synchrone,  pareillement  donnée,  en  déterminant  a par  l’équation 
(o' cos.  a -f  a>"  cog. tf  4- a»'"  cos. y ) : M — aÀ  + a*  — o.  Il  y a donc 
uncinfinité  de  surfaces  cylindriques,  de  différents  rayons,  dont  tous 
les  axe*  se  coupent  au  centre  de  gravité , et  dont  toutes  les  génératrices 
peuvent  être  des  axe»  de  suspension  correspondants  à une  même  lon- 
gueur de  pehdule  synchrone,  (f'ayes,  sur  cette  matière,  un  Mémoire 
de  M.  Biot,  publié  dans  le  XIII*  cahier  du  Journal  de  l’École  Poly- 
technique.) 

iio5.  On  peut  se  demander  sous  quelles  conditions  la  longueur  du 
pendule  synchrone  sera  un  minimum,  en  supposant , pour  fixer  les 
idées,  que  les  oscillations  de  ce  pendule  sont  très  -petites,  ou  que  leurs 
I 43 
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durérsne  dépendent  pas  de  leurs  amplitudes,  a,  a,6^\  y étant  considérées 
comme  les  variables;  l’existence  du  minimum,  par  rapportai  a,  est  mani- 
feste puisque  30,  soit  qu’on  fasse  a = O,  soit  qu’on  fasse  a = so  ;ensuiie 

soit  a'  la  plus  petite  des  quantités  <a',  o"  et  al" , le  minimum  du  a™', 
membre  de  l’équation  (é)  de  l’article  précédent,  considéré  par  rap|x>rt 
aux  variables  a,  ^et  )-,et  dans  l’hypothèse  de  a constant,  sera  immédiate» 
ment  obtenu  en  faisant  a.  = o,  y=rj.T,  et  ce  a“».  membre 

rj  * 

deviendra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  a + — ; il  ne  restera 

• ‘ uM 


donc  plus  qu’i  égaler  i zéro  la  difTércntielle  de  cette  expression,  prise 

V • J 

par  rapport  à a,  ce  qui  donnera  i — — = o et  a 


a»  A/=* 


Ainsi  l’axe  de  suspension,  qui  jouit  de  la  propriété  cherchée,  est  pa- 
rallèle h celui  des  axes  principaux,  passant  par  le  centre  de  gravité, 
auquel  se  rapporte  le  plus  petit  moment  d’inertie,  et  la  distance  entre 

ces  deux  axes  est  égale  à f/4- 

iio6.  Je  vais,  maintenant,  démontrer  la  formule  que  j’ai  donnée, 
art,  I0Ô6  , pour  déterminer  le  moment  d’inertie  rapporté  i un  axe 
passant  par  le  centre  de  gravité,  lorsqu’on  connaît,  par  l’observation, 
le  nombre  d'oscillations,  très-petites,  que  fait  le  corps,  dans  un  temps 
«lonné,  autour  d’un  axe  horizontal  parallèle  & celui  dont  je  viens  de 
parler,  et  qu’on  a mesuré  la  distance  a entre  les  deux  axes.  Soit  n le 
nombre  d’oscillations  pendant  le  temps  r,  la  durée  d’une  oscillation 

sera  et,  on  aura,  art.  ç56,  la  longueur  A du  pendule  synchrone 


par  l’équation  — 


laquelle  on  tire  À : 


par  suite — = a-| , et  o Jî  multipliant 

«»;»'*  a \n^)T*  } 

chaque  membre  par  M,  et  faisant  attention  que  Af  A*  est,  ici,  l'équi- 
valent de  ü (p^dm)  h l’article  cité,  on  retrouve  l’équation  de  cet  article. 

1 107.  Lorsqu’on  commença  , vers  l'année  1790  , k s’occuper  de  la 
fixation  des  bases  du  nouveau  système  métrique  décimal,  la  nxcstirr 
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île  la  longueur  du  pendule  simple,  qui  bat  les  seconde;  , ( les  86400'^ 
■>u  les  1 00000"  du  jour  moyen)  fût  un  des  objets  de  détermination 
qu’on  eut  particulièrement  en  vue;  je  conçus,  à cette  époque,  l’idée 
de  substituer,  au  petit  corps,  suspendu  à un  fil , dont  on  se  servait  pour  les 
expériences  relatives  ii  oette  détermination,  un  corps  solide  de  grandeur 
et  de  ligure  arbitraires,  c’est-à-dire,  d’employer  \c'pendnlt  composé 
au  lieu  du  pendule  simple.  Cette  préférence  avait,  )x)ur  motifs  princi- 
paux, lasolidité  de  l’appaieil,  la  possibilité  de  le  transporter,  au  loin,  sans 
qu’il  subisse  la  moindre  altération,  de  l’employer,  par  conséquent,  à ré- 
péter les  expériences  à diflTérentes  latitudes,  et,  sur-tout,  enfin,  l’excès 
très -considérable  de  la  durée  du  mouvement  d’un  graud  corps  solide, 
mis  en  oscillation,  sur  la  durée  du  mouvement  oscillatoire  d’une  petite 
sphère  attachée  à un  fil.  J’ai  éprouvé  qu’un  pendule  composé , du 
poids  de  dix  à douze  kilogrammes,  et  d’environ  un  mètre  de  longueur, 
pouvait , la  suspension  étant  faite  avec  beaucoup  de  soin  , osciller 
pendant  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  passages  consécutifs  d’un 
astre  par  le  même  méridien,  ou  pendant  un  jour  sydéral,  ce  qui  est 
une  propriété  fort  importante  dans  ce  genre  de  recherches. 

Pour  arriver  au  degré  de  précision  que  je  voulais  obtenir,  il  était 
nécessaire  de  rendre  les  mesures  et  les  calculs  indépendants  de  la  connais- 
sance, a ^riorz,  tant  de  la  position  du  centre  de  gravité,  que  delà  valeur  du 
moment  d’inertie  et  de  celle  de  la  force  accélératrice  due  à la  pesanteur, 
de  manière  que  toutes  les  données  nécessaires  pour  arriver  au  résultat, 
pussent  être  obtenues  par  dcc  mesures  de  distances  entre  des  points  du 
corps,  extérieurs  et  apparents,  par  les  observations  des  amplitudes  des 
oscillations  et  de  leurs  nombres  pendant  des  temps  donnés  ; j’y  suis 
parvenu  en  adaptant,  au  corps,  trois  axes  de  suspension  paratièles  entre 
eux,  et  placés  de  manière  que,  lorsque  ce  corps  était,  dans  l’état  d'é- 
quilihre,  retenu  par  l’un  des  axes,  ils  fussent  tous  trois  dans  le  même 
plan  vertical. 

tio8.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  même  extrémité  du 
corps  soit  constamment  l’extrémité  inférieure  lorsque  le  corps  est  sus- 
pendu à l’un  quelconque  de  ses  axes , nommons  et  respectivement, 
les  distances  de  l’axe  supérieur  à l’axe  moyen  et  à l’axe  inférieur,  dis- 
tances qui  peuvent  se  mesurer  avec  la  plus  parfaite  exactitude,  * la 
distance  inconnue  de  l’aie  supérieur  au  centre  de  gravité,^  le  moment 
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d’inertie  par  rapport  à la  droite  horizontale  menée,  par  ce  centre,  parallèle' 
ment  aux  axes,  et /fia  force  accélératrice  dueà  la  pesanteur,  laquelle  force 
est  censée  une  des  inconnues  du  problème;  déterminant,  par  observation, 
les  temps  correspondants  h des  nombres  donnés  d’oscillations  sur  chaque 
axe,  on  connaîtra  pour  les  axes  supérieur,  moyenet  inférieur,  respective- 
ment, lesquanti  tés  et /<,,,=*,  dont  chacune  représcntcunequantitén 

T* 

de  la  forme  dans  laquelle  T est  le  temps  employé  à faire  un 


nombre  TV  d’oscillations  (on  suppose  que,  par  les  méthodes  connues, 
on  a déduit,  des  observations  des  oscillations  d’amplitudes  finies,  les 
quantités  relatives  aux  oscillations  infiniment  petites)  et  æ*  la  demi- 
circonférence  dont  le  rayon  = i.Le  produit,  par /f,  de  chacune  de  ces 
quantités,  représente,  art.  964,  la  longueur  d’un  des  pendules  simples 
synchrones  aux  trois  pendules  composés  ainsi  formés  avec  le  même 
corps , et  on  a , 


gn*,  = î -h  J pour  l’axe  supérieur 

{ ' ) gn^„=  Z — Si  + — I pu**''  moyen 

* — Si 

= * — f/,  + '“-g-,  pour  l’axe  inférieur 

équations  desquelles  on  déduit  la  suivante, 

- M fr’  >I-Sii^  «'///  + a frf/,  >'/,  i f = O (i) 

Si  Su  (,>ii f/r”//*)  j 


en  faisant,  pour  abréger, 

"///*—"/’  = >’/;  «///*  — "//’  = >'//;  «,,’—"/’  = »'///• 

Cette  équation  donne  en  quantités,  toutes  connues,  la  distance  a du  centre 
de  gravité  fi  l’axe  supérieur.  Au  moyen  de  cette  distance,  et  après  avoir 
calculé  la  quantité  g,  par  l’équation 


(3) 

on  déterminera  la  quantité  p par  l’équation 

(4) *) 


4» 
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et  on  aura  1°.  toutes  les  données  nécessaires  pour  déterminer  les  longueurs 

• **  *— iî^despendulcssimples 

synchronesaux  trois  pendules  composés  dont  un  même  corps  tient  lieu , en 
oscillant  sur  chacun  de  ses  trois  axes;  a°.  La  valeur  delà  force  accélératrice 
g de  la  pesanteur,  ce  qui  peut  fournir  une  vérification  curieuse  et  im- 
portante des  anciens  résultats  connus  sur  cette  valeur;  il  est  hors  de 
doute  qu’avec  un  pendule  dont  le  mouvement  peut  durer  24  heures, 
au  moins,  ces  diverses  déterminations  doivent  être  très- précises. 

Connaissant,  par  l’observation,  la  durée  jrn,,  ou  d’une 

oscillation  d’un  des  trois  pendules  simples  synchrones  dont  on  vient  de 
déterminerleslongueurs,  en  fraction  ou  de  joursydéral  ou  de  jour  moyen, 
on  en  conclura  aisément,  art.  964,  la  longueur  du  pendule  simple  syn- 
chrone qui  bat  les  looooo'*  ou  les  86400“  d’un  jour  moyen. 

1109.  J’ai  supposé  que  les  trois  axes  de  suspension  étaient  d'un 
même  côté  par  rapport  au  centre  de  gravité,  mais  il  peut  être  avan- 
tageux d'avoir  deux  de  ces  axes  respectivement  placés  prés  de  chacune 
des  extrémités  du  corps,  et  qui  deviendraient,  alternativement,  axe 
supérieur  et  axe  inférieur.  Dt-signant,  par  -r,,  , la  distance  entre  ces  axes 
extrêmes,  par  , la  distance  de  l’axe  moyen  à l’axe  extrême  qui  est 
du  même  côté  que  lui,  par  rapport  au  centre  de  gravité;  par,f/r,’, 
et  gn„*  les  longueurs  respectives  des  pendules  synchrones  cor- 
respondants à l’axe  extrême,  qui  est  du  m^e  coté  que  l’axe  moyen 
par  rapport  au  centre  de  gravité , à l’axe  moyen  , et  à l’.nutre  axe 
extrême  ; faisant 

on  a l’équation  suivante  correspondante  à l’équation  (2)  de  l’art.  1 tey , 

f s*  I +6/»’/,/) 

(0 0 = 4-5  (<r,*  X,  + a f,  C.  «’/r  + Co*  »■/») 

tiio.  Il  est  facile,  en  plaçant  un  axe  de  suspension  prés  de  chaque 
extrémité  du  corps,  de  s’arranger  de  manière  que  le  centre  de  gravité 
se  trouve  exactement  au  milieu  de  ces  deux  axes; cette  disposition  est 
très -avantageuse,  abrège  et  simplifie  considérablement  les  observatioKs; 
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s est  aloi-9  une  quantité  donnée,  et  les  seules  inconnues  du  problème 
sont  s et  « qui  se  déterminent  par  les  équations 

^ •'w  * ^/  i//  * 

(3) — *) 

Après  quoi  on  calcule  aisément  les  longueurs  des  pendules  synchrones 
correspondants  à l’un  des  axes  extrêmes  et  à l’axe  moyen,  lesquelles  lon- 
gueurs ont , pour  valeurs  respectives,  z -f  — et  s — i",-] ^ . 

J'ai  indiqué  les  moyens  de  concilier,  avec  la  condition  à laquelle 
se  rapjKJrtent  ces  formules,  celle  de  rendre  l’axe  moyen  le  réciproque 
de  l’un  des  axes  extrêmes;  j’emploie,  pour  les  ajustements  qu’exigent 
ces  diverses  conditions,  un  poids  curseur  dont  j’ai  exposé  les  propriétés 
dans  un  mémoire  publié  avec  la  Connaissance  des  Temps  àe  1817, 
et  dont  je  parlerai  en  traitant  du  mouvement  des  systèmes  de  formes 
variables. 

J’ai  lu,  pour  la  première  fots  , à l’Académie  des  Sciences  de  Paris, 
au  mois  de  mars  1792,  le  Mémoire  contenant  la  théorie,  les  propriétés 
et  l’usage  du  pendule  à triple  suspension  dont  il  vient  d’être  question  ; 
la  description  et  les  dessins  des  appareils  étaient  joints  à ce  mémoire 
que  je  destine  à l’impression. 

Suite  de  ce  qui  a été  dit,  dans  la  première  section  de  celte  seconde  partie  du 

Cours  , sur  la  conformil*  des  principes  généraux  de  la  Dynamique  aux 

phénomènes  observés. 

un.  Les  expériences  qu’on  fait , avec  la  machine  d’Atwood , ont  déjà 
fourni  des  preuves  également  curieuses  et  importantes  de  la  conformité 
des  principes  généraux  de  la  Dynamique  avec  les  phénomènes  ob- 
servés, et  ce  sont  les  premières  que  j’ai  fait  connaître  aux  élèves,  parce 
qu’elles  étaient  liées  aux  problèmes  de  la  communication  du  mouvement, 
traités  dans  la  |)remière  section;  mais  j’ai  dit,  art.  8i3,  que  le  mou- 
vement des  corps  célestes,  et  la  théorie  dtrpendule  compoté,  fournissaient 
d’autres  vérifications  des  mêmes  principes , extrêmement  précises  et 
concluantes,  dont  il  est  temps  de  parler. 

Les  lois  de  Kepler,  exposées  art.  885,  ne  sont  autre  chose  que  des 


Digitized  by  Google 


Section  TROisifc  me.  843 

données  de  fait,  constatées  par  des  observations  auxquelles  on  ne 
pourrait  opposer  aucune  objection  raisonnable.  La  première  et  la 
deuxième  de  ces  lois  supposent , d'après  la  théorie,  art.  840  et  841, 
l’action  d’une  force  unique  émanant  du  centre  du  soleil;  on  est  parti  de 
cette  induction  théorique , tirée  des faits  , pour  chercher  le  mode  d’ac- 
tion de  la  force  centrale  à laquelle  sont  dus  les  phénomènes  observes, 
soumis  aux  deux  premières  lois,  en  combinant  ces  luis  avec  d’autres 
principes  de  dynamique,  aussi  purement  rationnels,  principes  qui  ont 
fourni  l’équation  (2)  de  l’art.  887,  laquelle  est  déduite  de  l’expression 
générale  de  la  vitesse,  art.  822,  qui  est  elle-même  une  conséquence 
immédiate  des  formules  générales  du  mouvement,  et  des  règles  établies 
sur  sa  décomposition.  On  a conclu,  de  ces  rapprochements,  que  la 
force  centrale  était  réciproque  au  quarré  de  la  distance,  et  voilà  un 
nouveau  fait,  une  nouvelle  loi  dont  celles  de  Kepler,  séparées  des 
considérations  théoriques , ne  nous  auraient  point  appris  l’existence;  et 
comme  tous  les  faits  célestes  connus,  depuis  l’antiquité  la  plus  reculée 
jusqu’à  nus  jours,  s’accordent  pour  prouver  que  cette  lui  est  vraiment 
observée  dans  la  nature,  on  ne  saurait  douter  que  les  principes  qui 
l’ont  fait  découvrir  ne  soient  aussi  des  lois  de  la  nature;  la  troisième  loi  de 
Kepler  donne  une  confirmation  de  cette  vérité,  liée  à des  points  de 
théorie  et  de  faits  connus  des  élèves;  ils  ont  vu,  art.  890.  qu’en  com- 
binant la  loi  dont  il  s'agit  avec  des  valeurs  purement  théoriques , dé- 
duites d’une  double  expression  de  la  force  centrale,  on  arrivait  à cette 
conséquence  remarquable  que  la  force  accélératrice  résultante  de  l’action 
d’une  planètesurun  corps  ou  point  matériel,étalt  indépendantcdela  masse 
de  ce  corps,  et  relative  seulement  à la  distance,  et  les  expériences  du 
pendule  simple  ont  prouvé,art.  969  et  970,  que  la  terre  agissait  de  cette 
manière  sur  les  corps  soumis  à son  attraction. 

Galilée  a découvert  les  lois  du  mouvement  des  graves,  près  de  la 
surface  de  la  terre,  par  des  considérations  de  dynamique  absolument' 
spéculatives;  or  ce  grand  philosophe,  d’une  part,  n’avait  que  des  notions 
très-ineomplettes  sur  les  valeurs  absolues  des  quantités  qui  devaient 
donner  les  preuves  Aefait  de  sa  théorie,  et,  de  l’autre,  il  ignorait  que 
la  même  cause  motrice  qui  détermine  la  chute  des  graves , à la  surface  de 
la  terre,  retient  la  lune  dans  son  orbite;  les  preuves  défait  ont  été  ac- 
quises, et  le  mouvement  de  la  lune  a fourni  à Newton,  art.  984  et  90Ô, 
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Sil  première  vérification  du  principe  de  la  [rcsanteur  universelle;  unp 
lliéorie  qui  devine  ainsi  la  nature,  a nécessairement  ses  bases  dans  U 
nature. 

Il  12.  Le  contenu  de  l’article  précédent  se  rapporte  à l'action  isolée 
d'une  force  unique  sur  un  corps;  mais  une  partie  des  phénomènes  du 
système  du  monde  n’a  pu  s’expliquer  que  par  la  considération  des  actions 
simultanées  de  deux,  ou  un  plus  grand  nombre  de  forces,  sur  un  même 
CAirps,  et,  parmi  les  grands  problèmes  qui  exigent  cette  considération, 
je  citerai  celui  des  marees  dues  aux  actions  combinées  du  soleil  et  de 
la  lune  ; les  solutions  de  ces  problèmes  comportent  nécessairement 
l’application  des  principes  posés,  art.  718  et  suivants,  sur  la  compa> 
raison  des  forces  entre  elles,  et  la  conformité  des  résultats  théoriques, 
auxquels  on  parvient,  avec  les  phénomènes  observés,  est  une  garantie 
assurée  de  la  vérité  des  principes  d’où  on  est  parti  pour  obtenir  cet 
résultats. 

1 1 13.  Les  lois  de  l'équilibre  et  de  la  communication  du  mouvement 
entre  les  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres,  par  cAocj  ou  pres- 
sions, ont  aussi  été  déduites,  art.  ySd  et  suivants,  des  principes  posés 
sur  les  rapports  et  sur  la  mesure  des  forces.  La  machine  d’Atwood  a déjà 
fourni  une  première  vérification  importante  de  ces  lois,  et  par  consé. 
quent,  des  principes  qui  leur  servent  de  base,  particulièrement  appli- 
cable aux  cas  de  deux  corps  qui  ont  des  mouvements  rectilignes;  mais 
If  pendule  composé  ofiTre  une  autre  vérification  très-remarquable,  ap- 
plicable au  cas  d’une  infinité  de  corps  ou  points  matériels  qui  ont  des 
mouvements  circulaires  ; les  phénomènes  qu’offre  ce  pendule  sont  les 
résultats  des  actions  réciproques  de  tous  ces  points  matériels  dont , 
( sauf  les  exceptions  trouvées,  art.  1097  et  1098)  chacun  prend  un 
mouvement  difl'érent  de  celui  qu’il  aurait  s’il  n’était  pas  lié  aux  autres; 
les  formules  par  lesquelles  on  calcule  ces  phénomènes  sont,  art.  lOçS 
et  suivants,  fondées  sur  les  lois  de  la  communication  du  mouvement 
combinées  avec  la  théorie  du  levier  , et  tout  le  monde  connaît 
l’accord  rigoureux  de  ces  formules  avec  les  faits  observés.  On  a vu , 
article  1106  et  suivants,  comment,  par  une  disposition  particulière 
du  pendule  composé,  les  observations  faites  sur  un  même  corps  oscillant, 
de  grandeur  et  de  figure  quelconques,  pouvaient  donner,  avec  beaucoup 
de  précision,  la  valeur  absolue  de  la  force  accélératrice  due  k la  pesan- 
teur; 
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tfur;  celte  valeur  est  déterminée  par  le  jiendulc  simple,  c'cst-i-dire, 
])ar  le  mouvement  d’un  petit  corps , qu’on  peut  regarder  comme  un 
point  matériel,  assujetti  h parcourir  un  arc  de  cercle  et  soumis  à l’at- 
traction de  la  terre;  c’est  le  cas  d’une  force  unique  agissant  sur  un  point, 
^ matériel  isolé;  en  déduisant  cette  même  valeur  du  pendule  à triple  sus- 
pension, dont  j’ai  parlé,  art.  1107  et  suivants,  on  a,  dans  celle  manière 
de  l’obtenir,  les  considérations  combinées  du  mouvement  circulaire,  de 
l’attraction  de  la  terre  et  des  actions  réciproques  d’une  infinité  de 
points  matériels  liés  les  uns  aux  autres. 

Ces  divers  rapprochements,  sur  lesquels  je  n’ai  pas  besoin  d’entrer 
dans  de  grands  détails,  vu  l’avancement  actuel  du  cours,  réunis  à ceux 
que  j'ai  déjà  présentés  aux  élèves,  art.  81a  et  suivants,  établissent  la 
vérité  des  principes  généraux  de  la  dynamique  et  de  la  mécanique  , 
en  général,  sur  un  ensemble  de  preuves,  tirées  de  l’observation,  qu’un 
peut  regarder  comme  équivalant  h une  démonstration  ; et  cependant 
je  n’ai  pu  indiquer  qu’une  bien  petite  partie  des  faits  qui  appuieraient 
celte  démonstration  ; plus  on  observera  la  nature,  et  plus  on  y recon- 
naîtra que  la  conformité  constante  des  phénomènes  aux  lois  reconnues 
sur  les  actions  des  forces  et  sur  la  communication  du  mouvement  entre 
les  corps,  n’a  aucune  exception. 

Du  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  syitéme  de  cnrpi,  ou  de  point»  m.Kn- 
riele,  do  forme  variable  ou  invariable.  Contervalioii  du  mouvement  de  ce 
centre  et  de  la  tomme  det  momcnli,  lorsque  le  système  n’est  pas  sollicité 
par  det  forces  extérieures. 

1 1 14.  J’ai  démontré,  art.  y65  et  766, une  propriété  du  choc,  tant  des 
corps  durs  que  des  coq»  jouisant  d’un  degré  quelconque  d'élasticité, 
qui  est  liée  à un  des  grands  principes  de  la  mécanique,  connu  sous  le 
nom  de  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité , principe 
qui  me  sera  bientôt  nécessaire  quand  je  traiterai  du  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation  d’un  corps  solide.  En  conséquence,,  je  vais 
le  démontrer  en  suivant  une  marche  de  raisonnement  et  d’analyse , qui 
me  permettra  d’étendre,  avec  facilité,  m?  démonstration  à un  système, 
soit  invariable,  soit  variable,  et  soumis  k des  conditions  quelconques, 
au  moyen  de  quoi  je  n’aurai  pas  besoin  d’y  revenir , dans  la  quatrième 
I 44 
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section  de  cette  deuxième  ]>artie  du  Cours,  à laquelle  la  démonstration , 

dont  je  parle,  appartient  naturellement. 

Les  leclierches , qui  vont  suivre,  comportent  l’application  du  prin- 
cipe générai  du  mouvement  à un  système  de  forme  variable  sogs  des 
conditions  tjuelconqucs  ; et  comme  l’emploi  de  ce  principe  consiste  k * 
ramener  les  solutions  des  problèmes  de  mouvement  à des  expressions 
de  conditions  d'ctpiilibre,  je  dois  rappeler  aux  élèves  une  remarque 
qui  se  trouve  à l’art.  385,  où  j’ai  fait  voir  que  dans  tous  les  cas  où  des 
forces  sont  en  équilibre  sur  un  système  de  forme  variable,  elles  doivent 
satisfaire  aux  conditions  <|ui  s’appliquent  h l’éx]uilibre  d’un  système  de 
forme  invariable  égal  et  semblable  à celui  dont  il  s’agit,  dans  l’état  où 
l’ont  mis  les  actions  des  puissances  qui  se  font  équilibre  ; ces  forces 
doivent  donc,  dans  le  cas  où  le  système  est  libre  , satisfaire  aux  six 
(■(|uations  de  l’art.  846.  Mais  l’inverse  de  cette  proposition  n’a  j>as 
lieu  , c’est-k-dire  que  les  combinaisons  de  forces  desquelles  résulterait 
l’équilibre  dans  le  cas  de  l'invariabilité  de  forme  du  système,  ne  sont 
pas  toutes  propres  à l’établir,  si  cette  invariabilité  n’existe  |>as. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  les  conditions  d’é-quilibresont,  en  vertu 
du  princijie  général  du  mouvement,  établies  entre  les  forces  motrices 
imprimées  et  celles  qui  ont  lieu  , sans  faire  entrer  les  vitesses  actuelles 
dans  les  équations  qui  expriment  ces  conditions;  cette  manière  d’em- 
ployer le  principe  général,  ne  change  rien  aux  conséquences  à tirer  de 
la  remartpic  de  l’art.  385,  parce  qu’en  supposant  l’équilibre  existant 
entre  les  forces  qui  font  varier  les  vitesses,  c’est  dire  que  ces  forces 
ont,  entre  elles,  des  relations  telles  que  les  vitesses  n’éprouveront  aucun 
changement,  par  leurs  actions,  ce  qui  revient  à dire  que  si  ces  vitesses 
n’existaient  pas,  les  forces  motrices  se  contrebalanceraient  de  manière 
que  le  système  resterait  dans  l’état  de  repos;  ainsi  ces  forces  motrices 
doivent  satitfairc  aux  six  équations  de  l’art.  846,  comme  si  elles  pre- 
naient le  système  dans  l’état  de  repos. 

iii5.  Ces  préliminaires  posés,  je  rapporte,  au  bout  du  temps  la 
position  d'une  molécule  quclcontpic  /n  d’un  systéone  en  mouvement, 
de  forme  variable  ou  invariable,  k trois  coordonnées  rect.'ingulaires  .r, 
et  3,  parallèles  à des  axes  fixes,  et  désignant  par  a,  h et  c les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  x,  aux^y 
cl  aux  et  par  M,  la  masse  totale,  j’ai,  art.  277, 
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M 

’ H 

dinrérenliant  chacune  de  ces  équations. 

par  rapport  au  temps 

, et  divi- 

sam  scs 

deux 

membres  par 

dt,  il  vient 

-f 

(A).... 

du 

\ di  ) 

dh  V 

. J de  V 

dt  J 

~d7^ 

M 

" dt  “ 

Id  ^ di  ~~ 

fil 

les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  comiiosantes  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité , prises , au  bout  du  temps  !,  parallèlement  à chaque 
axe , et  les  seconds  membres  sont  les  sommes  des  composantes  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tout  le  système , prises  parallèlement  aux 
mêmes  aies.  Nous  arrivons  ici , pour  un  système  quelconque,  au  même 
résultat  obtenu,  art.  76S,  pour  deux  points  matériels  se  mouvant  sur 
une  même  ligne, 

1 1 16.  Soit  m une  des  molécules  du  coqis  ou  du  système,  h sa  vitesse 

actuelle  dans  l’espace , a , t? et  y les  angles  res|)ecti(s  que  la  direction  de 

cette  vitesse  forme  avec  les  axes  des  x,  des  et  des  i,  dé.signant  la 

masse  totale  par  M,  et  faisant 

Mda  hldb  ,,  Mdc  ,, 

- — ; — = —} — = t- 

dt  dt  dt 

au  moyen  de  quoi  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  et  par  les  axes  des  x,  des_y  et  des  z, 
auront  pour  expressions  respectives 

A B C 

les  équations  suivantes  donneront  les  sommes  des  composantes  des 
quantités  actuelles  de  mouvement  prises  parallèlement  aux  axes, 

( I ). . . 2^(/n  «cos.  a)  = A J 2!  {mil  cos.ff)  = Bj  Z(/n«cos.y)  = C 
et  en  représentant  par  P,  Q el  B les  sommes  respectives  des  mo- 
ments par  rap|)ort  aux  axes  des  x,  des  jy  et  des  z,  on  aura 

Ii'j  mu  {zcQi.S — '_y'cos.y)  \ = P 
— ) mu  (i'cos.y  — scos.a)  j — Q 
2 j m H {j  cos.  a — xcos.S)\=B 
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Concevoiw  maintenant  que  les  vitesses  u,  des  molécules  m,  viennent 
& changer  instantanément  par  des  impulsions  ou  des  chocs  médiats  ou 
immédiats,  que  les  corps  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres,  et 
que  ces  vitesses  prennent  de  nouvelles  valeurs  u,,  faisant  avec  les 
des  Xj  y i les  angles  respectifs,  a.,,  6,,  y,;  en  vertu  du  principe 
général  du  mouvement , appliqué  conformément  à la  remarque  de 
l’art.  384,  on  aura  six  équations  d’équilibre  entre  les  quantités  de  mou- 
vement mu  et  les  quantités  de  mouvement  mu,  dont  les  trois  pre- 
mières seront 

S {mu  CO»,  a)  — S {mu,  cos. a,) 

£{mu  cos.  {mu, CO».  6,) 

Z {mu  CO»,  y)  = 2!  {m  u'  CO»,  y,} 

on  voit  par  ces  équations  que  les  quantités  ./i,  B et  C conservent  les 
mêmes  valeurs  après  les  changements  survenus  dans  le  système  par  les 
impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps  les  uns  sur  les  autres,  et 
qu’ainsi  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  du  mouvement 
de  ce  centre,  dans  l’espace,  n’éprouvent  aucune  variation. 

1117.  Les  trois  autres  équations  d’équilibre  énonceraient  les  égalités 
entre  les  sommes  actuelles  des  moments  des  quantités  de  mouvement  um, 
et  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  u,mj  ces 
dernières  sommes  reproduiraient  donc  encore  les  quantités  Pj  Q et  R 
sans  altération  ; ainsi  la  somme  des  moments  est  aussi  conservée  après 
les  actions  réciproques  des  corps. 

Ces  diverses  conservations,  qui  ont  lieu  lorsque  les  vitesses  u se 
changent  brusquement  en  auront  encore  lieu,  par  les  mêmes  raisons, 
si  les  vitesses  //,  se  changent  de  la  même  manière  en  u„,  par  le  seul 
effet  des  impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps,  les  uns  sur  les 
autres,  et  ainsi  de  suite. 

Les  théorèmes  de  cet  article  et  du  précédent  sont  les  généralisations 
de  ceux  qui  ont  été  démontrés,  art.  766  et  769,  pour  le  ras  du  choc 
de  deux  corps. 

1118.  Les  changements  des  vitesses  u en  vitesses  , dont  il  est 
question  dans  les  deux  articles  précédents , se  rapportent  particuliè- 
rement aux  impulsions  et  aux  chocs  que  tes  corps  du  système  peuvent 
exercer  les  uns  sur  les  autres,  et  qui  ne  sont  pas,  dans  leurs  effets, 
soumis  à la  condition  de  la  continuité,  la  conservation  du  mouvement 
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du  centre  4c  gravité  n’ayant  pas  besoin  de  cette  condition;  mais  on 
peut  supposer  que  ces  corps,  ou  une  partie  d’entre  eux,  ont  une  autre 
manière  d’agir,  les  uns  sur  les  autres,  en  vertu  de  forces  attractives 
ou  répulsives,  dont  les  effets  sont  soumis  à la  loi  de  continuité.  De 
pareilles  forces  seront  de  l’espèce  de  celles  qui  ont  lieu  d’astre  à astre, 
dans  le  système  du  monde,  et  on  a vu , art.  916,  que  quels  que  soient 
les  rapports  des  masses  de  deux  corps,  qui  agissent  ainsi  l’un  sur  l’autre, 
les  forces  motrices  résultantes  de  cette  action,  pour  chacun  d’eux, 
étaient  égales  et  de  signes  contraires;  ce  qui  revient  à l’énoncé  du 
principe  de  l’égalité  entre  l’action  et  la  réaction.  II  résulte  de  là  que 
les  quantités  de  mouvement  tant  naissantes  que  finies,  engendrées  par 
deux  corps  ou  points  matériels  quelconques  du  système,  doués  de  ces 
forces  intomes  et  les  exerçant  l’un  sur  l’autre,  ne.doivent  point  paraître, 
ou  se  détruisent  ( vu  leur  égalité  et  la  différence  de  leurs  signes)  dans  les 
expressions  iS  {mu  cos.a),  S {mu  cos.  6),  S {mu  cos.y);  elles  n’ont 
donc  aucune  iafluence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité;  leur 
influence  sur  la  valeur  de  la  somme  des  moments  est  pareillement 
nulle,  puisque  chaque  couple  de  ces  forces  motrices  égales,  de  signes 
contraires,  et  ayant  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite,  donne 
un  moment  égal  k zéro. 

Il  19.  Les  théorèmes  et  les  formules  des  articles  précé<dents  s’appli- 
quent , visiblement,  au  cas  où  les  changements  produits  dans  les  vitesses, 
par  des  causes  internes,  sont,  ou  ne  sont  pas,  soumis  à la  loi  de  conti- 
nuité; mais  comme  on  a,  dans  tous  les  cas,  à un  instant  quelconque, 
pour  l’une,  en  général,  des  molécules  m du  système, 

t/x  , dy  dz 

U cos.  a — — ~ , U cos.  O = — , u cos.  y = , 

dt  dt  • dt 

les  équations  de  l’article  1 1 16  peuvent  se  mettre  sons  la  forme 


(*). 


posant  les  valeurs  suivantes , 


V i m{zdj—jds)  _ 

I 2;  I m{.rti--c-~xdr)  I _ ^ 


t 


t 
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.T  = .r,-f  S = 3,+<r 

les  équations  ( i)  deviennent,  la  niasse  totale  continuant  k être  repré- 
seiiiée  par 


(3). 


~dt 

M'dy, 


+ 


dt 

Mdi 


dt 


1 


soient,  x,,J,  et  s,,  les  coordonnées  du  centix;  de  gravité,  ce  qui  donne 
2{ot</|)  = o,  £(m///)=o,  Z{mdil)=^Q,  en  faisant  attention  que, 
dans  toute  l’étendue  du  système,  les  d^,  dri  et  d^,  à un  instant  déter- 
miné, se  rapportent  à une  même  valeur  de  dt,  on  aura 

dx,  _ A dy,  _ B dz,  C 
dt  ~M'dt  ' 


valeurs  identiques  avec  celles  de  , 


M ' 

db 

dt 


dt 

de 

~dT 


M 


à l’article  cité. 


1120.  Supposons  maintenant  que  des  forces  extérieures,  soumises  à 
la  loi  de  continuité,  agissent  sur  le  système  , et  qu’en  vertu  de  ces 
forces,  une  molécule  quelconque  m acquerrerait,  si  elle  était  libre, 
des  quantités  de  mouvement  élémentaires  mf,dl,  mf„dt,  mf„,dt, 
dans  des  sens  respectivement  parallèles  aux  x,  aux^-  et  aux  s,  on  aura, 
(dans  riiypothèsc  de  dt  constant)  par  le  principe  général  du  mouve- 
ment , et  d’après  la  remarque  de  l’art.  884 , les  équations 


(») 


i'k. 

dl* 

'ddz 

JF 


-/«) 

-A 


) 


les  équations  ( i ) comparées  avec  les  équations  ( i ) de  l’article  précé- 
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dent,  dans  lesquelles  yi,  B ci  C sont  devenus  des  quantités  variables, 
donnent 


(3)...2:(w;)  = 


ddJ 

dl^  ’ 


ddB 
di>  ’ 


ddC 

di* 


les  expressions  ^ — L.  dt y — ^ v^^J.Ldt,  sont  les  va- 

M M hl 

nations  élémentaires  des  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
prises  parallèlement  aux  axes  coordonnés. 

Qu’on  fasse  dans  les  équations  (i)  et  (a),_/J  = o,y)'  = o,yj„=o, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu’un  suppose  que  le  système  se  meut 
en  vertu  d’impulsions  initiales  sans  être  sollicité  par  aucune  force  e.r/c- 
rieure,  et  qu’ensuitc  on  intègre  par  rapport  au  temps,  on  retrouvera 
les  sommes  constantes  de  l'art,  mç,  et  on  pourra  remarquer  que  les 
équations  (2)  de  cet  article  expriment  également,  et  que  les  sommes 
des  moments  sont  constantes,  et  que  les  aires  décrites  {vendant  un  temps 
quelconque,  sont  pro|)ortlonnellcs  à ce  temps,  ce  qui  redonne,  dans  le 
cas  le  plus  général,  l’analogie  entre  les  moments  et  les  aires  que  j’ai  dé-ja 
fait  remarquer,  art.  200  et  238. 


Afplication  de  U théorie  précédente  au  mouretneol  d’un  corps  solide  de 
. forme  invariable. 

I 

II2I.  Je  5up|vo5c  qu’un  corps  solide  de  forme  invariable  reçoive  à 
diHérents  points  de  sa  m.isse,  et  dans  différentes  directions,  des  im{vuU 
sions  dont  chacune,  si  la  masse  entière  du  corps  était  concentrée  dans 
son  point  d’application,  lui  communiquerait  une  quantité' de  mouve- 
ment que  je  représente  {var  le  signe  générique  K,  en  désignant,  parrij 
h et  c,  les  angles  respectifs  que  forme  sa  direction  avec  les  axes  des 
•T , y et  i,  ce  corps  n’étant  sollicité  par  aucune  puissance  extérieure, 
on  aura  immédiatement,  par  les  formules  des  art.  119  et  n20  , les 
com{)osàntcs  de  la  vitesse  uniforme  du  mouvement  rectiligne  du  centre 
de  gravité,  {irises  parallèlement  aux  axes,  qiii  auront  pour  valeurs,  en 
faisant , {vour  abréger,  S ( K eus.  a')-=z  A s S { K cos.  A ) = B j 
I ( K cos.  c ) = C 
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Parallélrmcnt  à l'ane 


A 

M 

des  Y 

B 

3/ 

des  3 

C 

M 

l 

et  en  représentant,  par  R*  la  somme  des  tpiarri'S  des  numérateurs  de 
ces  fractions , on  aura  les  valeuis  suivantes  des  cosinus  des  angles  res- 
pectifs formés  par  la  direction  du  mouvernent  du  centre  de  gravité  et 
par  les  directions  des  et  3 

^ B a 

H ' H ' R 


0?8  déterminations  sont  absolument  les  mêmes  que  s’il  s’agissait 
d’un  point  matériel  dont  la  masse  serait  égale  k Mj  recevant  immédia- 
tement toutes  les  impulsions  dans  des  directions  parallèles  à celles 
que  ces  impulsions  ont  dans  l’espace. 

112a.  Rien  n’est  donc  plus  aisé  que  de  connaître  le  mouvement  du 
centre  de  gravité,  loi^ue  les  causes  motrices  qui  déterminent  ce  mou- 
vement sont  données,  tant  dans  le  cas  où  ces  causes  motrices  sont  des 
imjrulsions  initiales  communiquées  une  fois  pour  toutes , que  dans  celui 
où  le  corps  est  sollicité  par  des  forces  à actions  continues.  On  a vu, 
art.  1130,  comment,  dans  le  second  cas,  on  déterminait  la  variation 
du  mouvement  de  ce  centre  due  auR  actions  des  puissances. 

En  me  bornant  à la  considération  du  mouvement  résultant  unique- 
ment des  impulsions  Initiales,  je  remarque  que  ces  formules  qui  rendent 
si  faciles  les  calculs  relatifs  au  centre  de  gravité  n’apprennent  rien,  en 
général,  sur  le  mouvement  des  autres  points  du  corps,  excepté  dans 
une  seule  circonstance  sur  laquelle  il  faut  d’abord  fixer  l’attention  des 
élèves.  Supposons  que  toutes  les  impulsions  K aient  une  résultante 
unique,  que  je  désigne  par  R^  (on  a vu,  art.  35a,  l’équation  qui  doit 
être  satisfaite  pour  que  cette  condition  ait  lieu)  et  que  cote  résultante 
unique  passe  par  le  centre  de  gravité,  je  dis  que,  dans  ce  cas,  l’im- 

pulsion  R qui  imprimera  une  vitesse  , au  centre  de  gravité,  parallè- 


lentént  i une  ligne  de  position  déterminée  dans  l’espace,  imprimera  la 

mémo 
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même  vllessc,  priillôirment  ü la  même  ligne,  à chacune  dos  molécules 
du  corps.  Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarque  qu’on  obtiendra 
le  même  effet  en  donnant  au  corps  une  impulsion  K par  son  centre  de 
gravité,  ou  en  donnant,  k chacune  de  ses  molécules  mj  une  impulsion 
R 


M 


m dans  une  direction  parallèle  à celle  de  R,  car,  i®  la  résultante 


R 


R 


R 


de  toutes  les  puissances  parallèles  -^/7/,scra— .£(/«),  ou— . 3/= /f  y 

i“.  celte  résultante  sera  dirigée  par  le  centre  de  gravité,  car,  en  faisant 
[tasser,  par  ce  centre,  un  plan,  de  position  quelconque,  dont  ladistance, 

k la  molécule  m,  serait  ^ , le  moment  Z ^ /nç  ^,ou  S (mJ) 
serait  égal  k zéro.  Or  l’efTet  des  impulsions—  m est  de  donner  k toutes 


R 


les  molécules  m une  même  vitesse-^  , qui  est  aussi  la  vitesse  imprimée 

au  centre  de  gravité  par  leur  résultante;  chacune  d’elles  prendra  donc 
cette  vitesse  commune,  sans  être  gênée  par  sa  liaison  avec  les  autres 
molécules,  ou  de  la  même  manière  que  si  elle  était  libre,  tous  les 
points  du  corps  se  mouvant  dans  des  directions  parallèles  avec  la 
vitesse  commune. 

1 123.  Lorsque  les  impulsions,  données  au  corps,  ne  pourront  pas  se 
composer  en  une  résultante  unique,  ou  lorsque  la  résultante  unique, 
s’il  y en  a une,  ne  passera  pas  le  centre  de  gravité,  les  autres  points 
du  corps  auront , en  général , des  mouvements  susceptibles  d ’une  infinité 
de  modifications  indépendantes  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
ou  n’ayapt  aucune  influence  sur  ce  mouvement.  C’est  une  proposition 
très -importante,  et  fondamentale  en  mécanique,  qu’il  est  convenable 
de  démontrer  par  des  raisonnements  élémentaires. 

Je  reprends  les  valeurs  des  moments  de  l’art,  itiç, 


/ m{%dy—ydi)  \ _ 

l ' / 


m (xdf — ziix) 
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désignant,  comme  à l’art,  cité,  par  z,,  les  coordonnées  du 

centre  de  gravité,  et  posant  les  valeurs, 

x=^x,-\-^-,y=jr,  + n\  J = 2,  + (T 

les  expressions  de  P,  Q et.  H deviennent,  en  faisant  attention  que  les 

et  (if  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité,  ce  qui  donne 

S{m^)  = o,S{mdç)  — o , Z{mr,)  = o,  2(mdr)=^o,  S{ml^)  = o, 

M(i,dy,—jr,dz,)  _ z\m{i:dn—ndi;)\ 

dl  Ti  “ 

/,) M{x,dz,—i,dx,)  ^ 2:\m{_£d!;—i:dS)\ 

^ ' dt  dt  ' 

M {j,dx,—x,dj,)  ^ S\,n(iidS—^dn)\  _ 
dt  dt 

Je  puis,  maintenant,  sans  nuire  k la  généralité  dos  résultats  , supposer 
que  lorsque  les  impulsions  K,  ou  leurs  équivalentes  A,  B , C,  ont  été 
données  au  corps , l'origine  commune  des  t,  était  placée 

au  centre  de  gravité;  d’après  cette  hypothèse  les  axes  des  f , ri  et  4"  ont 
dû,  dans  leurs  jiositions  initiales , se  confondre  avec  ceux  des  x,  y et  z, 
au  même  instant  où  on  avait  x,  = o,jy,=  o,  z,  = o , et  la  ligne 
droite  que  décrit  le  centre  de  gravité  passe  par  l’origine  commune  de 
ses  coordonnées  x,,y,j  z,  ce  qui  donne, 

jLîl  — Il  IfjL—^ 

dz,  Z,  ’ dx,  X,  ' dj,  y, 

et  réduit  à zéro  les  premiers  termes  des  premiers  membres  des  équa* 
rions  ( i ) ci  ■ dessus. 

On  a,  ainsi,  tant  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité  que  pour 
celui  des  autres  points  du  système,  les  six  équations 

dt  ' dt  dt 
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t 

S I — _p 

dt 

_n 

dt  ^ 

X \m{n>lS  — çdr.)\  _ P 

dt 

les  trois  premières  se  rapportent  exclusivement  au  mouvement  j>arti- 
culier  du  centre  de  gravité,  ou  au  mouvement  de  translation  générale 
du  corps;  les  trois  dernières,  qui  ne  renferment  aucune  quantité  relative 
à des  points,  lignes  ou  plans  fixes,  pris  dans  l’espace,  ne  peuvent  être 
applicables  qu’aux  distances  instantanées,  des  molécules  m,  U trois 
plans  passant  par  le  centre  de  gravité,  mobiles  avec  lui  et  parallèles  aux 
plans  fixes  des  xj’,  xi  et  jf'sy  elles  se  rapportent  donc,  exclusivement, 
aux  mouvements  de  ces  molécules  m autour  du  centre  de  gravité. 

Ainsi  A , B,  C,  peuvent  avoir  des  valeurs  entièrement  arbitraires,  P,  Q 
et  R ayant  des  valeurs  déterminées,  et  réciproquement.  On  conçoit, 
en  eflèt , d’après  ce  qui  a été  démontré  précédemment,  que  si,  par 
exemple,  on  donne  au  corps  une  impulsion  dirigée  sur  son  centre  de 
gravite,  il  en  résultera  une  certaine  vitesse  de  ce  centre,  dont  la  valeur 
est  déterminable  fi  volonté,  et  qui  , art.  usa,  laissera  f , >!  et  dans 
leur  état  initiai,  de  manière  que,  si  le  corps  ne  recevait  que  cette  im- 
pulsion, on  aurait  d^=o,  di;  = o,  d!^=o\  mais  on  peut,  en  même 
temps,  donner  au  corps,  d’autres  impulsions,  par  couples,  telles  que 
+ A,, — K,\  -è  A„,  — A„;etc.  Les  directions  des  deux  impulsions  de 
chaque  couple  étant  parallèles,  et  à une  distance  finie  l’une  de  l’autre, 
ce  qui  introduira  dans  P , et  A des  quantités  arbitraires  qui  ne  se 

trouveront  pas  dans  A,  B et  C. 

1124.  L’indépendance  du  mouvement  de  translation  du  centre  de 
gravité  et  du  mouvement  gyratoire  du  corps  autour  de  ce  centre  se 
trouvent  ainsi  très- rigoureusement  démontrés;  mais  comme  on  ne 
saurait  jeter  trop  de  jour  sur  une  matière  aussi  importante,  je  vais 
donner  encore  une  marche  de  raisonnement,  fort  simple,  pour  ramener 
ces  impulsions  initiales  k des  impulsions  équivalentes,  qui  rendent  par- 
faitement sensible  et  évidente  l’indépendance  établie  dans  l’article 
précédent. 
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Soit  K l’une  quelconque  des  impulsions  A,  , K„ , etc.  donnée 
;iu  coqjs  à une  distance  k du  centre  de  gravité;  je  mène,  par 
ce  centre,  une  perpendiculaire  sur  la  direction  de  A , que  je  prolonge, 
de  l’autre  côté  du  meme  centre  par  rapport  au  point  d’application 
de  K,  d’une  quantité  = hj  j’applique,  à rertréniilé  de  ce  prolonge- 
ment, deux  forces  opposées,  parallèles  à A,  égales  entre  elles  et  i x A; 
je  compose,  ensuite,  celle  des  forces  qui  agit  dans  le  même  sens  que  A, 
et  la  moitié  de  A,  en  une  impulsion  A,  passant  par  le  centre  de  gravité, 
et  je  ramène,  ainsi,  l’impulsion  A,  donnée  à un  point  quelconque  du 
corps,  à trois  forces  dont  l’une,  dirigée  sur  le  centre  de  gravité,  fournit 
des  termes  à B,  C,  sans  rien  fournir  à Pj  Q,  A (ce  centre,  dans 
sa  position  initiale,  est  à l’origine  commune  des  x, y,  z,  x,, y,,  s,) 
les  deux  autres  formant  une  couple  de  forces  dont  les  composantes 
entrent  dans  P , Q et  R et  n’entrent  pas  dans  A,  B y C.  Chacune  des 
impulsions  etc.  est  susceptible  d’une  décomposition  pareille, 

et  si,  à l’instant  où  le  corps  reçoit  ces  impulsions,  son  centre  de  gravité 
se  trouve  retenu  par  un  obstacle  fixe,  la  résistance  de  cet  obstacle  re- 
présentera une  de  ces  forces  dont  A y By  C peuvent  se  composer  ex- 
clusivement sans  que  le  mouvement  gyratoire,  dû  à Py  Çy  By  en  soit 
attiré  ; si,  au  contraire,  laissant  le  centre  de  gravité  libre,  on  traverse 
le  corps  par  deux  lignes  matérielles,  ou  axes  fixes,  parallèles  h la  ligne 
que  le  centre  de  gravité  doit  suivre , et  le  long  desquels  ce  corps  soit 
assujetti  il  glisser,  la  résistance  par  laquelle  les  axes  fixes  empêcheront  le 
mouvement  gyratoire  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  d’avoir 
lieu,  pourra  être  assimilée  h l'action  d’une  couple  de  forces  qui  pro- 
duirait le  même  effet  que  cette  résistance,  mais  sans  rien  changer  an 
mouvement  exprimé  par  les  équations 

AI  dx,  ^ _ Al  dy y _ Ai  dzy  ^ 

dt  ' dt  ’ dt 

Ces  raisonnements  se  lient  k la  théorie  des  couples  dont  j’ai  démontré 
les  principales  vérités  dans  la  première  partie  du  cours;  cettte  théorie 
est  due  à M.  Poinsot,  membre  de  l’Institut,  mais,  long-temps  avant  la 
publication  de  l’ouvrage  de  ce  savant,  j’avais  employé  la  considération 
de  ces  mima  couples  pour  expliquer  et  démontrer  l’indépendance  des 
mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  corps  solides. 
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1125.  Le  résultat  de  ce  qui  a été  dit  depuis  l'art.  1121,  peut  être 
ainsi  énoncé. 

« Si  un  corps,  d’une  masse  solide,  libre,  et  qui  n’est  sollicité  par 
« aucune  puissance  extérieure,  reçoit,  à difTérenls  points,  des  impul- 
« sions  finies,  en  nombre,  intensités  et  directions  quelconques,  son 
« centre  de  gravité  prendra  un  mouvement  de  translation  identique 
« avec  celui  dont  se  trouverait  animé  un  point  matériel , d’une  masse 
« —M,  auquel  ces  diverses  impulsions  seraient  données  dans  des  direc- 
« directions  parallèles  à celles  qu’elles  ont  à leurs  |>oints  effectifs  d’ap- 
« plication,  et  les  différents  points  du  corps  se  mouvront  autour  du 
« centre  de  gravité,  comme  ils  l’auraient  fait  si,  A l’instant  où  les  im- 
« pulsions  ont  été  données , ce  centre  eut  été  un  point  fixe.  « 

1126  Le  mouvement  d’un  corps,  tel  que  je  viens  de  le  considérer, 
offre  trois  quantités  constantes,  savoir,  la  vitesse  du  centre  de  gravité, 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  molécules  et 
la  somme  des  aires  engendrées  pendant  un  élément  de  tempe  dt,  les  dt 
successifs  étant  supposés  égaux  entre  eux,  et  on  peut  remarquer  que 
les  conditions  de  l’équilibre  sont  celles  qui  expriment  que  la  première 
de  ces  sommes  constantes  et  l’une  quelconque  des  deux  autres  sont 
égales  A zéro. 

Détermination  de«  chocs  exerces,  contre  un  axe  fixe,  en  vertu  des  impul- 
sions données  11  un  corps  assujetti  & tourner  autour  de  cet  axe.  Conditions 
it’.iprès  lesquelles  il  ne  résulte,  des  chocs  donnés  au  corps,  aucun  choc  sur 
l'axe.  Théorie  générale  du  centre  de  percussion. 

1127.  Un  corps  solide,  de  forme  invariable,  étant  assujetti  à tourner 
autour  d’un  axe  fixe,  et  les  positions  de  chacun  de  ses  points  étant  dé- 
terminées par  des  coordonnées  rectangulaires  x,y  et  t,  je  prends  l’axe 
de  rotation  pour  axe  des  ce  corps  dont  je  représente  la  masse  par  M, 
est  supposé  recevoir  une  impulsion,  que  je  désigne  par  P j ainsi , d’après 
les  notions  précédemment  établies,  P est  la  quantité  de  mouvement  que 
recevrait  la  ma<ise  M,  si , réduite  à un  point  matériel , la  cause  motrice, 
A laquelle  P est  due,  agissait  immédiatement  sur  elle.  Je  mène,  par  la 
direction  de  P,  un  plan  parallèle  A l’axe  de  rotation,  ou  A l’axe  des  z, 
et  je  prends,  pour  plan  des  %x,  le  plan,  perpendiculaire  A celui  dont  je 
viens  de  parler,  passant  par  l’axe  de  rotation;  le  plan  des  xy,  perpen- 
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dicilUire  ü cct  ayp,  est  censé  le  coii|)er  en  un  point  donné  de  position. 

Je  nomme  f et  i",  respectivement,  la  coordonnée,  mesurée  sur  l’axe 
des  x,iei  la  coordonnée,  parallèle  aux  du  (xiint  où  lu  direction  de 
rencontre  le  plan  xs,  et  je  détermine  la  position  du  centre  de  gravité  du 
corps,  ]»r  les  coordonnées  n , ù et  c respectivement  parallèles  aux 


J et  «. 

Lxrs  valeurs  de  ces  coordonnés  n,  b,  c sont  prises  au  moment 
oii  l’impulsion  F est  donnée.  ' 

Il  s’agit  de  déterminer,  d’abord,  l'efl’et  que  celte  impulsion  produit 
sur  l’axe;  pour  cela,  je  la  décom|X)8c  en  deux  forces,  appliquées  au 
point  dont  f et  4” sont  les  coordonnées,  l’une  représentée  par  77,  dirigée 
dans  le  plan  X3,  parallèlement  ii  l’axe  de  rotation,  ou  axe  des  t,  et 
l’autre  repré-sentée  par  Q,  perpendiculaire  à ce  plan  Xi.  La  première 
composante  n’entre  pour  rien  dans  le  mouvement  du  corps,  l’axe  étant 
supposé  fixe,  mais  elle  exerce,  sur  cet  axe,  une  action  qui  se  détermine 
par  les  formules  données,  art.  38 1.  Supposons  que  le  mouvement  de 
ce  même  axe,  soit  empêché  par  deux  arrêts  placés  à ses  extrémité-s  , 
l’un  à l’origine  et  l’autre,  à une  distance  A de  l’origine  du  côté  des  s 
positifs , la  composante  77  parallèle  aux  z,  étant  censée  agir  dans  le 
sens  des  i positifs,  il  résultera  de  son  action  un  choc  sur  chacun  des 
points  d’arrêt,  dirigé  perpendiculairement  ù l’axe  de  rotation,  dans  le 
plan  des  xz  (plan  qui  renferme  la  ligne  de  direction  de  77  et  l’axe  de 


rotation)  choc  qui  aura  pour  valeur  + 


signe -j-  étant  applicable 


au  point  d’arrêt  qui  est  h l’origine,  et  le  signe — au  point  d’arrêt  placé 
Ù une  distance  A de  l’origine. 

1138.  L’autre  composante  Ç communiquera  au  corps,  art.  ioS9,une 


vitesse  angulaire  que  je  désigne  par^,  et  qui  aura,  pour  valeur, 


f étant  la  distance  d’une  des  molécules  du  corps  ii  l’axe  de  rotation; 
ou  qui , en  représentant  par  M A*  le  moment  d’inertie  du  corps  M par 
rapport  à un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  et  parallèle  U l’axe 
de  rotation,  a pour  valeur 


1 


QS 

Af(a»  + A*  + A») 
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ainsi  la  quantité  de  mouvement  d’une  molécule  quelconque  nij  dirigée 
perpendiculairement  au  rayon  vecteur  f,  sera  les  composantes 

de  cette  quantité  de  mouvement,  respectivement  parallèles  aux  x et 
iuxjyj  seront  et  ÿ r/n^  en  faisant  attention  que  la  perpendiculaire, 

'K 

au  rayon  vecteur  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  le  cosinus  = — , 

et , avec  l’axe  des  jr,  un  angle  dont  le  cosinus  = — , et  les  sommes 

respectives  de  ces  composantes,  prises  dans  toute  l’çtenduc  du  corps, 
pourront  être  représentées  par  et  i^2(rm). 

Ces  sommes  de  composantes  etÿ£(xm),  remplacent,  k 

tous  égards,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  or  l’axe 

ne  reçoit  aucun  choc  de  la  part  de  celles-ci , parce  que  les  vitesses 
des  molécules  ntj  étant  proportionelles  à leurs  distances  respectives 
à l’axe  de  rotation,  et  ayant  lieu  normalement  aux  rayons  vecteurs  f, 
dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation,  ces  molécules  se 
meuvent  comme  si  elles  étaient  libres  ou  détachées  les  unes  des  autres , 
ce  qui  exclut  toute  transmission  de  forces  à l’axe  de  rotation. 

D’une  autre  part,  l’impulsion  Ç,  parallèle  auxj^,  peut,  elle-même, 
être  remplacée  par  les  quantités  de  mouvement  qui  suivent , savoir, 

<1^2  (m  y) 

— ("’j) 

%2(mx) 

Q — <i2  (mx) 

On  vient  de  voir  que  les  sommes  des  composantes  tj  (/ny)  et 
1^2 {mx),  équivalentes  à la  somme  ne  pouvaient  exercer 

aucune  percussion  sur  l’axe;  l’impulsion  ()ne  peut  donc  agir  sur  cet  axe, 
qu’en  vertu  des  composantes — ^2(mjr)  et  Q — <^2(mx;  mais  ces 
composantes,  d’après  le  principe  général  du  mouvement,  sont  celles 
qui  satisfont  aux  conditions  de  l’équilibre  , et  on  a vu,  art.  879,  que 
lorsque  des  forces,  dirigées  dans  des  plans  perpendiculaires  h un  axe 
fixe,  sont  en  équilibre  autour  de  cet  axe>  elles  agissent,  sur  lui , de  la 
même  manière  que  si  chacune  d’elle  lui  était  immédiatement  appliquée, 
parallèlement  à sa  direction,  et  dans  le  plan  normal  qui  renferme  cette 


Sommet  det  quanti  - 
téx  de  mouvement  pa  - 
rallètet , 


aux  a; 


aux  JK 


(*)••• 


On  a , par  la  propriété  du 

centre  do  gravité  

X(u;m)  = ailf,et 

S (>««)  = AJIf 
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direction.  Désignant  donc  par  X et  V,  res|)ectivement,  les  chocs  que 
reçoit  Taxe  de  rotation,  ou  l’axe  des  z,  dans  le  sens  des  x et  dans  celui 
desj',  au  moment  où  l'impulsion  Q est  donnée,  par  le  moment 
de  X par  rapport  à l’axe  des_y,  et  par  le  niomcnfcde  }'  par  rapi>ort 
à l’axe  des  x,  (X étant  dirigée  dans  le  plan  xz,  ses  moments,  par 
rapport  aux  axes  des  x et  des  sont  nuis,  et  il  en  est  de  même  des 
moments  de  l'j  par  rapport  aux  axes  des  jy  et  des  z)  on  aura  les 
équations  o 

i'=  Ç — i^S(Tm)=Ç — <^aM  J 

XC,  =—<^£(ijrm) 

on  obtiendra  les  valeurs  de  A'  et  Fj  en  quantités  connues , par  la  substi- 
tution dans  les  deux  premières  de  ces  équations,  de  la  valeur  de  ÿ, 
déduite  do  l’équation  (i);  substituant,  ensuite,  ces  valeurs  ainsi  dé- 
terminées, et  celle  de  ÿ dans  la  troisième  et  la  quatrième,  on  aura4‘,et(f„. 

11x9.  l’application,  la  plus  importante,  des  équations  de  l’article 
précédent,  est  la  détermination  des  conditions  auxquelles  il  faut  satis- 
faire pour  que  l’axe  de  rotation  n’éprouve  aucun  choc,  lorsque  le  corps 
reçoit  l’im  pulsion  P.  11  est , d’abord , évident  que  la  composante  II  de  P, 
parallèle  à l’axe  de  rotation,  doit  être  nulle;  ainsi  nous  pouvons  nous 
borner  à considérer  les  conditions  relatives  k la  composante  Q,  per- 
pendiculaire à l'axe  de  rotation,  et  ces  conditions  seront  exprimées 
en  égalant , à xéro,  les  sommes  des  forces  et  les  sommes  des  moments, 
que  j’ai,  en  général  , supposées  égales  k Xj  F,  Xt^,  et  F Il  sem- 
blerait, au  premier  coup  d’œil  que  l’égalité  k zéro  de  la  somme  des 
forces  devrait  suffire,  mais  on  fera  attention  qu’une  somme  de  forces 
qullcs,  ne  suppose  pas  que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulle  aussi, 
qu’ainsi  l’égalité  k zéro  de  la  première  somme,  en  énonçant  que  le 
mouvement  général  de  translation  n'aura  pas  lieu,  ne  dit  rien  de  relatif 
au  mouvement  gyratoire,  et  il  est  indispensable,  pour  exprimer  tout 
ce  qui  est  relatif  k V équilibre  absolu,  de  déduire,  des  équations  de* 
moments,  les  conditions  de  la  nullité  de  ce  dernier  mouvement. 

La  première  équation  (a),  de  l’article  précédent,  donne,  pour  une 
des  conditions  cherchées 

(3) ^=^0 

ainsi 


— UiQttiztsrby<^eogle 


-,  — ^2^(ixm)=o , Cf,  enfin. 


Section  deuxième.  S^i 

ainsi  le  centre  de  gravité  doit  se  trouver  dans  le  plan  perpendiculaire 
à la  direction  de  l’impulsion,  passant  par  l’axe  de  rotation.  La  fécondé 

Qt 

donne  O — uaAf=o,  et,  en  substituant  pour  U la  valeur  -tT-,-— — - . 

^ ° I a 

(4)  ....  a ^ ^ — O 

La  troisième  donne 

(5) I(mzjr)^o 

et,  la  quatrième,  Çl^ — d’où  on  tire,  en  substituant, 

0 E 

pourtj,  la  valeur  f i (* xw/)  =0 , et,  enfin, 

en  éliminant  par  l’équation(4) 

(6) al^M — S{^sxm)  = o 

les  équations  (3)  et  (5)  expriment  des  conditions  relatives  au  centre 
de  gravité,  et  à la  position  de  l'axe  dans  le  corps;  les  équations  (4)  et  (6) 
donnent  les  coordonnées  ^ et  ^ du  point  où  la  direction  de  l’impulsion  Q, 
perpendiculaire  à l’axe  de  rotation,  doit  rencontrer,  le  plan  qui  ren- 
ferme l’tae  de  rotation  et  le  centre  de  gravité.  En  désignant,  par  Mk*  le 
moment  d'inertie  du  corps,  pris  par  rapport  à un  axe,  perpendiculaire 
k l’axe  de  rotation,  et  p.-issant  j>ar  le  centre  de  gravité,  les  valeurs  de  ces 
coordonnées  sont 

(7) ^ = 


a A/ 


ii3o.  Le  point  ainsi  déterminé  s’appelle  centre  de  percussion  ; les 
questions  relativesk  ce  centre,  et  au  centre  d'oscillation,  ont  beaucoupi 
occupé  les  géomètres,  dans  le  XVII'  siècle,  et  comme  le  problème  du 
centre  de  percussion  n’était  résolu  que  pour  des  cas  particuliers,  qui 
lui  donnent  la  même  position  qu’au  centre  d’oscillation,  celte  identité 
ap|)arente  avait  donné  lieu  à quelques  disputes  polémiques.  On  a,  en- 
suite, négligé  ces  discussions,  lorsque  les  progrès  de  l’analyse  et  de 
la  mécanique  rationnelle,  ont  attiré  l’attention  des  géomètres  vei-s 
d’autres  objets,  et  c’est,  vraisemblablement,  par  cette  raison,  qu’il 
n’existait  pas  encore  de  solution  générale  et  complète  du  problème  du 
centre  de  |>crcussion , lorsque  j’ai  donné , dans  mon  cours , celle  de 
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l’arliclc  précédent , qui , je  crois,  est  la  première  dont  l’analyse  ne  laisse 
rien  à désirer.  Je  p.irlerai  bientôt  des  solutions  anciennes  et  des  cas 
auxquels  elles  sc  rapportent. 

ii3i.  J’ai  conclu  les  équations  de  l’art.  1 129  de  celles  de  l’art.  1 128, 
lesquelles  sont,  elles -mêmes,  déduites  de  diverses  considérations  parti- 
culières à l’état  de  la  question,  combinées  avec  le  principe  général  du 
mouvement,  et,  en  résolvant,  de  cette  manière,  le  problème  du  centre 
de  percussion,  j’aurais  pu  placer  sa  solution  avant  la  théorie  générale 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  d’un  système,  et  du  double  mou- 
vement d’un  corps  solide,  mu  en  vertu  d’une  impulsion  initiale,  mais 
je  n’ai  pas  suivi  cet  ordre  d’exposition,  parce  que  la  détermination  du 
centre  de  percussion  olTre  l’occasion  de  deviner  un  premier  exemple  de 
l’application  de  la  théorie  dont  je  viens  de  parler,  qu’il  était  important 
de  ne  pas  laisser  échapper;  je  vais,  en  conséquence,  donner  une  seconde 
solution  du  problème,  uniquement  fondée  sur  les  propositions  démon- 
trées depuis  l’art.  1114  jusqu'à  l’art.  1126. 

L’axe  de  rotation  ne  devant  éprouver  aucun  choc  à l’instant  où  l’im- 
pulsion Q lui  est  donnée,  le  corps,  à cet  instant,  doit  être  regardé 
comme  libre;  ainsi , i“.  son  centre  de  gravité  doit  prendre  une  vitesse  pa- 
rallèle à la  direction  de  l’impulsion  Q;  d’où  on  conclut,  qu'à  ce  même 
instant,  la  tangente  menée,  par  ce  centre,  au  cercle  qu’il  est , réellement , 
obligédeparcourir,  est  parallèle  à la  direction  de  Çj  ce  qui  suppose  que 
ce  centre  est  dans  le  plan,  perjiendiculaire  à cette  direction,  passant 
par  l’axe  de  rotation,  et  donne  par  conséquent  l>=:o,  c’est-à-dire, 
l’équation  (3)  de  l’article  précédent.  2“-  La  vitesse  du  centre  de  gravité 

étant  égale,  art.  1121,  dans  l’hypothèse  du  cor^is  libre,  à et, dans 

l’état  elTcctif  de  ce  cor)>s,  à on  a Ç — tJa.V=-o,  d’où  on  déduit 
l’équation  (4)  de  l’article  cité. 

Après  ces  deux  conditions,  relatives  au  centre  de  gravité, viennent 
celles  qui  concernent  généralement  tous  les  points  du  corps  assujettis 
à se  mouvoir  sur  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation,  ce  qui 

, introduit  dans  les  équations  (2)  de  l’art.  1119,  la  condition  — o > 

d’où,  en  faisant  attention  qu’on  a,  dans  ces  équations 

dx 

!*'•.  somme  des  moments  = Iaa®.  = o, 
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la  3'.  = Ç^j  et  <.|uc,  d’apri-s  la  condition  du  mouvement  circulaire,  une 
molécule  qui  s’éloigne  du  plan  .Tz  s’approclie  du  plan  xj-,  et  récipro- 
quement , ce  qui  comporte  des  signes  dilTérents  pour  les  vitesses 

J respectivement  parallèlesauxxetaux J',  lesqiiellesvitesses 

somt , en  général , prises  positivement  lorsqu'elles  tendent  à augmenter  les 
coordonné-es  positives,  on  conclut,  des  trois  équations  citées,  les  suivantes, 
5,'i;(j/nar)  = ()(;:;  2,'(/«î_j)  = o;  S- } "'O*  + *“)=  C'ï 
dont  les  deux  premières  donnent  les  équations  (6)  et  (S)  de  l'art,  i ii8; 
et,  si,  dans  la  troisième,  on  substitue,  à sa  valeur  on 

aura  21  \ //«(j-s-j-.t*)  \ = 2! (mf*)  , valeurs  identiques. 

I i3a.  Si  la  forme  du  corps  est  telle  que  le  plan  des  xj-  qui  est  per- 
pendiculaire à l'axe  des  z,  ou  à l'axe  de  rotation,  coupe  le  corps, sup- 
posé homogène,  en  deux  parties  égales  et  semblables,  on  aura  i/  = o, 
21{mz.r)  = o,  21  (mzjr)  = o,  d'où  on  conclut  ^=o;  et , la  condition 
/»=o  étant  supposée  remplie,  le  centre  de  percussion  se  trouvera,  à 

• /f» 

la  distance  a H de  l'axe  de  rotation,  sur  la  perpendiculaire,  k cet  axe, 

passant  par  le  centre  de  gravité,  il  se  confondra  avec  le  centre  d'os- 
cillation. 

1 133.  Supposons  que  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  Sj  soit  parallèle  k 
un  des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravite,  la  condi- 
tion i = o étant  préalablement  satisfaite,  c'est-à-dire,  le  centre  de  gra- 
vité se  trouvant  dans  le  plan,  perpendiculaire  k la  direction  de  Ç,  qui 
passe  par  l'axe  de  rotation,  et  prenant  le  centre  de  gravité,  pour  ori- 
gine des  coordonnées  ri  et  f , respectivement  parallèles  aux  O", et  a , 
on  aura,  l'état  initial  étant  convenablement  établi. 


f = «;  n=jri  i^=z—c 

on  a,  de  plus,  par  la  propriété  des  axes  principaux, 

substituant , dans  ces  dernières  équations,  les  valeurs  deç , >?  et  4",  ayant 
égard  aux  propriétés  du  centre  de  gravité,  d’après  lesquelles  (/n^)=o, 
S(mri)  = o,  Zi(OTf)  = o,  et  faisant  attention  que 
2 1 «I  (n  J— c I ) I = 2 i m [rt  )— c ( f — a)]  I = .T  I OT  (n  c ï) } =p , 

on  a,  toutes  réductions  faites, 

^{mzx)  = acM •,  S(mzjr)z=% 
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la  première  équation,  combinée  avec  l’équation  (8)  de  l’art.  nî8, 

C= — —I  donne  ^=cj  la  seconde,  nous  «npprcnd  que  la  con- 


dition énoncée  par  l’équation  (5)  de  l’art.  1128,  se  trouve  satisfaite 
dans  le  cas  que  nous  traitons  (la  condition  énoncée  par  l’équation  (3) 
du  même  article  est  censée  satisfaite  d’avance),  et  nous  voyons,  par 
l’équation  i^—c,  que,  dans  ce  même  ras,  le  centre  de  percussion  se 
confond  encore  avec  le  centre  d’oscillation. 

I iSq.  I..CS  cas  particuliers,  e.vaminés  dans  les  deux  articles  précédents, 
sont  les  seuls  auxquels  .satisfassent  les  antiennes  solutions  du  problème 
du  centre  de  |X'rcus.sion , et  même  les  considérations  , relatives  au 
second  cas,  n’avaient  j>oint  été  exposées,  parce  qu’elles  tiennent  aux 
conditions  générales  de  l’art.  1 129',  qui  n’étaient  pa.s  déterminées;  voilà 
pourquoi  quelques  géomètres  ont  confondu  le  problème  du  centre  de 
percussion  avec  celui  du  centre  d'oscillation;  et  même  ceux  qui  ont 
voulu  établir  la  diflTércnce  des  deux  problèmes,  n’ont  pas  parlé  d’une 
des  circonstances  caractéristiques  qui  constituent  cette  dilTérence,sa- 
T tu) 


voir,  la  valeur  ; 


aM 


d’une  des  coordonnées  du  centre  de 


j>crcussion,  qui  se  mesure  sur  la  même  ligne  et  à partir  de  la  même 
origine  que  la  coordonnée  c du  centre  de  gravité,  mais  qui  n’est  égale 
à celte  coordonnée  c que  dans  des  ras  particuliers  ; cette  valeur 
„ E{i-rm) 

^ 2nr~ 


est  ce  qui  distingue,  essentiellement,  ma  solution  des 


solutions  anciennes;  elle  est  introduite,  dans  l’analyse,  par  la  considé- 
ration des  forces  qui  tendent  à donner  à l’axe  un  mouvement  gyratoire, 
et  on  n’avait,  jusqu’à  présent,  eu  é'gard  qu’à  celles  qui  tendent  à donner, 
à cet  a.xe,  un  mouvement  total  de  translation. 

1 135.  Les  positions  du  centre  d'oscillation  et  du  centre  de  percussion 
'sont  absolument  indépendantes  des  causes  motrices  qui  ont  agi  sur  le 
corps,  ensortc  qu’on  a.ssignc  ces  positions  par  des  considérations  qui  ne 
tiennent  qu’à  la  ligure  du  corps  et  aux  dilTércntes  densités  de  ses 
molécules;  mais  celte  indépeudance  qui  n’est,  quant  au  centre  d'os- 
cillation, qu’une  conséquence  de  l’hypothèse  qu’on  a faite  sur  les  di- 
rections et  le  mode  d’action  des  forces  introduites  dans  l’analyse  (on 
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a Stipprsé  les  direi  lions  | arallëles  et  les  forces  motrices  proportionnelles 
aux  masses  et  ir.dépentlanles  des  posilions  des  molécules)  se  trouve, 
<]uant  a i centre  de  percussion  , essentiellement  liée  à la  nature 
même  de  la  ([uestion.  Je  ne  m’étendrai  pas  davantage  sur  ces  re- 
marques; les  élèves  qui  voudront  avoir  quelques  détails  sur  les  problèmes 
du  centre  d'oscillation  et  du  centre  de  percussion,  relativement  à la 
partie  historique,  pourront  consulter  le  deuxième  volume  de  YHLloirc 
des  Mat/u-malir/Hes  de  Moiititc/a. 

Det  eHorla  que  «upporir  t’aie  immobile  de  rotation,  torique  te  corps  a rcru 
l'imputiion  iniliate  qui  lui  imprime  aou  mouvement.  Condiiioua  qui  reudent 
CCS  cUbrla  nuis. 

ii36.  Lorsque  les  diverses  conditions  assignées,  article  1119,  sont 
remplies  , l’axe  , au  moment  du  choc  , n’éprouve  l’action  d’aucune 
force  de  la  nature  de  celles  qu’on  appelle  forces  de  percussion  j on 
ne  peut  cependant  pas  dire  que  cet  axe  n’ait  aucune  tendance  ii  sc 
déplacer  , car  il  est  sollicité  par  des  forces  comparables  à t'es 
pressions  , et  provenant  des  forces  ccnirifiiges  de  tous  les  points 
matériels  qui  composent  le  corps.  Une  molécule  quelconque,  placée  à 
une  distance  (<  de  l’axe,  exerce  dans  le  sens  du  rayon  p,  et  en  vertu  de 
sa  vitesse  un  effort  qui,  art.  986,  a,  pour  valeur,  '^mp.  Les  com- 
posantes de  cette  force,  respectivement  parallèles  aux  tr  et  auxj',  sont 

X — et  K^tnp  X —,  ou  et  en  faisant  attention 

oue  — et  — sont  les  cosinus  des  anales  que  forme  sa  direction  avec 

e 

les  mêmes  axes;  les  sommes  de  ces  composantes,  dans  toute  l’étendue 
du  corps , sont  X {m  r)  et  ^*2i(mjr)-,et  les  sommes  de  leurs  moments 
sont , pour  la  première moment  par  rapport  à l’axe  desj'^ 
et,  pour  la  seconde,  y* IJ'),  moment  par  rapport  li  l’axe  des  x. 

Il  faut  observer  que  les  forces  étant  dirigées  suivant  les  rayons 

vecteurs  p,  [leuvent  être,  toutes,  censées  appliquées  h l’axe  de  rotation, 
et  qu’il  en  est  de  même  des  composantes  qui  entrent  dans  les  sommes 
^*£(/«.t)  et  Sx£(otj');  d’où  il  suit  que  ces  sommes  ne  doivent 
fournir  aucun  moment  par  rapport  à l’axe  des  sj  de  plus,  d'après  les 
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parullclismes  resiicctifs , entre  leurs  lignes  de  direction  et  les  axes  des  x 
ft  desjr,  elles  n’en  foumiwent  point,  la  |>remière  par  rapport  à l’axe 
des  Xj  et  la  seconde  par  rapport  à l’axe  des  j'. 

Si  l’on  suppose  maintenant  que  l’axe  fixe  de  rotation  passe 
p.ir  le  centre  de  gravité,  on  aura,  par  cette  seule  circonstance, 
j)  = o et  = ainsi  l’axe  n’éprouvera  aucun  edort 

tendant  à lui  donner  un  mouvement  général  de  translation;  mais  il  ne 
peut  être  entièrement  délivré  de  tout  effort,  qu’autant  que  les  moments 
des  pressions  et  sont  nuis,  ce  qui  donne  les  équations 

2,'(m3x)=!0,  £(mij')  = o,  et  ce  qui  nous  apprend  que  cet  axe  doit 
réunir,  h la  condition  de  sa  direction  par  le  centre  de  gravité,  celle 
d’étre  un  des  axes  principaux  qui  ont  leur  intersection  commune  k ce 
centre. 

1137.  La  première  des  conditions,  assignées  dans  l’article  pré- 
cédent, ne  peut  |ms  être  satisfaite  sans  que  le  centre  de  percussion  ne 
se  trouve  à une  distance  infinie  de  l’axe,  puisqu’elle  rend  nulle  la  dis- 
tance a de  cet  axe  au  centre  de  gravité,  ce  qui  donne,  article  11x9, 
f=3o,  ^==0;  on  tire  de  là  une  conséquence,  assez  remarquable, 
savuirrinçoinpatibililé  des  conditions  d’après  lestjudles  l’axe  fixe  autour 
duquel  un  corps,  choqué,  est  assujetti  k tourner,  ne  reçoit  aucune  per- 
cussion , et  de  celles  qui  rendent  cet  axe  libre  de  tout  effort  après  le  choc 
initial  qui  a mis  le  corps  en  mouvement.  Si  les  premières  conditions  sont 
remplies  , le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  à une  distance  finie 
de  l’axe,  afin  que^  et  ^ puissent  avoir  des  valeurs  finies,  et,  dès -lors, 
r.ixe,  exempt  de  choc  dans  le  premier  instant,  sera,  dans  les  instants 
suivants  soumis  aux  forces  centrifuges;  si  les  secondes  sont  satisfaites, 
le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  sur  l’axe , et  le  centre  de  per- 
cussion sera  k une  distance  infinie  de  cet  axe , lequel  éprouvera , par 
conséquent,  un  choc  quelque  part  qu’on  frappe  le  corps,  mais  n’aura 
plus  après  ce  choc,  aucune  tendance  soit  à un  déplacement  total,  soit 
k un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  de  ses  points. 

Formule*  de  géomctric  analytique  pour  lervir  de  préparation  « la  théopic 
générale  du  mouvement  de  rotation  d'un  corpi  solide. 

ti38.  On  a vu,  par  les  propositions  démontrées  depuis  l’art,  iiai 
jusqu’à  l’art,  iia5,  dont  le  résultat  général  est  consigné  dans  çct  ap- 
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ticle  I ia5,  que  tout  ce  qu’il  y a de  difllcile  dans  la  détermination  des 
phénomènes  du  mouvement  d’un  corps  solide,  est  relatif  au  mouvement 
des  molécules  de  ce  corj»  autour  de  son  centre  de  gravité  ; les  recherches, 
qui  concernent  cette  détermination , exigent  qu’on  rapporte  les  positions 
des  molécules  à des  axes,  fixes  dans  le  corps,  dont  on  compare  les  po- 
sitions fl  celles  d’autres  axes  parallèles  à des  lignes  fixes  dans  l’espace; 
il  faut  donc,  dans  ces  recherches,  faire  usage  des  formules  par  lesquelles 
on  passe  d’un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à un  autre  , et 
j’ai  cru  qu’il  était  convenable  de  placer  ici  les  principales  de  ces  for- 
mules, dont  quelques-unes  ont  déjà  été  employées,  soit  dans  cette 
seconde  partie  du  cours,  soit  dans  la  première. 

Le  mode  le  plus  général  de  passer  du  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires X,  y et  i_,  h un  autre  système  qu’on  [Kut  appeler  système 
des  coordonnées  ^,,y,,  î/,  consiste  à prendre  à un  point  de  l’espace, 
autre  que  le  point  d’intersection  des  coordonnées  primitives  , une 
nouvelle  origine,  par  laquelle  on  fait  passer  trois  axes,  à angles  droits 
les  uns  sur  les  auti-es,  qui  sont  les  axes  des  -T,,y,,  s,,  et  qui  forment 
des  angles  ou  donnés,  ou  assujettis  à certaines  conditions,  avec  les  axes 
des  Xj  y et  3. 

Ainsi  les  relations  qui  lient  une  des  coordonnées  r,yf  i aux  coor- 
données x,,y,,  Z,,  et  réciproquement,  sont  exprimées  par  des  équa- 
tions dans  lescjuelles  ces  diverses  coordonnées  no  sont  qu’à  la  première 
puissance,  et  dont  chacune  contient,  en  général,  un  terme  constant, 
relatif  aux  positions  respectives  des  deux  origines,  et  d'autres  termes 
variables  , ayant  pour  facteurs  les  quantités  circulaires  relatives  aux 
angles  que  forment  entre  eux  les  axes  des  deux  systèmes  de  coor- 
données. 

Comme  il  suffit  à l’objet  que  j’ai  en  vue,  de  faire  varier  les  directions 
des  axes  coordonnés,  je  supposerai  dans  les  formules  de  transformation 
que  l’origine  reste  la  même;  ainsi  je  n’aurai  pas  besoin  des  termes  cons- 
tants dont  je  viens  de  parler,  qu’on  peut  d’ailleurs  introduire  à volonté, 
dans  l’analyse,  sans  rien  changer  aux  termes  variables. 

liSç.  T, y et  I étant  les  Coordonnées  primitives  et  .T,,  y,,  z,  un 
autre  système  de  coordonnées,  qui  ont  la  même  origine  que  Icsprcmièrri. 
je  pose  la  notation  suivante. 
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t 

j Nouvelle» 
coordonoée». 

Colînu»  des  angle»  formé» 
par  le»  nouvelle»  coordoonées 
cl  par  le»  axes  do» 

X 

J 

Z 

-*/ 

J, 

s. 

h 

r> 

ïii 

7 Ht 

Menant  un  rayon  vecteur  de  l'origine  commune  à l’un  des  points 
qui  a pour  coordonnées,  soit  J"  et  z,  soit  t,,  y,  et  f,,  et,  la  lon- 
gueur de  ce  j-ayon  vecteur  étant  le  cosinus  de  l’angle  qu’il  forme  avec 

l’axe  des  t,  est  mais,  d’une  autre  part,  ce  même  rayon  vecteur,  et 

l’axe  des  x,  font,  avec  les  axes  des  t,,  des  angles  dont  les 


* ’ t*  ^ / 

cosinus,  resnectils,  sont  — — 

C 


ïn  d’après  le 


; cherchant. 


JH. 

P 

théorème  de  trigonométrie,  déjà  employé  plusieurs  fois,  dans  le  cours 

, .r  a,  X,  S,  Y, 

de  cet  ouvrage,  on  a = — - — ~ + — ■-!-  + 

P P P e 

par  les  mêmes  considérations  les  valeurs  correspondantes  des  cosinus 

— et  — et  multipliant , par  , les  trois  équations  qui  donnent 

■T  y Z 

— , et  — , on  a 

P P P 


fx  — (x,x,JrS,y,-\-y,z, 
y = a„x:,J^C„y,-\-y„z, 


en  partant  de  la  valeur — - du  cosinus  de  l’angle  formé  par  le  rayon 

vecteur  fl  et  par  l'axe  des  x,,  et  considérant  que  ce  rayon  vecteur  et 
l’axe  des  x,  font,  avec  les  axes  des.T^^  et  z des  angles  dont  les  cosinus, 

Ecsiiectifs,  sont  —,  J-  , J-  \ a,,  a,,,  a,„,  on  aurait,  d’après  le  théo- 
P P P 

rêmo 
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rême  ci-dessus  cité,  = a, -J- a,„  et  déduisant,  du 

même  ihéoréme,  les  valeurs  des  deux  autres  cosinus-^  et  , on 

f f 

aurait  les  trois  équations 

tT,  = a,x  + a„jr  + a„,z 
y,  = ^,x  -vS,^  ‘ • 

Les  cosinus  a,  6,  y,  de  difTérenls accents,  ont  entre  eux  des  relations 
qui  deviennent  manifestes  à l’inspection  du  tableau  placé  au  commen- 
cement de  cet  article. 

On  a d’abord  six  équations  données  par  l’égalité  entre  le  quarré  du 
rayon  et  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  angles  formés,  par  une 
même  ligne,  et  par  chacun  des  axes  coordonnés. 

Appliquant  ensuite  le  théorème  de  trigonométrie,  qui  a donné 
les  équations  (i)  et  (2),  aux  angles  droits  que  forment  entre  eux, 
soit  les  axes  des  i,,  soit  ceux  des  x,y,  i,  on  a,  en  faisant  at- 

tention que  le  cosinus  d’un  angle  droit  est  égal  h zéro,  six  autres 
équations,  ce  qui  donne  en  tout  les  douze  équations  suivantes: 

(“/’  + ^//*  + “«/*  = » ; “/  ^/  + “//  + «w  ^///  = O 

= I i “/y/  + “//y«+  ~ ° 

y*  + ///*  + y///*  = ' > + ^// yiÆ ym — ® 

(«/*  + + y/  = • ; “//  + + y,  y//=o 

<ï//*+ + y«*  = t ; «/  a,„  + s,  + y,  y,„  = O 

“w*+^///’+y«<*=  ' • *//“///+  ^//i^w+yrr  y///=® 
Chacun  de  ces  systèmes  d’équations,  (3)  et  (4),  exprime  les  mêmes 
conditions;  ils  peuvent  donc  se  remplacer  mais  ils  ne  dunnent|  réelle- 
ment, que  six  équations  entre  les  neuf  coelliclents  a,,  etc.  ; on 
peut,  ainsi,  regarder  trois  de  ces  coellicients  comme  indéterminés,  et  assi- 
gner les  valeurs  des  six  autres,  soit  par  le  système  (3),  soit  par  le  système  (4). 

1140.  Je  vais  maintenant  chercher  d’autres  valeurs  de  ces  coclli- 
cients  a,,  tT,,  y,  etc.  en  fonctions  de  trois  angles,  qui  sont  d’un  grand 
usage  dans  l’astronomie  physique,  et  qui  suiTlsent , seuls,  pour  déter- 
miner les  positions  des  axes  des  x,jj',,  z,,  par  rapport  aux  axes  des 
a^.»jyets. 
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Fig  la  ‘ > P**"  *1“'  même  temps,  celui  du 

O*.  J,  aei3.  tableau,  y#  étant  l’origine  commune  des  coordonnées  zj  x,,y,,Zr. 

Je  8up(X)se  que  la  droite  j1  //  est  la  ligne  d’intersection  de  ce  plan  et  du 
plan  des  je  mène  la  droite  Ç//Mr  perpendiculaire  à H, 

je  fais  passer,  par  celte  droite,  le  plan  iVQMr,  n®.  a,  perpendiculaire 
au  plan  XAY,  et  j’ai,  dans  ce  plan  W Qr,  une  ligne  H mW  qui  ap- 
partient au  plan  des  x,y„  l’angle  W Hr  étant  celui  que  forme  ce 
dernier  plan  avec  le  plan  xy.  Ce  même  plan  des  x,y,  est  rabattu , sur 
la  planche , en  J"  y< <7  j n®  3,  en  sorte  que,  pour  se  représenter  la  figure, 
dans  l’espace,  il  faut  concevoir  i®.  le  plan  W H r,  n®.  a,  élève, 
perpendiculairement  au  plan  du  tableau,  sur  Hr,  n®.  i;  a®.  J"  y#  y, 
n®.  3,  ayant  sa  ligne  AH  en  coincidence  avec  A H,  n®.  i , et  formant, 
avec  XAY  l’angle  M' Hr,  n®.  a. 

Je  désigne,  par  1^,  l’angle  HAX,  n®.  1 , que  forme  l’axe  des  x avec 
la  ligne  d’intersection  des  plans  et  par  l’angle  X'y^/f,  n®.  3, 

que  forme  cette  ligne  d’intersection  avec  l’axe  AX!  des  x,,  et,  partf, 
Yan^eW  HM,  n®.  s, que  forment,  l’unavec  l’autre,  les  plans  xy  et 
Un  point  de  l’espace,  projeté  en  M,  sur  le  plan  XA  Y,n'‘  i , et  placé 
à la  hauteur  MN' , n®.  a,  au-dessus  de  ce  plan  XA  Y,  a pour  coor- 
données 

AP=x,  PM=y,  MN’=z}  AP'=^x,,  P'W=^y,;  = 

Menant,  ensuite  les  parallèles  P a.  et  PS,  n®.  i , à QM  et  AH } 
les  parallèles  Ha!  et  Hff , n®.  3,  à yilT  et  y^ P’ , on  a 

, I AH=Aa-\-PS=xeoi.-i/-\^yï\n.ili 
\mH—M.S — Pa.-yeai.-4i — xsin.^ 

Mm  = HM  X tang. cos.  \f>  — x sin.  4 ) tang.  ff 


n®.  a. 


N< 


HM'=Hm  + mM'== 


HM 


-f  mJV'  X sin.  ff,  d’où , 


N' 


cos.  0 

HW—  -|- [3 — — xs.^) tang. ff] sin. ff 

cos.  U 

et  enfin , toutes  réductions  faites , 

HM'  = ii\n.0-^{ycoi.-4'  — xsin.J')  cos.^ 

=AH-/.coi.4i-\-M'H-)ei\n.<p=.x, 

7/xcos.^  — AH  y.  sin.(J=_y, 

.a. . . M' H'  = mN' xcos.0=(MIV'_—Mm)  XCOS.0—Z, 


\ I ' 

3 I AP'  = Aa'+HS'=Ai 
' ■■■  \p'W=M'S'—Ha'=M'} 
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Substituant,  dans  ces  trois  demiires  équations,  les  Valeurs  analytiques 
de  AH,  hP H,  MH'  et  Af/ny  précédemment  données,  on  a,  ulté- 
rieurement. 


X (cos.  4'  cos. ip  — sin.  4 sin.  4 cos.  0) 
+ J'  ( cos.  4i>o.4  ços.  ^ + sin.  cos.  4 ) 
4- 2 sin.  ^ sin.  ^ 


{A).. 


— X (sin.  cos.  4 cos.  0-\-  sin.  4 cos.  4) 
+ J'  ( cos.  4 cos.  4 cos.  0 — sin.^sin.vi) 
4-  2 sin.  é^cos.  4 


X sin.  4 sio-  ^ 
— J"  cos.  4 sio-  0 
4-  2 cos.  0 


On  verra,  en  comparant  aux  équations  (a)  de  l'art.  ii39,  celles 
que  je  viens  de  poser,  que  les  neuf  coefficients  des  deuxièmes  membres 
de  ces  dernières,  en  commençant  par  la  première  ligne  horizontale, 
sont  resj>ectivemcnt  les  valeurs  de  a,,  a.,,,  a„,,  0,,  6„,  y,,  y n>y $n\ 

ainsi  rien  n’est  plus  aisé  que  d'avoir  x,y , ï en  x,,  y,,  2,,  Il  ne  s agit 
que  de  substituer,  dans  les  équations  ( i ) de  1 art.  i iSp,  aux  cocflicicnts 
a„  a,„,  etc.,  ceux  qui,  pr  la  comparaison  des  équations  (x), 
art.  iiSç,  et  de  l’équation  (^A)  ci-dessus,  sont  reconnus  leur  être 
respectivement  égaux. 

1141.  Pour  déduire  des  équations  {A),  de  l’article  précédent,  les 
équations  (i)  de  l’art.  1066,  il  faut  faire  attention  que  ces  dernières 
sont  établies  en  supposant  que  l’axe  des^,  est  la  ligne  d’intersection 
des  plans  xy  et  x,y,.  ce  qui  conserve,  k 0 , sa  signification,  et 
donne  4 — angle  droit,  sin.  4=t , cos.ÿ  = o.  De  plus  l’angle  n de 
l’article  cité  est  complément  de  4,  la  ''g"C  de  projection , qui  forme, 
sur  le  plan  xy,  cet  angle  r>  avec  l’axe  des  x,  se  trouvant  dans  l’angle 
droit  des  x el  y positives,  la  ligne  AH,  n®.  1 , passe  dans  l’angle 
droit  des  x positives  e\.  y négatives,  4 devient  donc  négatif,  et  on  a, 
— si  n.  = cos.  >î , cos.  !/■  = sin . >?. 

les  valeurs,  substituées  dans  les  équations  (^),  ci -dessus,  donnent  les 
équations  (1)  de  l’art.  1066,  qui  se  trouvent  ainsi  démontrées. 
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V I 

De  l'nxc  inttanlané  de  rotation  tiant  le  niouTeoient  d'aa  corpi  de  furinc 
invariable,  autour  d’un  point  fixe. 


1 142.  L’indépendance,  entre  le  mouvement  de  translation  du  centre 
de  gravité  d’un  corps  solide,  et  le  mouvement,  autour  de  ce  centre, 
dcsdilTércntes  jjarties  du  corps,  énoncée  par  le  théorème  de  l’art.  ii25, 
et  démontrée,  art.  itai  et  suivants,  permet  de  traiter  séparément  les 
questions  relatives  k ces  deux  mouvements,  et  on  peut,  d’après  ce  qui 
est  dit,  art.  ii25,  résoudre  les  problèmes  relatifs  au  mouvement 
de  rotation,  en  supposant  le  centre  de  gravité  immobile.  Je  vais, 
pour  plus  de  généralité,  supposer,  d’abord,  que  le  corps  est  assujetti 
à tourner  autour  d’un  point  fixe  quelconque. 

Je  prends  le  point  fixe  de  rotation  pour  origine  commune  des 
tj  Z,;  à un  instant  déterminé,  qui  peut  être  le  premier 

instant  du  mouvement,  l’axe  des  x,  a une  |X)sition  donnée  per  rapport 
celui  des  x,  et  il  en  est  de  même,  respectivement , des et  des^,  des  z, 
et  des  Z}  mais,  après  cet  instant  déterminé,  les  axes  des  x,  jy  et  z de- 
meurent fixes  dans  l’espace,  et  ceux  des  x, ^ et  z,  se  meuvent  avec  le 
corps,  en  conservant,  dans  ce  corps,  leurs  positions  initiales.  C’est  ce 
mouvement , qui , pendant  le  temps  t , fait  varier  les  angles  dont  les 
cosinus  a.,,  a„,  etc.,  sont  inscrits  dans  le  tableau  de  l’art.  1 139,  et  les 
angles  ^ tx.0  des  équations  (>/)  de  l’art.  1 140. 

11  suit  de  là  t®.  que  les  coordonnées  x,  z d’une  même  molécule 
du  corps , varient , d’un  instant  à l’autre,  mais  que  ses  coordonnées 
et  z,  ne  varient  point  avec  le  temps , elles  changent , seulement, 
de  valeur  d’une  molécule  à l’autre;  ce  qui  tient  à ce  que  les  axes  des 
X,  X,  z sont  fixes  dans  l’espace,  ceux  des  ^,yy,3  z,,  étant  fixes  dans 
le  corps  2°.  Que  les  angles  qui  ont,  pour  cosinus,  a,,  a„,  etc. , et  ceux 
qui  ont,  pour  valeurs,  ^1/,  ^ et  0 varient  avec  le  temps,  puisqu’ils  dé- 
pendent des  positions  des  axes  mobiles  des  x,,y,  et  s,  par  rapport 
aux  axes  fixes  des  x,  y et  z.  , . . 

1143.  Les  composantes  des  vitesses  des  molécules  prises,  respecti- 
vement, dans  les  sens  parallèles  aux  x^yiçt  z,  ont  donc  pour  valeurs. 


à un  instant  quelconque  — - — , - J - > —7—  .et  on  a , d'.nprès  les 
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équations  ( i ) de  l’art.  1 139,  en  faisant  attention  que  a,,  6,,  etc.,  sont 
les  seu'es  variables,  par  rapport  au  temps. 


{y).. 


dx  da,,  , 


dt 

ÈL 

dt 

dz 


dt 


dt 

dt 


•+X 

- +J'j 


d6, 

dt 

dt 

dS 

I dt 


+ =, 

■ +*/ 


4~/ 

dt 

4'>/ 

dt 


• + 


dt 


1 144.  Je  vais,  d’abord,  appliquer  ces  équations  & une  détermination 
importante,  celle  de  l’axe  instantané  de  rotation,  et  je  pose,  pour 
abréger,  les  équations  hypothétiques. 


(O- 


y.- 


d6. 


dt 

Ètl 

dt 

dx^ 

~dt 


+ y U 

+ 


dt 

dh 

de 

dx 


+ y,,, 

+ ‘/ui 


dS.. 


de 


dt 

dt 

d*H! 

dt 


= — 9 


L’axe  instantané  de  rotation  est  la  droite,  passant  ]>ar  le  point 
fixe ,' dont  tous  les  points,  à un  instant  déterminé,  sont  immo- 
biles pendant  cet  instant  ; cet  axe  peut  être  regardé  comme  un  axe 
fixe  autour  duquel  le  corps  tourne,  pendant  l’élément  de  temps  dt, 
et  qui,  en  général,  est  supposé  changer  de  position,  dans  les  instants 
suivants. 

Pour  démontrer  l’existence  et  assigner  la  position  de  cet  axe,  je  re- 
marque que,  pour  tous  les  points  de  {Msitions  quelconques,  qui  sont 


immobiles,  pendant  un  instant  dt,  on  doit  avoir 


dx 


dt 


= 0, 


dy 

dT-^’ 


dz 


:o;  ainsi  l'égalité,  à zéro,  des  deuxièmes  membres  des  équa- 


dt 

tions  [y")  de  Particle  précédent,  doit  donner  tous  les  points  qui  jouissent 
de  cette  propriété;  on  a,  par  cette  condition. 
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</a,  dS,  , dy, 

-dt  = " 


(2).., 


JIjl.  +r  ^ 

dt 

doL 

****//< 

dl 


^J, 


dt 

dt 


. . "V//  _ O 

+ — - ° 


+ *y 


dt 


Multipliant,  respectivement  la  i",  2',  3'  de  ces  équations  par 
y„,  y,„,  et  faisant  la  somme  des  équations  produits;  introduisant 

les  valeurs  de  />  et  ^ des  équations  ( i ) et  la  valeur 

o — y,dy,'-\^y„dy„-\-y,„dy„],  donnée  par  la  troisième  équation  (3) 
de  l’art.  ii39,  on  aura  py, — q.T,=o. 

Revenant  aux  équations  (a),  on  multipliera  la  i”,  a‘,  3*,  respec- 
tivement , par  6,,  d„,  tS,„,  et  prenant  la  somme  des  équations  produits, 
introduisant  la  valeur  de  r,  tirée  des  équations  ( i ) et  faisant  attention 
qu’en  vertu  des  a*  et  6*  équations  (3)  de  l’art.  ii39,on  a 
S,d6,-\rS„dS„-ire,„d6,„  = o. 

(3) ...  6fy,  + 6„dy„^  S „t^y„r=  —P^h 

on  a,  toutes  réductions  faites,  rx, — pz,=Q. 

Enfin,  multipliant  ces  mêmes  équations  (a),  respectivement, 
par  <z,,  a,,,,  prenant  la  somme,  des  équations  produits,  faisant 

attention  qu’en  vertu  des  i",  4*  et  5*  équations  (3)  de  l’art.  1139,  on  a 
a,d<i,  + a„da„  + a,„da,„^o 

on  aura  q Zf-~ry^  = o 

Ainsi  la  ligne  dont  tous  les  points  sont  immobiles,  k l’instant  auquel 
se  rapportent  les  quantités  p,  q,  r,SL,  pour  équations,  les  trois  suivantes 
dont  l'une  quelconque  est  donnée  par  les  deux  autres^  et  qui  remplacent 
les  équations  (a), 

(b)...,py,—qx,  = o-,  rx,~pz,=o\qt,—  ry,  = o 
cette  ligne  est  une  ligne  droite;  ainsi  voilà  l’existence  de  l'axe  instan- 
tané de  rotation  démontrée  et  sa  position  déterminée. 

Représentant  par  a , tT  et  y les  angles,  respectifs,  que  forme  cet 
axe  avec  les  axes  des  x,,  y^  et  3,,  on  a,  par  les  formules  connues 
tic  la  géométrie  analytique. 
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(<5) 


cos.  a = 
C08. 


P 

g 

Vp^+q^-^ 


r 


cos.  y =e  — == 


Vitetie  angulure  du  corpi  autour  de  l’axe  initaDtané  de  rotation;  compotaot», 
parallèlet  aux  axe.,  des  forces  accilératricet  de  ses  düTérenls  points. 


X145.  D’après  cc  qui  est  démontré  dans  le  chapitre  précédent,  il  y 
a,  k chaque  instant,  une  certaine  ligne  passant  par  le  point  fixe,  autour 
de  laquelle  tournent  tous  les  points  du  corps  ; la'  position  de  cet  axe 
peut  être  invariable,  pendant  un  temps  indéfini,  mais  on  doit  toujours 
la  considérer  comme  telle  pendant  le  temps  élémentaire  ti/.j  en  sorte 
que,  & chaque  instant,  un  point  quelconque,  du  corps,  p>eut  être  censé 
parcourir  un  arc  de  cercle  autour  de  la  ligne  qui  fait,  k cet  instant,  la 
fonction  d’axe  instantané  de  rotation  ; la  vitesse  angulai  re  du  corps,  autour 
de  cet  axe,  est  donc  égale  à la  vitesse  absolue  du  point  quelconque,  dont 
je  viens  de  parler,  divisée  par  le  rayon  du  cercle  qu’il  décrit.  Pour  dé- 
terminer cette  vitesse  angulaire  avec  plus  de  facilité,  prenons  le  point 
qui  se  trouve,  sur  l’axe  des  î,  à l’unité  de  distance  de  l’origine,  on  aura, 
pour  ce  point, ®,=o,ji',=o,  *,=  i , et  en  substituant,  dans  l’expression 


générale 


V' 


dx*  dy^  dz^ 


les  valeurs  données  par  la  somme  des 


quarrés  des  trois  équations  {V)  de  l’art.  1143,  après  avoir  fait,  dans 
ces  équations , x'=o , y=o  , s=  i , on  aura 
= la  vitesse  du  point  dont  il  s’agit.  Le  rayon  du  cercle  qu’il  décrit 


V 


dl^ 


y P* + q^ 

= sin.  y — t/~i  — COI.  ■ y = l/~coi.*  a -è  cos.»  6=  7 >-■  ■ -■  ; dési- 

gnant,  par  la  vitesse  angulaire  cherchée,  on  a 
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-ï/'p^  + g*  + r* 

le  premier  facteur  de  celte  valeur  de  ÿ est  égal  à l’unité;  pour  le  dé- 
montrer on  déduira,  de  l’équation  (3)  de  l’art.  1144,  et  de  la  deuxième 
('quation  (4),  du  mûne  article,  en  ayant  égard  aux  équations  de 
conditions  de  l’art.  ii39,  la  valeur  de  (/'’  + y*)  àt^  qu’on  trouvera 
égale  à 

^ d"  y //*  d"  ^y $1^  ^y 4^y s "^yi/  ^yu  d"  y m^y m)* 


quantité  qui  se  réduit  h ses  trois  premiers  termes  , en  vertu  de  la 

troisième  éqmtion  (3)  de  l’art.  1139,  de  laquelle  on  tire 

y,^y,’^y„^y„-^y,„^yn,  = ^\  ainsi  on  a simplement 


(") % = 


La  vitesse  angulaire  demeurera  invariable  loraque  la  quantité 
/»•  + y*  + e*  sera  constante;  et  cette  condition  peut  être  remplie  sans 
que  P,  <f  et  r soient,  chacune  en  particulier,  des  quantités  constantes. 


1146.  Les  composantes  de  la  vitesse  absolue. 


Tt 


d’un  des  points  du  corps , prises  parallèlement  aux  axes  fixes  des  x , 
dt 


dx  dv 

^et  xsont  — ,-^. 


dt 


; & l’instant  0(1  ces  vitesses  ont  lieu,  les 


axes  mobiles  des  et  3,  ont  de  certaines  positions  que  l’on  doit 

regarder  comme  constantes  pendant  le  temp  élémentaire  dt^  ainsi, 

pendant  ce  temps,  élémentaire,  chacune  des  vitesses-^-, 


peut  fournir  trois  composantes,  respectivement  parallèles  aux  x,,j^,  s,, 
dont  on  aura  les  valeurs,  en  multipliant  les  vitesses  dont  il  s’agit  par 
les  cosinus  a,,  a„,  etc.  des  angles  qu’elles  forment  avec  les 
voici  le  tableau  de  ces  composantes  , dans  lequel  on  a placé , sur 
une  même  ligne  horizontale , chacune  de  celles  qui  dérivent  d'une 
inêmc  vitesse  parallèle  à un  des  axes  fixes  : 
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3?7 


Vitetset  d'un  des  pointt  du 
corps  y pritei  parallèlemenl 
aux  coordoonéet  x,  y , z de 
ce  point. 

Cotnpoeanlex  des  viiettes  ci-é 
colé , parallèle*  aux  axei  det 

dx 

dv 

dx 

d T 

dt 

dt 

• dt 

' dt 

a 

6 

d y 

dt  

dt 

dt 

dt 

d% 

dz 

dz 

dt 

dt 

HT 

dt 

rassemblant  les  termes  qui  se  rapportent  à un  môme  axe,  on  a 


■ VItenei  du  point  qui  ré- 
pond aui  coordonoécf  x, 
y , X , prîtes  parallblemeot 
aux  axes  des 


4it 


dz 

dt 


, dx  , ^ dr  . ^ dz 
J,  J,  +^/« 


dt 

dx 


dt 

dy 


dt  dt 


dz 

'‘'"•~dt  ‘ 


On  peut  donner  d’autres  formes  aux  expressions  de  ces  vitesses,  en 


, dx  dy  dz , 
remplaçant—, 


par  leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  {y) 


de  l’art.  1143;  si,  de  plus,  on  introduit,  dans  les  résultats  des  substi- 
tutions, les  valeurs  de  ^ et  art.  1144,  équations  (i),  on  aura 
pour  les  vitesses  respectivement  parallèles  aux  x,,  y,,  et  z^,  toutes 
réductions  faites,  les  expressions  qz, — ry,j  rx, — pz^j  py^-=qx,; 
et  ce  sont  précisément  celles  que  nous  avons  trouvées  égales  à «éro , 
art.  1144,  lorsqu’il  s'agissait  de  déterminer  la  ligne  dont  tous  les  points 
étaient  immobiles  pendant  l’instant  dt. 

1147.  doubles  expressions  des  vitesses  parallèles  à un  même  axe , 
trouvées  dans  l’article  précédent,  fournissent  les  équations  suivantes; 
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{>)• 


dr 


dt 


^ + “/»  = -7='  - 'J> 


S, 


dx 

~dt 


'7) 


dz 


dx  . dy,  dz  ^ 
ï,  —jf  +>'«  + y U,  — = 


dt 


dt 


Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de^—  , i ^ > et  employant , 

dt  dt  dt 

dans  les  réductions,  les  équations  de  l’art.  1139,  on  a 

_ = a,{,ji—rj;)-\-6,{rx,—p)i,)-lcy.,{pj,  — qx;) 


W- 


(3). 


+ y,, (//J',— y.r,) 

I */— 0'/)  + <^///  ("y •ré'*-)  +/-  (é’J'y— 

Les  difTérentielles  de  ces  équations,  par  rapport  à t,  sont,  en  se 
rappelant  que  a;,,  j-,  et  s,,  art.  1142,  ne  dépendent  pas  du  temps, 

ddiv 

— a,  {z,dq  —J,  dr)  + S,{x,dr—z,dp)  + y,  ( ^,  dp  — x,  dq) 

+ (<'*/— O'/)  + (f-r,  — é>*,)  à6,-\r{py— 

^ = ®-/(*/'77— J’,'ér)  + y„(x,-ér— sy;-)+y„(y,y//r— x,-/y) 

1 I +(^s,— ry,),/a„4-(rx,— ^x,)/éy„ 

-2T= “/»(3y'é<7 — r,^')-\-^„k^,^'—-,^p')-^y„Ay,^p —V?) 

, : 1 , I . ' ) 

, . , f •*■  (9»/ — + (Jjy, — ?a>,) -éy,„  . 

en  divisant,  par  dt , les  premiers  membres  de  ces  équations,  on  a les 
composantes,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x, y et  s,  de  la 
force  accélératrice  du  point  du  Corps  dont  la  position  est  déterminée 

iwr  les  coordonnées  x,y  et  la  première  de  ces  composantes, 

dt^ 


se  décompose  elle-même;  parallèlement  aux  x^,y^j  s,,  en  a, 


ddx 

dt* 
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ddv  ddz  , , , ddy  ddz 

" dt*  dl^  dl*  dl* 

fournit  des  composantes  analogues,  auxquelles  il  faut  appliquer  les  ob- 
servations faites  dans  l'article  précédent  sur  les  vitesses  parallèles  aux 
i, } rassemblant  toutes  les  valeurs  qui  se  rapportent  it  un  même 
axe,  et  désignant  par  p^,  r,,  respectivement,  les  composantes  de 

la  force  accélératrice  du  point  dont  il  s’agit,  prises  parallèlement  aux 
*■/»  J'/ et  on  a 


(4). 


ddx  . ddy  , ddi 
ddx  , ddy  . ddx 


Remplaçant  et  , par  leurs  valeurs  tirées  des 

> di^  ' di'  dp  t 

équations  (3)  et  employant,  dans  les  réductions,  les  équations  qui  ont 
précédemment  servi  au  même  usage,  on  a,  finalement,  les  équations 
suivantes  qui,  divisées  par  dt,  donnent  les  valeurs  de/r,,  q,,  et  r,, 

IPA=  ^ A— .TA+  {pjr,—qx,)qdt  -h  (px,^rx)rdt 
qplt=X^r—ipip  -f  {qx,—pj,)pdl  + {qx,— rjr ,) rdt 
r/it=J,dp—Xdiq  + (rx,—pa,)pdx  + {ry,—qt,)qdt , 


Dôtenainations  relalivei  au  moment  principal  qui  ae  rapporte  au  point  fixa 
autour  duquel  le  mobile  est  assujetti  à tourner. 

1148.  Je  vais  rappeler  aux  élèves  les  principales  propositions  de  la 
théorie  générale  des  moments,  que  j’ai  exposée;  art.  167  et  suivants, 
les  propriétés  démontrées  dans  quelques-uns  de  ces  articles,  servant  & 
introduire  dans  l’analyse  des  problèmes  relatifs  au  mouvement  des  corps, 
des  simplifications  analogues  à celles  que  fournissent  les  propriétés  du 
centre  de  gravité  et  des  axes  principaux.  On  a vu,  art.  170,  que,  parmi 
toutes  les  lignes  qu'un  jMiuvait  mener  par  un  point  donné,  il  y en  avait 
une  par  rapport  b laquelle  la  somme  des  moments  d’un  système  de 
forces,  où  le  moment  unique,  équivalant  à cette  somme,  était  un 


! 
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maximum.  Désignant,  par  K,  ce  moment,  que  j’appellerai  moment 
principal , on  a,  art.  cité, 

(i)....X  = (Z*  + i»/»  + iV>) 

L , M et  JV  étant  les  sommes  resjjectives  des  moments  des  forces,  par 
rap|X)rt  à trois  axes  rectangulaires  , assujettis  , d’ailleurs , k la  seule 
condition  de  se  couj>cr  au  point  donné,  pour  lequel  point  L^  + M*  + fil* 
est  une  quantité  constante,  quoique  chacune,  en  particulier,  des  quan* 
tités  L,  M et  iV  puisse  varier  suivant  les  diverses. positions  des  axes 
rectangulaires. 

Si,  pour  une  position  déterminée  de  ces  axes,  j4,,  B,,  C,,  repré- 
sentent les  angles  respectifs  qu’ils  forment  avec  la  ligne,  ou  axe  du 
moment  principal,  on  a,  article  cité,  ' ' ' 

/ ^ 1 ^ * » M n ^ \ 

(a) \ co8.y^,=  -^;coa.iï,=  -^;cos.C,=  — L 

1149.  Voici  une  des  conséquences  remarquables,  déduite,  dans 
les  articles  ci-dessus  cités,  de  l’analyse  par  laquelle  on  est  parvenu  aux 
déterminations  de  l’article  précédent.  Le  moment  principal  K,  dont  la 
valeur  est  donnée,  pour  une  origine  de  jiosition  déterminée  dans  l’es- 
pace, varie,  lorsque  l’origine,  là  laquelle  il  se  rapporte,  change,  en 
sorte  qu’il  existe  un  |xiint,  dans  l’espace,  tel  que  le  plus  grand  des 
moments,  pris  relativement  aux  lignes  qui  se  coupent  It  ce  point,  est, 
en  mi'mc  temps,  le  plus  petit  de  ceux  de  son  espèce,  c’est-à-dire,  que 
ce  moment  est , parmi  les  moments  principaux , un  minimum  maxi- 
morum  : pour  déterminer  la  position  de  la  ligne  droite  qui  jouit  de 
cette  propriété , on  cherchera  la  valeur  du  moment  principal  K,  con- 
venable à un  point  arbitraire  de  l’espace,  concevant  ensuite  chacune 
des  forces,  qui  entrent  dans  l’expression  de  ce  moment,  appliquée  au 
point  arbitraire,  dans  une  direction  parallèle  à celle  qu’elle  a effecti- 
vement , et  'déterminant , par  les  formules  de  l’art.  65  , la  résultante 
générale  R de  ces  forces,  ainsi  transportées,  et  la  direction  de  cette 
résultante,  que  je  suppose  faire  un  angle  S , avec  l’axe  du  moment 
principal  K,  on  élevera  du  plan  renfermant  cet  axe  et  la  direction  de  R, 
une  perpendiculaire  ayant,  pour  origine,  le  sommet  de  l’angle  G,  et 
on  mènera,  par  le  point  de  cette  perpendiculaire  placé  à la  distance 

A s^.  parallèle,  à la  direction  de  A,  laquelle  sera  l’axe 
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du  moment  minimum  maximorum  , ce  moment  ayant  pour  valeur 
K cos.  9. 

J’ai  fait  voir,  art.  aoo  et  suivants,  comment  ces  belles  propriété  des 
moments  ôtaient  liées  à celles  des  aires. 

, I i5o.  Une  molécule,  quelconque,  du  cur|>s  assujetti  à tourner  autour 
d’un  point  fae,  molécule  dont  je  désigne  la  masse  par  m,  et  dont  les 
coordonnées,  fixes  dans  le  corps , et  mobiles  avec  lui , sont  x,,y,,  et  s„ 
a,  au  bout  du  temps  art.  1 146,  les  vitesses  ys, — ry„  rx, — ps,,}>y, — cfx,, 
respectivement  parallèles  aux  x,,yi  et  desquelles  résultent,  dans 
les  mêmes  directions,  les  quantités  de  mouvement  m {qz, — ey,), 
m {rx, — pi,),  m{py, — yx,),qui  représentent  les  sommes  P cos.  tt, 
P cos.  6,  P cos.  y,  de  l'article  16a,  et  dont  les  moments,  repectifs) 
par  rapport  aux  axes  des  x,,y,  et  s,  sont,  articles  cités, 
m Z,  ( rx,  —p  i,)—nty,{py,  —q  x,  ) 

"> ^Apy—  9 ^/)  —mz,{qz,-~  ry, ) 

WJ',  ( y 2,— ejr,  ) — W r,  ( rx,  - S,  ) 
les  sommes  de  ces  moments,  prises  dans  toute  l’étendue  du  corps,  sont 
les  quantités  représentées,  art.  169,  par  L,  itf  et  iV  et  on  aura,  en 
faisant  attention  que  p,  y et  r,  ne  varient  qu’avec  le  temps,  et  doivent 
être  considérées,  comme  constantes,  lorsqu’il  s'agit  d’intégrales  relatives 
i l’étendue,  prises  à un  instant  déterminé, 

t^=7/(  wx,jy,)  + x,:,)—p/i  m(y,^  + j,»)  { 

M=rf(my,z,)+pf{my,x,)  — qf\  m{x,*  + s/)  { 
I^=pf{mz,x)Jrqf{mi'y,)  — rJ\m{x,z  +y,>)  j 
Ces  expressions  deviendront  beaucoup  plus  simples,  si  on  prend 
pour  axes  des  x,,y,  et  a,,  les  axes  principaux  qui  ont  leurs  inter- 
sections communes  au  point  fixe;  on  aura,  par  la  propriété  de  ces 
axes , art.  1 067 , 

SX'nxj,)  = <i\f{mxz,)=o\f{my,z,)=Q 
et  en  faisant,  pour  abréger, 

f\  + V)  I = f\  w {^,'  ■>tz,*)\=Psf\m  {xz  + j',=  ) I ~C 

les  valeurs  de  L,  M ex  Pi  deviendront, 

(a) Lz= — jip;  M=  — Bq)  N= — Cr. 

La  valeur  du  moment  principal,  rapportée  au  point  fixe,  sera, 
■irt.  1148,  A' p' -\-B’ et  les  cosinus  des  angles  formés  par 
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l’axe  de  te  inumeui  principal  et  par  les  axes  des  x,,  y,  et  t,,  seront, 
respectivement,  article  cité, 

/3)  ' '•  — . 

' y' A‘p‘+B‘i‘+C‘r‘'  ' 

L'axe  des  « faisant  avec  les  et  des  angles  respectifs, 

dont  les  cosinus  sont,  art.  iiSç,  a,,  tf,  et  y,  si  on  multiplie  chacun 
de  ces  cosinus  a, , 6, , y, , par  celui  des  cosinus  (3),  qui  te  rapporte 
au  même  axe,  la  somme  des  produits  sera,  d’après  le  théorème  connu  de 
trigonométrie , le  cosinus  de  l’angle  formé  par  cet  axe  des  x et  par 
l’axe  du  moment  principal;  les  angles  formés  par  celui-ci  et  par  les 
axes  des^  et  des  z s’obtiendront  de  la  même  manière,  et  on  aura 

■il a, P -h  BS,  g -I-  Cy,  r 


(4).. 


Cotînui  de  l'angle  for* 
mé  par  Taxe  du  nioment 
principal,  <|ui  te  rap-,^ 
porte  au  point  £te,  et 
par  Taxe  dei 


.r, . . . — 


Z,  . 


J/  A^p*-\-B*q*-\-Or* 
'^<^nP-\-BS„q-yCy,p 
y A*  P*  -P  5*  y*  -P  6'»  r» 


Valeurs  des  quanliléi  pdt,  qdl  et  ritr  en  fonctions  dr<  angles 
i}/,  ÿ «t  0. 


ii5i.  En  comparant  les  valeurs  de  x^,  duntsées,  art.  liSp, 

équation  (s),  avec  les  valeurs  des  mêmes  indéterminées  tirées  de  l’équa- 
tion {A),  art,  1 140,  on  trouve  les  relations  suivantes  entre  les  coeili- 
cients  de  Xj  y et  z,  dans  ces  diverses  équations, 

a,  = co8.\f  cos.  ^ — sin.tf  sin.^cos.^ 

Ji^,  = cos.  tl- si  n . ^ cos.  ^ + si  n . cos.  ^ 
a,„  = sin.tfsin.^ 

~ — (sin.t^cos.^cos.^-l-sin.ÿcos. 

(i). ' <f,,=  cos.5/'cos.^cos.^ — sin.^sin.^ 

<f,„  = sin.(ycos.ÿ 
)',  = 5in.  tisin.^ 
y„  = — cos.^îsin.é* 

(.y„,  = cos.t? 

et  on  B,  par  les  équations  { 1 ) de  l’art.  1144,  combinées  avec  les  équn. 
lions  (3)  de  l'art.  il3p, 
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(pdt=Y,dS,  + y„d6„  + 

(a)...|  ,fdl=-{y,da,  + y,,da„-\-  y,„da„)=‘^A,  + ‘^,Ai.  + “y,/"V//< 
[rdt=S,da,-^-6,pla„->fS,J<i,„ 

Di/Téi^Btiant  1«  valeurs  de  y„  y„,  et  composant  les  produits 
a^dy^,  a„dyi^,  o^iiidym,  le  tout  d’aprts  les  ét)uatiuns  (l),  on  a 
^ (cos.»i^sin.t?co8.#  — sin.T^cos.  i/  sin.(?côs.^Sin '^t)c/3' 


^A, 


-f-{sin.  cos.^  cos.  ^cos.  ÿ — sin.*  cos.*  5^sin.^)  dO 

g j (sin.\fcos.i^sin.^cos.tfsiu.^-^-siii.*v^sin.tfcos.ÿ)</l>' 

— (cos-*ÿ  cos.*^sin..f_ -I;  5iu.i^co^.\ico5.^cos.^)r/.^> 

— — s»o.*^sin.*^d' •!  . ! • ••  . • V.  ) 

Ajoutant  ces  ÿs]uations,  et  réduisant,  oa  a i -- 

‘t,dy^  + d y„  + d y^„  = sin.^cos  ^di}>—%\n-PdO 

pour  déduire,  de  cette  valeur,  celle  de  ^ ,dy „dy „-^S i^^dy il 
suffit  de  changer  les  a.  en  S,  et  je  remarque  que,  pour  opérer  ce  chan- 
gement, on  doit,  simplement,  dans  les  valeurs  de  a,,  a, ,,,  données 

par  les  équations  ( i),  substituer— sin.  à Cos.  ^ et  cos.  ÿ à sln..,},  d'où 
je  conclus  ' 

6,dy,  + S„dy„->r6,„dy,i,  = ~%\n.0i\xi.^dii—CQ%.^d0 
passant  à la  valeur  de  j'observe  qu’en  diffe- 

rentiant  les  a , par  rapport  à ^ , on  a j ■•••.;  / 

et,  qu’ainsi,  le  coefficient  de  d^,  dans  cette  valeur,  serait 

'"(*") + *■”'  (^)  - + V - ■. . 

(art.  liSp).  En  differentiant  ces  mèmès  a par  rapport  ù 0,  on  trouve 
que  les  termes  du  coefficient  de  d0 , dans  la  même  yaleur,  se  détruisent 
récipro<|uement,  et  on  a,  pour  déterminer  le  coefficient  de  di}/, 

g r J sin.*\A  cos.*^  cos.^-|-sin.\f'  cos,\i  sin.ÿ  cos.  ÿ cos.*^ 

' ydif'J  ( -^sin.^  cos.ÿsin. ^cos.  \i-f-»in.*t>  cos.*t^  cos.^ 

— sin.  cos.  siii.ÿ  cos.  ^ cos.*  ^-j-cos.*  tf>  coe.*  ÿ cos.t? 
+ sin.*^  sin.*V'  cos.^ — sin.^i’  cos.i/'  sin.^  cos  ^5 


0={ 
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et  on  déduit  de  ces  résultats  de  calculs 

S,da,~{.S„da„Jr'S,„da„,  = d4!-^cos.0d\li 
On  a ainsi  les  trois  équations  suivantes , lesquelles  réunies  à trois 
autres  qui  seront  données  et  démontrées  ci -après,  servent  à résoudre 
tous  les  problèmes  relatifs  au  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
autour  dlun  point  fixe.  ^ 

IP  d t=i\n.  0 d\{i.^coi.^  d0 

q dl  = %\n.0  cos.  ÿ dif/ — sin.  ^dO 
rdt=.  d^-\rCQii.0d-il/ 

ii5a.  Voici  d’autres  relations  entre  les  quantités  a,,.  S,,  y,,  etc., 
et  les  quantités  p,  f et  r qu’il  est  bon  de  Connaître, 

Si  on  fait  trois  sommes  des  trois  équation* 

<jdl—<hdy,'4a„dy„-^a,„dy„, 

~.pdl=g,dy,^S„dy„^6,„dy,„ 

o^y,dy,+y„dy„+y,„dy,„ 

apri»  les  avoir  ipultipliées,  respectivement  par  ®/»  y,,  pour  faire 

la  première  somme,  par  a,,,  6„,  y„,  pour  faire  la  deuxième,  par 
a,„,  g„,,  y,„,  pour  faire  la  troisième,  on  trouvera,  en  ayant  égard 
aux  équations,  (art.  iiSç), 

on  déduira,  pareillement,  des  équations, 

pdi—y,dS,+y„dS„+,,y,dg,„ 

— rdt=a,dg,  + a„dg„+iz,„dg,^, 

Icf  valeurs  ' • ^ * 

dS,„=i0f„,P  — O-mr)^‘' 

et  des  équations 

rdt^S,da,-\-S„da„-\-S„,da,;'  | (■ 

~qdt^y,da,-\-y„da„-\-y,„da,„ 

o = a,da,-\ra„da„-\-a,„da,„ 

les  valeurs 

f da,=  (S,r=y,q)dt 

(<î) j da„=(g„r—y„q)dt  -..l  > ^ 

[ da,„=[0„,r—y„^)dt 
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Section  troisième. 
rnfln  on  a les  trois  équations 

(pda,-^q 

qu'on  rendra  identiques  en  y sulMtltuant  les  valeurs  de  da,,  dif,,  etc., 
données  par  les  équations  (4),  (5)  et  (6). 

Délenniuationi  ultérieur»,  relative!  li  la  théorie  générale  du  mouvement 
d'un  corpi  aolide  autour  d’un  point  fixe 

1 153.  Je  n'ai  fait  entrer  en  considération,  depuis  l’art.  114a,  que  les 
propriétés  du  mouvement  qu'on  peut  appeler  géométriques  , et  les 
phénomènes  de  ce  mouvement,  relatifs  aui  vitesses  et  aux  forces  accé- 
lératrices, effectives , de  ses  dilTérents  points,  en  faisant  abstraction 
des  causes  motrices  qui  les  produisent.  Je  vais,  maintenant,  introduire 
ces  causes  motrices  dans  I’anal3^,  et  compléter  le  système  des  équa- 
tions par  lesquelles  on  détermine  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
de  rotation. 

Chaque  point  matériel  a sa  position  déterminée,  à un  instant  quel- 
conque, par  rapport  à trois  plans  coordonnés  fixes  dans  l’espace,  dont 
(es  lignes  d’intersection  sont  les  axes  des  x,y  et  z}  l’origine  de  ces 
coordonnées , placée  au  point  fixe  de  rotation  , est  aussi  l'origine  de 
trois  autres  coordonnées  x,,  , x, , rectangulaires  comme  les  pre- 

mières, mais  parallèles  à des  axes  fixes,  dans  le  corps,  et  mobiles  avec 
lui;  malgré  la  mobilité  de  ces  axes  on  peut,  quand  il  s'agit  des  phé- 
nomènes instantanés  du  mouvement , prendre , parallèlement  k leurs 
directions,  les  composantes  des  forces  appliquées  au  corps,  ces  direc- 
tions devant  être  censées  invariables  pendant  le  temps  élémentaire  dt, 
et  on  a dt-ja  vu , art.  1 146  et  suivants,  de  pareilles  décompositions  des 
vitesses  et  des  forces  accélératrices  effectives  des  molécules  du  corps, 
Soient,  donc,  mX, , mV,  et  ot  Z,  les  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  z,,  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appli- 

quées à une  molécule  dont  la  masse  = continuant  à représenter, 
comme  je  l’ai  fait,  art.  1147,  par  p,,  q,,  et  r,  les  forces  accélératrices 
effectives  de  cette  molt-cule,  respectivement  parallèles  aux  memes  axes, 
les  conditions  de  l’équilibre  devront,  art.  io38,  exister  en  vertu  du 
I 49 
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principe  général  du  mouvement,  dans  la  masse  entière  du  corps, entre 
les  forces  motrices  niX,,  tnY,,  rnZ,,  — "‘Pu  "“lu  "“"tS  entre  les 
quantités  de  mouvement  élémentaires  (A', — p,)  mdt,  {Y, — q,')mdt, 
{Z^ — r,)  mdl.  Ces  conditions  s’expriment,  art.  869,  par  trois  équa- 
tions qu’on  forme  en  égalant,  h zéro,  les  moments  des  forces  considérés 
relativement  à trois  axes  rectangulaires  quelconques  dont  l’intersection 
commune  est  au  point  fixe;  on  a,  donc,  dans  le  cas  dont  il  s’agit  ici, 

f S\y,  ( -X  —p,  ) nt  dt—T,  ( Y — q,)mdl\=o 
j /I  3/  ( A’/  — //,)  mdl\=o 

les  intégrales  relatives  à «s , et  à jr,,  i-,  doivent  s’étendre  à la  masse 
entière  du  corps. 

1154.  Je  représente,  pour  abréger,  les  sommes  des  moments  des 
forces  motrices  dues  aux  puissances  extérieures,  par  N,,  7V„  , N,„, 
c’est-à-dire,  que  je  pose  les  étjuations  hypothétiques, 

<fm{x,Y,--j,X,)=N, 

( I ) ] /■“  ( 2,)  = 

les  équations  ( i ) prendront  la  forme 

f/m{.T,q,dt—y,p,dt)=^N,dt 
fm  {z,p,dt—T,r,dl)=^  N „ dt 
fm{y,r,dl—z,q,dl)  — N,„dt 

J'ai  donné,  art.  1147,  équations  (5)  les  valeurs  des  vitesses  élémen- 
taires p,dtj  q,dt,  r,dl,  et  ces  valeurs  peuvent  être  substituées  dans  les 
équations  précédentes;  les  équations,  résultant  de  ces  substitutions, 
renferment  des  termes  de  la  forme  J m x,»  , J , f ni  s,’  , 
f nix,y, , fmXiZ, , f nty , et  sont  susceptibles  de  simplifications 
considérables  par  des  choix  convenables  d’axes  coordonnés  ; en  effet , 
si  on  prend,  pour  axes  des  x,,y,  et  î,,  les  axes  principaux  du  corps, 
qui  ont  leur  intersection  commune  au  point  fixe  de  rotation  , tous 
les  termes  de  la  forme  /mx^z^,  f , finy^z^,  disparaissent,  il 
ne  reste  que  les  termes  de  la  formey/rax,^ ,y’/7/_y,»,y'/n et  on  a 
les  valeurs  suivantes. 
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(3) 


Section  troisième. 

( dr/m{x,^Jfjr*) 

[Jrpqdifm{x,'—y,^) 


Lee  aiLce 

de»  X, , J-, 
et  2f  y lont 
de»  axe» 
principaux. 


f dqjm{z,^->rxf) 

fm{z,p,dt—x,j,di)z=}  .... 

\-<crpdtf m{z,'—x  P) 

{ dpj'm{y,^\3,^) 

fm{y,r,dl—i,q,dt)=\  ,v  / . 

Désignant  par  A j B , C , respectivement,  les  moments  d’inertie  du 
curps  par  rapport  aux  axes  des  x,,'y,,  i,,  on  a 

/"*  O'/’  + =/’)  = s/'»  ( V+ */*)  = /'"  (-^/*  +J'/)  = c 

fm{x,-‘—y*)=zB  — A 
fm{i‘  — x,^)=A—C 
fm{y»—z,^)  = C—B 


(4).... 


Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  seconds  membres  drs  équa- 
tions (3),  et  ces  seconds  membres  étant,  après  les  substitutions,  mis 
il  la  place  des  premiers  membres  des  équations  (a),  on  a les  suivantes. 


1Cdr-\-{B~-A)pqdt  = N,dt 
Bdq-^\A—C)rpdt=^N„dt 
Adp-\-(C — B)qrdt  = Niiidt 
dans  lesquelles  pdt , qdt , et  rdt,  ont,  art.  i i5i , les  valeurs 
( ;7ai/=:sln.^sin.^</\i'-(-cos.ÿ»/^ 
(6)......  < qdfz=iin.ûcos.^d\!>  — s\n.^d& 

f rdl  = d^-\-c<».Od-^ 


ii55.  I,es  moments  N,,  N„,  N„,  des  forces  motrices  imprimées 
sont  pris  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  ^,ty,y  x,,  dont  les  posi- 
tions instantanées  sont  liées  à celles  des  axes  fixes  des  x , y , et  s,  au 
moyen  des  angles  lA,  ^ et  0\  ainsi  A',,  N ^ et  iV„,  sont  fonctions  de 
ces  angles.  Ür  la  détermination  de  tous  les  phénomènes  du  mouvement 
se  réduit  à la  connaissance  des  valeurs  que  ces  angles  ex  0 prennent 
à un  instant  quelconque;  et  on  peut,  des  six  équations  (5)  et  (6),  de 
l'article  précédent,  en  déduire  trois,  qui  seront  différentielles  du  second 
ordre,  entre  ces  mêmes  angles  et  le  temps  tj  ces  équations  renfermant, 
d'ailleurs,  les  moments  d’incr.ic  A , B , C qui  dépendent  de  la  consii- 


38â  Dynamique  élémentaire. 

tution  du  corps,  et  les  quantités  relatives  aux  puissances;  donc,  les  lois 
des  actions  des  puissances  étant  données  , on  pourra  déduire  , des 
équations  citées,  les  valeurs  des  inconnues  sv,  ^ et  et , récipro- 
quement, si  on  cormaU,  a priori,  la  loi  du  mouvement  effectif,  on 
en  conclura  les  expressions  des  puissances  capables  de  produire  ce  mou- 
vement. 

Je  ne  parle,  ici,  de  l’élimination  des  quantités  p,  ç,  >,  et  de  leurs  diffé- 
rentielles, dans  les  équationÿ(5)  de  l’article  prt-cédent,  qu’afin  de  faire 
concevoir  comment  la  solution  générale  du  problème  du  mouvement 
de  rotation  peut  être  ramenée  à trois  équations  du  deuxième  ordre; 
mais  il  est  convenable  et  commode  de  conserver  les  six  équations  du 
premier  ordre,  et  on  va  voir  des  exemples  de  leur  emploi. 

Application  de  la  tbéorie  rxpoace  dans  le  chapitre  précédent , au  cas  de  la 
pesanteur  terrestre. 

ii56.  Le  mobile  étant  supposé  un  corps  pesant,  je  prends,  |>our  axe 
des  i,  la  verticale  passant  par  le  point  fixe  de/otation,  et  g étant  la 
force  accélératrice  constante  due  à la  jiesanteur  terrestre,  chaque  force 
motrice  sera  parallèle  à s,  et  fera,  par  conséquent,  avec  les  coor- 
données  s,,  de  la  molécule  m,  les  mêmes  angles  que  fait  l’axe 

des  s avec  ces  coordonnées  ; on  aura  , ainsi , les  valeurs  suivantes 
des  composantes  A',,  Y,,  Z,,  des  forces  accélératrices  respectivement 
parallèles  aux  x,, 

( I ) . . . . A,=  Y,'=gS,^^\ 

Soit  M la  masse  entière  du  corps;  b,,  c,,  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  et  s,, 

qui  sont,  comme  précédemment , les  axes  principaux  dont  l’intersection 
commune  est  au  point  fixe,  on  aura 

{ 2)  . . . ./m  x,  = a,  = b,M \fm  z,  = c,M 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  A',  Y,,Z^,  dans  les  équations  ( 1 ) 
de  l’art.  1 164,  on  les  change  en 

f N,=/m{x,Y-j,X,)^gM  M,-b,a,„) 
(3)....  •{  x,Z,)  = #iW(c,a,„  — 

et  les  équations  (5),  du  même  art.  ii54,  deviennent 


Digitized  by  Coogle 


Section  teoisibme. 


389 


(4)....  < Bdq  + {A—C)rpdt=^gMdt.{c,a^„  — a,y„,) 
l ^ ‘^P^-  {C—B)qrdt—sMdt.{b,  y,„  — c,  S„,) 

Examen  particulier  du  caa  où  le  corpt , mu  en  rertu  d’une  impulaion  initiale , 
n’eat , apres  celte  impulsion  reçue , soumis  à aucune  force  extérieure.—  Usage 
des  propriétés  de  l’axe  principal  et  du  plan  principal  des  moments , pour 
simpli&er  l'analyse  du  mouvement  de  rotation. 

1 1 57.  Les  seconds  membres  des  équations  ( 4) , de  l’article  précédent , 
sont  nuis  dans  deux  cas,  savoir;  i®.  lorsque  le  corps  est  sup]x>sé  sans 
pesanteur  , ou  qu’on  a g=o\  2®.  Lorsque  le  point  fixe,  de  rotation, 
est  son  centre  de  gravité,  ce  qui  donne  a,=  o,  b,  — o,  c,=--o;  ce 
deuxième  cas  rentre  d’ailleurs  dans  le  précédent,  parce  que  la  résultante 
des  poids  de  toutes  les  molécules  du  corps  passant  par  le  centre  de 
gravité,  si  ce  centre  est  immobile,  le  corps  se  trouve  dans  le  même 
état  où  il  serait  s’il  n’était  pas  pesant.  On  a , dans  l’une  et  l’autre 
hypothèse,  les  équations  suivantes  qui  sont  intégrables; 

ICdr  + (5 — A)pqdt=o 
Bdq  -^{A — C)  rpdt  = o 
Adp  -\-  (C — B)  qrdt=o 

multipliant  la  première  par  r,  la  deuxième  par  q , la  troisième  par  p, 
et  faisant  leur  somme,  il  vient 

Crdr-^  Bqdq  Apdp  = o 

substituant  aux  facteurs  r'  q et  p les  facteurs  Cr,  Bq  et  Ap  et  faisant 
encore  la  somme  des  équations  produits,  on  a 

C^rdr-\-  B*qdq  ->r  A*pdp  = o 
équations  qui  ont,  pour  intégrales 

I Cr*-\-Bq^-\-Ap*  = h* 

' ’ \C^r*-\-B*q*^A^p*  = k» 

h*  et  k*  étant  deux  constantes  arbitraires  toujours  positives  ; k 
est,  art.  ti5o,  la  valeur  du  moment  principl  rapporté  au  point  fixe 
de  rotation. 

On  déduit  des  équations  (2  ) les  valeurs  de  p*  et  q* , savoir; 
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A»  — flA«  + {B—C).Cr* 


(3). 


A. {A— B) 

+ C).Cr« 

^ B{B—A) 

substiluant  les  valeurs  ùc  p et  q dans  la  première  des  équations  ( 1 ), 
et  prenant  la  valeur  de  dt,  on  a 

(ABy  Cdr 

(4)....A== i 1 

[A=>  — Bh^ -f  .(iî  — C).Cr^Y  {Ah^  — A*  + (C—  y/)Cr»f 

on  n’a  pas  encore  de  méthodes  pour  obtenir  l’intégrale  de  cette  équa- 
tion sous  forme  finie,  excepté  dans  le  cas  particulier  où  deux  des  trois 
quantités  A,  B,  Cj  seraient  égales  entre  elles,  et  dans  celui  où  les 
constantes  arbitraires  auraient  entre  elles  les  relations  k^  = Ah*  ou 
h* — B h*.  Mais  on  peut,  dans  tous  les  cas,  calculer  la  valeur  de  t,  par 
la  méthode  des  quadratures,  lorsque  celle  de  r est  donnée,  et  récipro" 
quement;  et  comme  p et  q sont  exprimés  en  r,  par  les  équations  (a), 
on  a les  moyens  de  connaître  les  valeurs  de  pj  q et  r,  correspondantes 
à une  valeur  quelconque  de  /. 

1 168.  Nous  allons,  maintenant,  déduire  des  équations  ( 1 ),  de  l’article 
précédent  , d’autres  intégrales  qui  conduiront  à des  résultats  remar- 
quables. 

Je  multiplie  les  i'*,  2',  3*,  de  ces  iNjuations  (i),  par  les  facteurs 
respectifs  y,,  6,,  et  a,  et  j’ai,  pour  la  somme  des  équations  produits, 
\ \y,àr-{-{q<i,—pS,)rdt\C\ 

(■)••...•  [=0 

1+1  + j 

or  on  tire,  des  équations  (4),  (5)  et  (6),  de  l’art.  ii5a, 

'^^/  = ()'//P— «/O 

da,=  {e,r—y,q)dt 
valeurs  qui,  substituées  dans  (1),  donnent 

C,d{y,r)  + B.d{S,q)  + A.d{a,p)  = o 
en  prenant,  successivement,  pour  facteurs  des  équations  (1)  de  l’article 
précédent  y„,  6„,  a„,  et  y„„  S„,,  <x,„  et  combinant  les  sommes  des 
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rquations  produits  avec  des  équations  tirées  de  (4),  (5)  et  (6), 
art.  liSs,  on  obtiendrait  deux  autres  équations  difTérentielles  abso- 
lument semblables  A la  précédente,  aux  accents  prés  de  a.,  S et  y,  en- 
sorte  qu’on  aura  ultérieurement,  les  trois  suivantes, 

( Cd{y,r)J^Rd.{^S,q)\Ad.{a,p)^o 

(3) ] Cd{,y„r)^Bd  {6„q')^Ad.{a„,,)^o 

i Cd{y,„r)+Bd  Ad  (a,„//)  = o 

lesquelles  ont,  pour  intégrales 

fCy,r B S,q  + A a,p=:^l,  1 , «>nt 

Cy B6 i^q  -(-  A t„p=  l„  V le»  conslaole»  arbi- 
Cy,„r^  B 6„,q  + A u,„p=  /„,  j traire». 

I i5g.  Si  on  forme  les  quarrés  de  ces  trois  intégrales,  on  aura,  toutes 
réductions  faites,  et  en  ayant  égard  aux  équations  de  l'art.  1 139,  qui 
font  disparaître  les  a,  et  y, 

( I ) CV»  -é  9»  -é  A=‘p*  = //  -h  l,p  -é  /,„* 

on  retrouvera,  ainsi , la  seconde  des  intégrales  (2),  de  l’art,  i i5q,  et 
on  aura  l'équation  de  condition 

(O 

ainsi  les  trois  intégrales  (4)  de  l’article  précédent,  ne  représentent  que 
deux  équations  distinctes;  je  vais,  avant  de  procéder  A la  rechercKc  de 
la  troisième  , tirer  quelques  conséquences  de  ces  intégrales  (4),  qui 
seront  fort  utiles  pour  simplifier  l’analyse. 

1160.  En  comparant  avec  les  équations  (4),  art.  ii58,  et  (i), 
art.  1 109,  les  formules  (4)  de  l’art,  i i5o,  qui  sont  les  valeurs  des  cosinus 
des  angles  formés  par  l’axe  du  moment  princip.d  appartenant  au  point 
fixe  de  rotation,  et  par  les  axes  des  ar,  3,  on  voit  que  les  numé- 
rateurs de  ces  expressions  sont  les  premiers  membres  des  équations 
(4),  article  ii58,  et  que  le  carré  du  dénominateur  commun  est  le 
premier  membre  de  l’équation  ( i ),  art.  1 169;  on  a donc,  en  substituant 
A V + V + valeur  A», 


Cosinus  de  l'angle  formé  par  Taxe  du 
moment  principal, qui  te  rapporte  au  point 
fixe  de  rotation,  et  par  Taxe  des 


déter- 
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TiCs  Valeurs  de  CCS  cosinus  se  composant  de  quantités  constantes,  la 
position  de  l’axe  du  moment  principal  est,  par  conséquent,  invariable, 

dans  l’espace,  puisque  les  expressions  — 

minent  par  rapport  aux  axes  fixes  des  3; ,y , z;  quant  à sa  position, 
instantanée,  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  elle  sera 

donnée  par  les  formules  (3)  de  l’art.  ii5o,  les  quantités  p , q r 
étant  censées  connues,  à un  instant  quelconque,  par  les  équations  (2) 
et  (4)  de  l’art,  i iSy. 

Voilà,  donc,  une  propriété,  très  - importante , liée  à la  théorie  gé- 
nérale que  j’ai  exposée  depuis  l’art.  167  jusqu’à  l’art.  199,  et  appar- 
tenant au  mouvement  de  rotation , autour  d’un  point  fixe,  d’un  corps 
solide,  qui  a ce  mouvement  en  vertu  d’une  impulsion  primitive,  et, 
qui , après  cette  impulsion  donnée , n’est  sollicité  par  aucune  force  exté- 
rieure; il  existe  un  axe,  ^tassant  par  le  point  fixe,  qui  est  l’axe  principal 
des  moments,  et,  par  conséquent,  un  plan,  perpendiculaire  à cet  axe, 
et  passant  par  le  même  point  fixe,  désigné  par  le  nom  de  plan  prin- 
cipal des  momenls,  dont  les  positions  sont  invariables,  pendant  toute 
la  (jurée  du  mouvement,  et  peuvent  se  déterminer,  à chaque  instant, 
par  rapport  aux  plans  mobiles  qui  renferment  les  axes  princijtaux  du 
corps. 

La  propriété  dont  je  viens  de  parler  est  intimement  liée  à la  théorie 
des  aires,  et  les  propositions  démontrées,  depuis  l’art,  zoo  jusqu’à  l’ar- 
ticle 214,  établissent  et  expliquent  complètement  cette  liaison. 

1 161.  Le  premier  parti  à tirer  de  l’invariabilité  de  position  du  plan 
principal  des  moments  est  d’en  faire  un  des  plans  coordonnés  fixes; 
soit  ce  plan  celui  des  xyj  l’axe  principal  des  moments  qui  deviendra , 
alors,  l’axe  des  s,  faisant,  avec  les  axes  des  et  2,  des  angles 

dont  les  cosinus  respectifs  sont , article  i i5o  , 


^p 


Bc 


k ' k 
représentés  par 

(«)••••“/«  = — ■ 


Cr 

J—,  et  ces  mêmes  cosinus  étant,  art.  ii39. 


7iêii 

Ap 

h 


Bq 

-J-i  7 a 


Cr 

k 


-'y-Goosle 
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ou,  en  substituant  à a,,„  S„„  y,„  leur»  valeurs  tirées  des  équations  ( i ) 
de  l'art.  ti5t , • . 


sin.  B sin.  ^ = — 
sin.  0 cos.^  = — 


cos.  — 


Cr 

k 


équations  qui  serviront  à déterminer  les  angles  ^ et  ^ en  fonction  du 
temps. 

Éliminons  entre  les  deux  premières  équations  (6)  de  l’art.  1 164 , 
nous  aurons,  apri-s  avoir  multiplié  l'équation  finale,  par  sin.  0. 

ivi\^0dii/-=-i^n.0%\n.^pdt-‘r^va.0coi.<pqdt  . . 

d'où  on  tire,  en  substituant  les  valeurs  de  tin.  ^sin.  ^ et  sin.  ^ cos.  ^ , 


et  celle  de  sin.*'^  = i — cos.“  0 = i 


C‘r* 


j4p>  + B 
h^  — C^r^ 


kdl 


ajoutant,  au  numératenr,  C/*  — Cr*,  et  faisant  attention  qu’on  a,  ar- 
ticle 1 167,  équation  (2),  yi p*  +Bq*  -b  Cr*  = h*  , l’équation  précé- 
dente devient 


(4) 


h*  — Cr* 
k*  — C*r* 


kdt 


substituant,  pour  dl,  sa  valeur,  art.  1167,  équation  (4),  la  valeur 
de  dtk  ne  contiendra  plus  que  r,  dr  et  des  quantités  constantes;  ainsi , 
en  procédant,  par  la  méthode  des  quadratures,  on  pourra  avoir  en 
fonction  de  r , et  comme  r est  censée  connue  en  fonction  du  temps,  le 
troisième  angle  Vr  se  trouvera  déterminé.  Cette  valeur  de  ypen  r renfeiv 
mera  une  constante  arbitraire  et  sera  la  troisième  intégrale  des  équa- 
tions (6),  art.  1 1.54. 

ii6a.  Toute  l’analyse  précédente,  depuis  l’art.  1157,  a pour  objet 
l’intégration  de  équations  (5)  et  (6)  de  l’art.  1164,  appliquées  au  cas 
où  le  mobile  ne  se  meut  qu’en  vertu  d’une  impulsion  initiale;  nous  avions, 
pour  arriver  à ce  but , à déduire,  en  fonction  du  temps,  les  valeurs  des 
I bo 


394  Dynamique  élémentaire. 

six  variables  p,  q,  r,  'i/.O,  de  six  équations  diiTérentiellea  du 
premier  ordre,  ou,  seulement,  les  valeurs  de  , 0,  de  trois  équa- 
tions difTêrentielles  du  second  ordre;  nous  aurions  dû,  par  conséquent,- 
dans  l‘un  et  l’autre  cas,  avoir  six  constantes  arbitraires,  et  nous  n’en 
avons  que  quatre,  savoir,  A,  /i  et  les  deux  constantes  qui  proviendraient 
de  l’intégration  de  l’équation  (4)  art.  1 167  et  de  celle  de  l’équation  (4) 
de  l’article  précédent;  cette  simplification  est  due  au  choix  que  nous 
avons  fait  du  plan  principal  des  moments  pour  plan  xy;  en  clfet  l’axe 
des  ï étant  , dans  cette  hypothèse,  l’axe  principal  des  moments,  les 
angles  formés  par  cet  axe  principal  et  par  les  axes  des  x et  desj-  sont 
devenus  des  angles  droits,  ayant  leurs  cosinus,  exprimés  par  les  deux 
premières  formules  (4)  de  l’art,  i i5o,  égaux  à zéro;  de  là  l’égalité  k 
zéro  des  premiers  membres  des  deux  premières  équations  (4)  art.  1 158, 
et,  par  suite,  l,—o,  /,,  = o,  = il  ne  reste,  de  toutes  les  cons- 
tantes introduites  par  les  intégrations, que  les  quatre  sus-énoncées,  et 
il  s’agit  de  les  déterminer  d’après  les  circonstances  initiales  du  mou- 
vement. 

Concevons  que  le  mouvement  du  corps,  dont  la  masse  est  représentée 
])ar  M,  soit  l’effet  d’une  impulsion  initiale,  qui  lui  est  donnée  k un 
de  scs  points,  et  qui,  si  elle  était  dirigée  par  son  centre  de  gravité,  dans 
l’hypolhi-se  où  ce  corps  serait  libre,  lui  imprimerait  une  vitesse  V j le 
produit  ü/f'sera,  art.  761  et  iiaS,  la  mesure  de  la  cause  motrice. 
Abaissons,  du  point  fixe  de  rotation,  sur  la  ligne  de  direction  de  l’im- 
pulsion At  une  perpendiculaire  dont  la  longueur  sera  représentée 
par  p,  et  faisons  une  section  du  corps  par  le  plan  qui  renferme  ce  point 
fixe,  cette  lighe  de  direction  et  cette  perpendiculaire,  le  moment  de 
l’impulsion  M.V , par  rapport  k la  droite  perpendiculaire  k la  section 
qui  passe  par  le  point  fixe,  sera  =MV ç s or,  d’après  le  principe  gé- 
néral du  mouvement,  cette  impulsion  MV  ex.  les  quantités  de  mou- 
vement qu’elle  communique  aux  points  matériels  m du  corps,  celles-ci 
étant,  prises  avec  des  sens  d’action  directement  opposés  k ceux  suivant 
lesquels  elles  ont  réellement  lieu,  doivent  satisfaire  aux  conditions  de 
l’équilibre  , exprimées  , dans  le  cas  dont  il  s’agit  ici , par  l’égalité 
k zéro  de  la  somme  des  moments  rapportés  k un  axe  quelconque 
passant  par  le  point  fxe;  il  suit,  de  là,  1°.  que  les  quantlté-s  de  mou- 
vement, qui  ont  lieu  , ne  peuvent  fournir  aucun  moment  par  rapport 
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à une  ligne  contenue  dans  le  plan  qui  renferme  la  direction  de  l’im» 
pulsion  et  le  point  fixe,  car  l’impulaion  elle-même,  ne  fournissant  aucun 
moment  pareil , celui  qu'on  supposerait  dû  aux  quamites  de  mouvement 
qui  ont  lieu,  serait  incompatible  avec  les  conditions  de  l'équilibre,  ne  se 
trouvant  annullé  par  aucun  moment  égal  et  de  signe  contraire  ; 2°.  que  la 
somme  de  leurs  moments  par  rapport  k la  |ier]iendiculalre,au  plan  dont  on 
vient  de  parler,  passant  par  le  point  fixe  est  égale  à MV q.  Or,  si  ces  deux 
conditions  ont  lieu,  au  moment  où  l’impulsion  est  donnée,  elles  con- 
tinuent d’avoir  lieu,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  en  vertu 
du  principe  de  la  conservation  des  moments  (art.  1 1 17)  le  j>lan  passant 
par  le  point  fixe  de  rotation  et  par  la  direction  de  l'impulsion  initiale 
est  donc,  art.  176,  le  plan  principal  des  moments,  leur  axe  principal 
étant  la  perpendiculaire  à ce  plan  menée  par  le  point  fixe. 

Nous  avons  trouvé,  article  liSo,  le  moment  principal 

= V A' p' et  jwr  la  deuxième  équation  intégrale  (2), 
de  l’art.  1 167,  ce  moment  a été  trouvé  égal  à une  constante  k,  laquelle 
SC  trouve  déterminée  par  ce  qui  précède,  et  a pour  valeur,  k^MF ç, 
les  quantités  ti,  F eX.  étant  des  données  du  problème. 

Je  passe  à la  constante  h de  la  première  équation  intégrale  (2)  de 
l’art.  1 167;  l’axe  principal  des  moments  étant  pris  pour  axe  des  î et  les 
axes  principaux,  qui  se  croisent  au  point  fixe  de  rotation,  étant  les  axes 
des  et  3,1e  tout,  conformément  à ce  qui  a été  dit,  art.  1161  et 

ii5o,  on  a,  art.  1161  , les  équations  applicables  à un  instant  quel* 
conque  du  mouvement. 

Ap  — — ka,„\Bq=  — k6,„\Cr:=—ky,„ 

A,  B fX  C sont  des  nioments  d’inertie  donnés  par  la  constitution  du 
corps; on  a k — MVp,  et  les  angles  qui  ont,  pour  cosinus,  <x,„,  tf„,, 
y,„  et  qui  sont  formés  par  l’axe  principal  des  moments  et  par  les  axes 
principaux  du  corps,  ont  des  valeurs  initiales  données,  puisqu’on  connaît 
la  position  des  axes  principaux  par  rapport  à la  direction  de  l’impulsion 
initiale,  ou  par  rapport  à l’axe  principal  des  moments.  I_es  valeurs 
initiales  de;:;,  y et  rte  trouvent  donc,  dans  les  équations  précédentes, 
entièrement  déterminées , et  ces  valeurs  initiales , étant  substituées 
dans  la  première  équation  intégrale  (2)  de  l’apt.  iify,  on  aura  la 
constante  h. 

ii63.  Il  reste  à parler  de  la  détermination  ' des  constantes,  qui 
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coiïiplctoronl  les  inlégraks  de; l’cqualion  (4),  art.  1167,  et  de  IV-qua- 
tiou  (4),  art.  1161.  La  première  équation  doit  donner/  en  fonction 
de  r,  et  la  variable  /■  a des  valeurs  déterminées,  correspondantes  à 
certaines  époques  du  mouvement;  supposons,  par  exemple,  qu’à  une 
de  ces  époques  les  plans  et  xj,  aient  formé  entre  eux,  un  angle 
donné  ^ , la  troisième  équation  (a)  de  l’art.  ii6t,  donnera  pour  la 

valeur  de  r,  correspondante  à la  même  époque,  — cos.  ff  \ or  l’iiM- 


tanl  auquel  on  compte  zéro  temps , étant  absolument  arbitraire,  on 

k 

pourra  faire  coïncider  avec  la  valeur  /■= pCos.  telle  valeur 


t|u’on  voudra  de  t,  et  ces  deux  valeurs  étant  substituées,  dans  l’inté.; 
gralc  de  l’équation  (4),  art.  ii57,  lu  constante  arbitraire,  qui  entre 
dans  cette  intégrale,  se  trouvera  déterminée. 

Quant  à la  constante  de  l’intégrale  de  l’équation  (4),  art.  1 161 , qui 
donne  en  fonction  de  r,  elle  dé|>end  de  la  position  de  la  ligne  sur 
laquelle  se  trouve  l’origine  de  l’angle  './,qui,  art.  1140^,50  mesure 
sur  le  plan  des  xy.  Celte  position  donne  la  valeur  de  i}/  correspondante 


à 0=ç>,  ou  à r=-~ — ^(3'  équation  (2)  de  l’art.  1 161  ).  Il  suffit,  en 
< , J c » 


* ( * I, 

général,  si  on  emploie  l’équation  r=- 


^cos.  é',  de  savoir  quelle 

Cr 


est  la  valeur  3e  i}/  correspondante  à une  valeur  quelconque  donnée 
de  0-,  on  en  conclut  une  valeur  connue  de  r,  et  ces  valeurs  de  et  r, 
étant  substituées  dans  l’étpiation  intégrale  dont  il  s'agit,  la' constante 
se  trouve  délerminéé.  ' * : ' ' ' . ' ' 

On  peut  arrivcr’à  là  connaissance i de  ces’ deux  dcrnièi"es  constantes 
par  diverses  considérations  différant  , plus  ou  moins , de  celles  qui 

viennent  d'être  données  simplement  comme  exemples. 

' 1 M 1.  • ' ; i ■ ■ I . _ ' 

Premier  éiemplc  de  l’»pplic«lion  de»  formules  du  nioursulcnt  de  rotation. 

•V  - . ! . ■■'11'..'"  ■ ) > . i'i  > I • .1  î 1 

1,164.  Soit,  pour  premier  ettcniple  de  l'application  de  la  théorie 
précédente,  un  solide  de  révolution  non  pesant  et  liomogéiie,  assujetti  à 
tourner  autour  d’uctijipint  fixe  situé  sur  son  axe  de  /igiirc  , l’un  de  ses 
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axes  principaux,  que  nous  prendrons  pouraxc  des  :,;son  moment  d’inertie 
a été  désigné  par  C et  on  a,  d’ailleurs,  par  la  propriété  des  solides  de 
révolution.  A— B et  la  4*  équation  de  l’art.  1 167,  prend  la  forme, 

AC.-^^  =.\k^  — Ak*-\-{A—C)  C/>jk^-r 

il  faut,  pour  que  ne  soit  pas  imaginaire,  qu’on  ait 

k*  — Ah^+{A—C)  Cr»  = o 

niais  cette  condition  met  les  valeurs  de  fret;;,  équations  (3)  de  l’art iclecité^ 


sous  la  forme  — ; et  cette  première  marche  d’analyse  ne  conduit  à 


^ucun  résultat. 

1 165.  Il  faut  donc  remonter  aux  équations  dlfTérentielles  (t)  du 
même  article,  lesquelles,  dans  l’hypothèse  de  A=  fi,  prennent  la  forme, 

ICdr=zo  ‘ 

Adtf  4-  {A  — C)rp  d't=o 
Adp  + (C 4)rq  dt=o 


on  tire,  de  la  première,  r—n,  n étant  une  constante  arbitraire,  et  cette 
valeur  substituée  dans  les  deux  autres  les  change  en 


i>  Adq  -^{A  — C)  apdt 

( Adp+{C — yl)nqd(-. 
On  satisfait,  h ces  équations,  en  faisant 


= 0 
= 0 


I /i  = a8in.(«'/ + c) 
( y s=^cos.(;i'/ + c) 


a , b , c , n’  étant  des  constantes  Indéterminées,  car,  en  y substituant 
ces  valeurs,  on  a 


[ — A bn'  + (A  — C)  r/njsin.  (»'/  + c)<i/=o 

A an'  •>r  (C é/j]  cos.  («'/  + c)i//=  o 

équations  que  l’on  rend  identK[ues  en  su|ipo$ant 
,,  — A bu'  {A — C)aH  — o 

Aitn'-^(C-~ 

ce  qui  donne  ... 

/.I  ...  ' i4-0'<  . . ■ 
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et  les  équntions  (3),  en  y substituant  ces  valeurs  de  n'  et  b , devien- 
dront les  intégrales  des  équations  (s)  du  premier  ordre,  a et  c étant 
les  constantes  arbitraires. 

1 166.  On  a,  ainsi,  pour  déterminer  p,  tj  ex  r les  équations 


(■)• 


. r = « 

[ p=:a  sin.  {n'  ^ 

I y = a cos.  (n't-^c)  ^ 


Faites , dans  les  étiualions  ci-â  coté, 

, ^—C 


Les  équations  (2),  de  l’art.  1161  deviennent,  en  y substituant  ces 
valeurs  de  p , tf  et  r et  la  valeur  Mf^p  du  moment  principal  i (ar- 
ticle I iSy,  équations  (2)  ) , 


(2). 


sin.  ^sin.  ^ = 
sin.  0 cos.  ÿ : 


A a sin.  (n' 
ATFp 
A a cos.  {n' 


cos.  ^ = . 


MVp 

Cn 


On  voit,  par  la  troisième  équation,  qu’on  a un  angle  constant,  savoir 
l’angle  0 , formé  par  les  plans  et  xy,  c’est-à-dire,  par  la  section 
du  corps  perpendiculaire  à l’axe  de  figure  du  solide , sur  lequel  se 
trouve  le  point  fixe,  et  par  le  plan  principal  des  moments,  celui  qui 
renferme  le  point  fixe  et  la  ligne  de  direction  de  l’impulsion.  Or,  la 
valeur  initiale  de  cet  angle  étant  une  des  données  du  problème,  la 
constante  arbitraire  n se  trouve  déterminée,  et  on  a 

(3) n— !Ü^£.cot.0 

La  première  équation  (2),  divisée  par  la  seconde,  donne  tang.  ÿ 
= tang.  ( «'  / -I-  c ) , ou 

{4) <p  = n'l  + c 

L’angle  ^ est  l’angle  formé  par  l’axe  principal  des  x,  et  par  l’inter- 
section des  plans  x,y,  et  xy,  c’est-à-dire,  jrar  l’intersection  du  plan 
perpendiculaire  & l’axe  de  figure  du  corps,  passant  par  le  point  fixe, 
et  du  plan  principal  des  moments,  celui  qui  renferme  le  point  fixe  et 
la  direction  de  l’impulsion  initiale.  La  position  qu’avait  cette  ligne  d’in- 
tersection, au  moment  où  l’impulsion  a été  donnée,  est  connue,  et  comme 


Diqitized 
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la  position  de  l’axe  des  x^,  dans  le  plan  x,y,  est  absolument  arbitraire, 
la  valeur  de  correspondante  au  premier  moment  est  donnée  ; suppo- 
sons que  ce  soit  le  moment  où  l’on  a compte  zéro  temps , la  cons- 
tante ne  sera  autre  chose  que  la  valeur  initiale  de 

Ajoutons  maintenant  les  quarrés  des  deux  premières  équations  (2), 

nous  aurons  sin.*  ff—  --  „ , d ou 


(5) 


sin.  0 


1 167.  Il  reste  à connaître  l’angle  faisons,  dans  l’équation  (3)  de 
l’article  i i6i , r=n,  A = B et  h—MV ç,  nous  aurons 


.MVçdt 


Substituant,  dans  cette  équation,  les  valeurs  de  9 , « et  ensuite 
celle  de  a , données  par  les  équations  (1),  (3)  et  (5)  de  l’article 
précèdent,  on  a 


(2) d^,— 

équation  qui  a,  pour  intégrale, 

JÜ 

e étant  la  constante  arbitraire. 

L’angle  est  celui  que  forme  la  ligne  d’intersection  des  plans 
et  xy,  avec  l’axe  des  x , ligne  dont  la  position  initiale  est  donnée;  si, 
comme  on  en  est  le  maître,  on  prend  cette  position  initiale  pour  celle 
de  l’axe  des  on  aura,  au  premier  instant  du  mouvement,  f = o, 
= O et  par  conséquent  e = o , d’où 


(3) 

Les  angles  ^,0  et  se  trouvent  complètement  déterminés. 

1168.  La  valeur  de  nous  apprend  que  la  ligne  suivant  laquelle  le 
plan  x,y,  (le  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  figure  et  passant  par  le 
point  fixe)  coupe  le  plan  xy,  (le  plan  princi|>al  des  moments)  a une 
vitesse  angulaire  constante  autour  de  l’axe  des  * (l’axe  principal  des 
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moments)  ; nous  voyons , d'une  autre  part,  par  la  troisième  équation  (a) 
de  l’article  1166,  que  l’angle  0,  formé  par  les  plans  x,y,  et  xj 
«•st  constant  ; donc  l’angle  formé  par  l’ase  des  «,  ( l’aie  de  figure  du 
corps)  et  par  le  plan  xy  est  aussi  constant,  donc  cet  axe  des  i,  décrit 
la  surface  d’un  cône  droit  qui  a,  pour  axe,  l’axe  des  z}  et  jtendant  que 
cet  axe  des  5,  engendre  une  pareille  surface,  tous  les  points  du  plan  x,y, 
tournent  autour  de  lui  (équation  ^(4)  de  l’article  1166)  avec  une 

, . , A—C 

vitesse  angulaire  « — n. 


1169.  La  position  de  l'axe  instantané  de  rotation  a été  donnée,  gé* 
m'ralcmcnt,  art.  1144,  équations  (5)  et  (6),  et  on  a vu , art.  1 145,  que 
la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  du  corps , autour  de  cet  axe , était 
, valeur  qui,  d’après  les  équations  ( i ) de  l’art.  1 166,  de- 
vient , ou,  article  cite,  équations  (3)  et  (5), 

Csin. 

„ , — T et  qui  , substituée  ainsi  que  les  valeurs  de 

“ y C^%\n.*0  -ir  ^ ' 


P > ^ > équations  (i)  de  l’article  cité,  dans  les  équations  (6)  de 

l’art.  1 144.  donne  les  valeurs  suivantes  des  cosinus  des  angles  resjjectifs, 
formés  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  par  les  axes  desx„jj-,  et  z,; 


Coxinus  des  angles  for- 
més par  l’axe  instantané 
lie  rotation  et  par  les  axes 
des 


y, 


é7sin.<7.bin.  («'/4-c) 

K é>sin.»  0->tA*  cos.»  9 
C sin.  ^cos.  {n't-\-c) 

J/^C‘^sin.*9+  A^cos.^9 
— A cos.  9 

ly  C^a'm.^9  + A^coa.s9 


Les  deux  premières  expressions  indiquent  des  changements  successifs 
de  jHjsition,  de  l’axe  instantané  de  rotation,  dans  le  corps;  mais,  d’après 
la  troisième  expression,  ces  changements  doivent  être  tels  que  l’angle, 
formé  par  cet  axe  et  par  l’axe  des  s,  (l’axe  de  figure  du  corps) , soit  un 
angle  constant  ; le  premier  axe  décrit  donc  dans  le  corps  la  surface  d’un  cône 
droit  qui  a,  pour  axe,  l’axe  de  figure  du  corps,  et,  dont  l’intersection, 
avec  la  surface  de  ce  corps,  est^  d’après  la  gémiration  des  solides  de 
révolution,  un  cercle  qui  serait  donné  par  une  des  sections  de  cette 
surfaco  perpendiculaire  a son  axe  de  figure. 


Digitizod  by  Google 
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1170.  Si  l’impulsion  initiale  avait  une  direction  telle  que  Ir  plan 

principal  des  moments  (le  plan  xy)  coincidAt'avec  le  plan  |>ei'pendi- 
ciilaire  à l’axe  de  figure  qui  passe  par  le  point  fixe  (le  plan  x,y,'^, 
l’angle  6 deviendrait  nul,  les  deux  premiers  cosinus  des  expressions  de 
l’article  précédent  seraient  égaux,  à zéro,  et  le  troisième  cosinus  à — i. 
Ainsi  l’axe  instantané  de  rotation,  dont  la  position  serait  invariable,  se 
confondrait  avec  l’axe  de  figure  du  corps , pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  Ce  cas,  qui  a toujours  lieu  pour  une  sphère,  a,  parti- 
culièrement lieu,  pour  un  solide  quelconque  de  révolution,  lorsque  la 
direction  de  l’impulsion  se  trouve  dans  le  plan  perpendiculaire  & l’axe 
de  figure  qui  passe  par  le  point  fixe.  > ' 

1171.  On  pourrait  supposer  que  l'impulsion  initiale  est  dirigée  dans 
un  des  plans  qui  renferment  l’axe  de  figure  du  solide;  dans  ce  cas  l’angle 
constant  0 est  un  angle  droit, 

a ■ a MVp  A — C 

cos.^=o,  sin.y=  I , n= — cos.ff=o;  « = — rj — n = o; 

les  valeurs,  respectives,  des  trois  cosinus  de  l’article  1 169,  sont  sin.  c, 
cos.  c et  O y l’axe  des  s,  ou  l’axe  de  figure  du  corps  est , pendant  toute  la 
durée  du  mouvement,  placé  sur  le  plan  fixe  des  xy  (le  plan  principal 
des  moments)  l’axe  instantané  de  rotation  a une  position  invariable, 
se  confond  avec  l’axe  des  Zj  et  forme,  dans  le  plan  ^,y,,  sur  lequel  il 
est  constamment  placé,  un  angle  c avec  l’axe  desjt',. 

1172.  Le  cas,  traité  k l'art.  1170,  donne  ff=o , d’où,  art.  ti66. 


MFp  „ MFp  . .MTp  . „ 

n = — -X—  cos.^Œ — i-  et  a—  — j^sin.  é*—  0.  Le  cas  de 

^ Ç A . 

l’article  précédent  donne  8=-angIe  droit , à'o\x  « = o,  « = 

ainsi  la  vitesse  angulaire  , art.  1 169,  devient,  dans  le  premier 

cas,  — ^^-1  la  même  qui  aurait  lieu,  art.  1069,  autour  de  l’^edea', 

ou  de  l’axe  de  figure  du  corps,  si  cet  axe  était  fixe;  on  se  rappellera  que 
C est  le  moment  d’inertie  par  rapport  k cet  axe , qui , dans  le  cas  dont 
il  s’agit,  est  constampient  en  coincidence  avec  l’axe  fixe  des  t.  Dans  le 

ï^econd  cas,  la  vitesse  angulaire  = faisant  attention  que  A 


I 
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rst  le  moment  d’inertie  par  rapport  à un  axe  quelconque,  mené  par  le 
point  (ixe,  dans  le  plan  x,y,  qui  renferme  l’axe  fixe  des  » devenu  axe 
de  rotation , on  voit  que  cette  valeur  est  la  même  qu’on  aurait  obtenue 
en  cherchant  immédiatement , la  vitesse  angulaire  par  rapport  h l’axe 
des  « perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  l’axe  de  figure  du  corps  et 
la  direction  de  l'impulsion,  dans  le  cas  de  l’immobilité  de  cet  axe  des  x. 

SscoDil  exemple  de  l’application  dea  formolea  do  mouvement  de  rotation. 

1173.  Le  mobile  ayant  une  forme  quelconque , nous  allons  supposer, 
dans  ce  second  exemple,  que  l’axe  instantané  de  rotation  a une  direction 
trés-voisinc  de  celle  d’un  de  ses  axes  principaux,  passant  par  le  point 
(ixe.  Prenons,  pour  cet  axe  principal,  l’axe  des  x, , le  sinus  de  l’angle 
qu’il  forme  avec  l’axe  instantané  de  rotation , est,  art.  1145, 

Vp^  + Ÿ*  + r» 

et  d’après  l’hypothèse  de  la  petitesse  de  y , les  quantités  p tX  q doivent, 
elles- mêmes,  être  très -petites,  et  leur  produit  peut  être  négligé  dans  les 
équations  ( t ) de  l’art,  t lôy.  On  a,  ainsi , par  la  première  de  ces  équa- 
tions, r=n , en  désignant,  par  n , une  constante  arbitraire  qui  est,  à 
très-peu  près  égale  & ou,  art.  1146,  équation  (ro),  h la 

vitesse  angulaire  ÿ du  mobile. 

Cette  valeur  r=n,  étant  substituée  dans  les  deux  autres  équations  ( i ) 
de  l’art.  1 1 67,  on  a les  équations  différentielles, 

Bdq  A — C)  npdi  = o 

Adp  -f  (C — B)nqdt^o 
dont  les  intégrales,  obtenues  par  le  procédé  de  l’art.  1 165,  et  réunies  à 
l’intégrale  r—n,  fournissent  les  valeurs 

!r=  n 

p = aùn.  {n'  tJf  c) 

y_=icos.  (n'r -Pc)  . . : 

pour  lesquelles  on  a,  comme  à l’article  cité,  les  relations  suivantes  entre 
les  constantes  b , n , n' , 

— Bbn'  (A  — C)  an  = o 
Aan'  + (C — B)  bn  = o 


(0 


C ..  ^Oglo 


qui  donnent  les  valeurs 
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a et  c sont  les  constantes  arbitraires;  et  on  déduit,  des  équations  (3) 
combinées  avec  les  équations  (s)  de  l'art.  1161 , 


in  /n  _ - f — 


sin.  ^sin.  ^ = — 


■ sin.  («'/.+  e) 


■ a J.  / t ^ 

Sin.  tf  cos.  ip  = = cos.  {a  t + e) 


Cr  Cn 

eo,.é»= — r=--T- 


aussi  toutes  les  inconnues  du  problème  sont  déterminées. 

1174.  Je  remarque,  maintenant,  que  si,  à un  instant  quelconque, 
l’angle  y , formé  par  l’axe  instantané  de  rotation  et  par  l’axe  princifial 
du  corps , auquel  les  i,  sont  parallèles , est  absolument  nul , au  lieu  d’étre 
très -petit,  cett»  coincidence  des  deux  axes  n’est  jxiint  un  phénomène 
particulier  à l’instant  dont  il  s’agit , mais  doit  se  continuer  indénniment , 
pendant  la  durée  du  mouvement.  En  effet,  l'iiypothèse  de  y = 0,  à un 
instant  déterminé,  donne,  par  l’équation  (i)  de  l’article  précédent,  à ce 
même  instant, 7»=o  et  q—Q,  (les  quantités /»*  et  7*  étant  nécessairement 
positives  chacune  en  particulier)  mais  on  tire  des  deux  premières  équa- 
tions (a)  de  l’art.  1 161 , et  des  équations  (5)  ci-de.ssus, 

(ffl). , . . A*sin.*é'=y/=‘^»  + B*q*=:A*a*  -è 
donc  si  p=îO  et  q — o,  on  a,  nécessairement,  iz  = o,  et  b=rso  et,  par 
les  équations  (3)  ci-de*sus,  ces  dernières  valeurs  supposent  que  les  pre- 
mières ont  lieu  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Ainsi , lorsque  le  mouvement  de  rotation  du  mobile  se  trouvera  établi 
autour  d’un  des  axes  princip.aux,  qui  se  croisent  au  poit  fîxe,  ce  mou- 
vement se  perpétuera  autour  du  même  axe , autant  de  temps  qu’il 
pourra  être  regardé  comme  l’effet  de  l’impulsion  à laquelle  est  due  la 
coincidence  initiale  de  l’axe  de  rotation  et  de  l’axe  principal. 

1 1 75.  Le  phénomène , dont  on  vient  de  parler,  a lieu  lorsque  l’ipipulsioii 
initiale  est  donnée  dans  une  .direction  qui  passe  par  le  plan  de  deux  des 
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axes  princip.wx  qui  se  froisent  au  point  fixe;  car  prenant  ce  plan  pour 
celui  des  on  a ff=o,  el^  par  l’équation  (a)  de  l’article  pré- 

cédent, a = o,  if  = o,  d’où  /f  = o,  ^ = o,yî=o:  de  plus  cette  valeur 
<?=-o  rend  l’axe  de  rotatiou  fixE  non  seulement  dans  le  corj»  mais 
encore  dans  l’espace,  car  elle  suppose  que  l’axe  des  z,  qui  est  l’axe  prin- 
cipal des  moments,  perpendiculaire  au  plan  //icar/aé/e,  se  confond  avec 
l’axe  des  z,,  qui  est,  eu  même  temps,  axe  principal  du  corps  et  axe  de 
rotation.  , 

1176.  I^es  axes  princi|>aux  jouissent  exclusivement  de  la  propriété 

d’être  des  axes  permanents  de  rotation;  en  elTet,  la  condition  de  l’inva- 
riabilité de  position  , dans  le  corps,  d’un  axe  de  rotation,  entraîne  celle 
d’avoir  les  angles  a,  art.  1144,  équation  (6)  et  par  suite,  les 

quantités y ^ invariables,  d’où  dp  = o,dq  = o,  dr=o\ce%  der- 
nières valeurs,  introduites  dans  les  équations  (i)  de  l’art.  1167,  les 
changent  en, 

(/î  — jrf)  pqdt—o  \ ( A — (7)  rpdt=o)\  (C — B)  qrdt  = 0 
Or,  ou  les  trois  moments  d’inertie  A,  B,  C,  seront  égaux,  ou  deux, 
seidcmcnt,  le  seront,  ou  ils  seront  fous  trois  inégaux.  Dans  le  premier 
cas  , les  trois  équations  deviennent  identiques  et  tous  les  axes  qui  passent 
par  le  point  fixe  sont,  art.  1084,  des  axes  principaux.  Dans  le  second 
cas,  supposant  que  A et  B sont  les  moments  d’inertie  égaux,  la  pre- 
mière équation  devient  identique,  et  on  ne  satisfait  aux  deux  autres 
qu’en  faisant  r=o;  on  a donc,  par  la  troisième  équation  (6)  de 
l’art.  1144,  cos.  y — O,  y = ang/e  droit  et  l’axe  de  rotation  se  trouve 
dans  le  plan  des  mais  d’après  la  condition  Ar=.B  toutes  les  lignes 

menées,  par  le  point  fixe,  dans  ce  plan  des  i,y,,  sont  des  axes  prin- 
cipaux, donc  l’axe  de  rotation  est  un  de  ces  axes.  £nfin , dans  le  troisième 
cas , les  équations  précédentes  nécessitent  l’égalité,  ù zéro,  de  deux  des 
trois  quantités  yz  , ^ et  r , on  a donc , dans  ce  cas  , deux  des  trois 
cosinus  des  équations  (6)  art.  Ï144,  nuis,  et  le  troisième  égal  à l’unité, 
ce  qui  rend  droits  deux  des  angles  a,  6,  yi  l’autre  étant  égal  à zéro,  et, 
l’axe  de  rotation  se  confond  avec  l’axe  principal  auquel  se  rapporte 
ce  dernier  angle. 

1177.  Reprenons  l’hypothèse  de  la  valeur  finie,  mais  très-petite,  de  . 
l’angle  y,  formé  par  l’axe  de  rotation  et  par  l’axe  principal  des  x,.  J’ai 
déjà  remarqué,  art.  1 178,  que,  dans  ce  cas, p et  q devaient  être,  aussi , 
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(le  lirS'petites  quantités,  mais  il  peut  se  faire  qu'elles  ne  reilciit  pas 
toujours  dans  cet  éiat  de  pelilesso,  comme  elles  restent  dans  l’état  de 
zéros  absolus,  lorsqu’une  fois  elles  y sont  réduites,  ce  (|ui  donne  lieu 
à un  examen  important. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  des  variations  de  l’angle  y , 
tiennent  à la  miture  de  la  quantité  n'  qui,  art.  1 173,  (‘quation  (4),  a, 

1 / I /(C— ^)(C— /é) 

pour  valeur,  « =:/i  1/  '‘JiB 1’^'' 

ré'clleou  imaginaire.  Si  elle  est  réelle  les  fonctions  révolutives  sin.(«'/ 4- c) 
et  cos.  (n'/4-c)  ne  |>ourront  pas  excéder  certaines  limites,  quel  que 
soit  la  valeur  du  tem|M  /,  et  si  elles  sont  petites,  dans  leur  état  initial, 
elles  continueront  à l’ètre  pendant  la  durée  du  mouvement;  et  il  en  sera 
de  même  des  quantités  p et  q,  qui  leur  sont  proportionnelles. 

Mais,  si  n'  est  une  quantité  imaginaire,  ce  qui  arrivera  lorsque  C — A 
et  C — ü ne  seront  pas  de  même  signe,  on  ne  pourra  mettre  les  valeurs 
des  sinus  et  des  cosinus,  de  l’arc  imaginaire  n'  t,  sous  des  formes  réelles, 
(jue,  par  des  expressions  exponentielles,  dans  lesquelles  les  exposants 
variables  seront  proportionnels  au  tem|)S  t)  ces  exponentielles  et  les 
valeurs  de  p et  q , i|ui  les  renferment , |>ourront  donc , quelque  petites 
qu’elles  soient,  au  commencement  du  mouvement, devenir,  pendant  la 
durée  de  ce  mouvement,  indé-nniment  grandes. 

1178.  On  tire,  de  ce  qui  précède,  d(‘s  cons(?quenc(?8  curieuses  relatives 
aux  conditions  qui  établissent  la  stabililé  ou  la  non  stabilité  du  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  principal.  La  stabilité  a lieu  lorsque 
cet  axe  principal  est  parmi  les  trois  axes  principaux , passants  par  le 
|X)int  fixe,  celui  qui  correspond  au  plus  grand  ou  au  plus  petit  moment 
d’inertie;  la  non  stabilité  a lieu  pour  l’axe  correspondant  au  moment 
d’inertie  moyen  entre  les  deux  autres.  En  effet , supposons  qu’un  des 
axes  principaux  soit,  d’abord,  l’axe  de  rotation,  et  doive,  par  consé- 
quent, art.  1 174, se  maintenir  te(,  pendant  un  temps  indéfini;  concevons 
ensuite  qu’une  force  vienne  occasionner  un  léger  dérangement  dans  l’état 
du  corps,  de  manière  à faire  varier,  d’une  quantité  extrêmement  petite, 
la  |>osition  de  l’axe  de  rotation.  L’angle  formé,  par  ce  nouvel  axe  et  par 
l’axe  principal  dont  il  s’est  s(  paré,  que  je  suppose  être  l’axe  des  z,,  sera 
très -petit  au  moment  de  la  séparation  et  se  maintiendra,  dans  son  état 
de  petitesse,  si  on  a 

et  C'y>B,  ou  Cc^A  et  C^B 
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parce  qu’alors  n'  sera  ré«>lle  ; mais  cet  angle  sera  susceptible  d'augmcH' 

t.Ytions  iiidcniiies,  si  on  a 

OA  et  C<B,  ou  C<A  et  OB, 
parce  qu’alors,  n'  prendra  une  valeur  imaginaire. 

1179.  On  a employé,  dans  les  articles  précédents,  des  valeurs  de 
P et  q qui  ne  sont  censées  données  que  par  approximation , et  il  est 
bon  de  prouver  que  cette  circonstance  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur 
la  stabilité  du  mouvement  de  rotation  autour  des  axes  du  plus  grand  et 
du  plus  petit  moment  d’inertie.  Reprenons  les  équations  (a)  de  l’ar- 
ticle itSy, 

Cl*  + Bq*  + A P*  + =/l» 

C*r*  B*  q*  A* P* — h* 

et  aprî's  avoir  multiplié  la  première  par  C,  retranchons  le  produit  de 
la  deuxième,  nous  aurons 

A{A—C)p*JfB{^B—C)q*=k*  — Ch* 

Si,  <1  un  instant  quelconque,  les  quantités  p*  et  q*  sont  tri-s- petites, 
et  que,  par  conséquent,  k ce  même  instant , art.  1 144,  équations  (6), 
l’axe  instantané  de  rotation  soit  très-rapproché  de  l’axe  des  la  valeur 
de  la  constante  Ir — CA*  devra  être,  aussi,  très-petite,  ce  qui  suppose 
que,  dans  tous  les  changements  dont  Z’  et  7 sont  susceptibles,  la  quan- 
tité A {A — C)  P*  + B (B  — C)  q*  est  assujettie  à la  même  condition; 
mais  cette  condition  exigera  nécessairement  que  p et  q soient  cons- 
tamment très- petits,  si  A — C et  B — C sont  des  quantités  de  même 
signe,  jHiisqu’alors  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  sera 
entièrement  positif,  ou  entièrement  négatif  ; donc  , dans  ce  cas  , 
qui  rend  l’axe  des  s,,  axe  du  plus  petit  ou  du  plus  grand  moment 
d’inertie,  cet  axe,  et  l’axe  instantané  de  rotation  seront  toujours  tri-s- 
rapproché-s  l’un  de  l'autre,  les  quantités  p et  q ne  pouvant  excéder  les 

, . h — Ch*  k*  — Ch*  , . . 

valeurs  respectives  et 

Cet  état  de  choses  ne  sora  plus  le  même  si  A — C et  B — C ont  des 
signes düTérents,  c’est-à-dire,  si  le  moment  d’inertie  C,  qui  se  rapporte 
à l’axe  t,j  a une  valeur  moyenne  entre  celles  de  A et  Bj  dans  ce  cas, 
la  petite  quantité  k*  — Ch*  sera  égale  à la  dilTércnce  entre  A (A—C)  p*. 
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et  B{B — y?  et  7 pourront  être  îles  quantités  d'une  grandeur 
quelconque,  conrormément  à ce  qui  a été  dit,  art.  1 177,  vu  que  l’excès 
d’une  quantité  sur  une  autre  est  indépendant  des  valeurs  absolues  de  ces 
quantités. 

1180.  La  théorie,  exposée  depuis  l’art.  11 14,  contient  ce  qu’il  est 
essentiel  d’apprendre  pour  se  préparer  à l’étude  des  parties  de  l’astro- 
nomie physique  qui  traitent  du  mouvement  des  corps  célestes,  en  avant 
égard  à leurs  figures  et  à leurs  grandeurs;  on  peut  aussi  tirer  un  parti 
fort  utile  de  cette  théorie,  pour  des  recherches  qui  intéressent  la  phy- 
sique en  général  et  les  arts,  parmi  lesquelles  je  me  bornerai  U citer 
celles  qui  concernent  les  mouvements  des  corps  flottants. 

Le  célèbre  Lé'onard  Euler  est  te  premier  qui  ait  donné  une  solution 
complète  du  problème  du  mouvement  d’un  corps  solide,  dont  Dalemhert 
s’est  beaucoup  occupé.  L’analyse  de  ce  problème  a été  perfectionnée 
par  les  illustres  auteurs  de  la  Méeaniqut  analylique  et  de  la  Mc- 
canique  ciltslr,  et  l'on  doit,  au  dernier,  les  simplifications  remar- 
quables résultantes  de  l’introduction  du  plan  invariables  cette  même 
analyse  a été  présentée,  avec  beaucoup  d’ordre  et  de  clarté,  dans 
l’excellent  traité  de  mécanique  de  M.  Poisson , dont  j’ai  suivi  la  marche 
d’exposition  et  de  calcul,  depuis  l’art.  1 14a. 

Les  élèves  qui  ne  seront  pas  è |)ortée  de  se  procurer  les  ouvrages 
d’Euler,  et  qui  voudront  s’exercer  tant  sur  le  problème  général  que 
sur  les  diverses  questions  de  détail  qui  y sont  relatives,  pourront  lire 
les  deux  mémoires  que  j’ai  publiés  en  1799  (an  7)  et  180a  (an  10), 
dans  les  sixième  et  onzième  cahiers,  (tomes  II  et  IV)  du  Journal  de 
l’École  Polytechnique.  En  réunissant,  au  premier  mémoire,  le  §.  XI  du 
deuxième,  on  a une  solution  complète  du  problème,  dans  laquelle  le 
plan  invariable,  ou  plan  principal  des  moments,  se  trouve,  implici- 
tement, employé  (tome  IV,  page  184  et  suivantes).  Les  dix  premiers 
paragraphes  du  denxième  mémoire  sont  ceux  qui  renferment  les  ques- 
tions de  détail,  et  c’est  par  ces  paragraphes  qu’il  est  convenable  de 
commencer;  on  continuera  par  les  huit  paragraphes  du  premier  mé- 
moire, et  on  terminera  la  lecture  par  le  onzième  paragraphe  du  second. 
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Obscrvalioiii  sur  rapplicûlion  de  U tlirorie,  eiposée  clans  les  chapitres 
précédents,  au  mouvement  d'un  corps  libre. 

ii8i.  L’applicalion  de  la  tht'orio  exposée  dopuU  l’art.  1142  au  cas 
d’un  cor|M  libre  est  manifeste;  s’il  s’agit  d’un  mouvement  imprimé  en 
vertu  d’une  imptilsion  initiale,  la  division  des  phénomènes  à examiner 
et  l'ordre  à suivre,  dans  la  solution  du  problème,  sont  clairement  in- 
di<)ui-E  dans  l’art,  i laô;  on  détermine  d’abord  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  comme  si  l’impulsion  était  dirigée  sur  ce  centre  et  que  toute 
la  masse  du  cuqis  y fut  rassemblée.  On  traite,  ensuite,  le  mouvement 
des  points  du  corps  autour, du  centre  de  gravité  sans  égard  au  mou- 
vement de  ce  centre,  ou  de  la  même  manière  que  s'il  était  immobile, 
par  les  métliodes  exposées,  art.  1 iSy  et  suivants. 

'1182.  Les  actions  que  les  diverses  parties  du  corps  solide  exercent 
les  unes  sur  les  autres  n’ont,  dans  .aucun  cas,  art.  1 1 18,  d’influence  ni 
sur  le  mouvement  de  translation  ni  sur  le  mouvement  de  rotation. 
De  plus,  si  le  corps  solide,  après  avoir  reçu  l’impulsion  initiale  est, 

* pendant  la  durée  de  son  mouvement  soumis  à des  forces  extérieures 

♦ qui  exercent  des  actions  continues  sur  chacun  de  ses  points  , et  que 
la  résultante  de  toutes  ces  forces  passe  toujours  par  le  centre  de 
gravité,  l'indépendance  du  mouvement  de  ce  centre  et  du  mouvement 
de  rotation  ne  sera  point  dérangée , conformément  â ce  qui  a été 
démontre,  art.  1114  et  suivants;  le  premier  mouvement  se  détermi- 
nera, en  ayant  égard  aux  actions  des  forces,  par  les  équations  de  l’ar- 
ticle 1120  et  suivants;  le  second,  dû  uniquement  à l’impulsion 
initiale,  sera  traité  par  les  princi|>es  établis,  art.  ii53  et  suivants, 
comme  si  le  corps  n’éprouvait  l’action  d’aucune  puissance,  et  que  son 
centre  de  gravité  fut  un  point  flxe. 

Ce  cas  est  celui  des  corps  Uncés  près  de  la  surface  de  la  terre,  dont 
les  dimensions  sont  si  petites  par  rapport  k celles  du  sphéroïde  terrestre, 
que  les  différences  des  attractions  exercées  sur  ses  différents  points,  à 
raison  de  leurs  différentes  distances  aux  centres  des  forces , peuvent 
être  comptées  pour  rien. 

Il 83.  Il  y a une  inflnité  d’autres  cas  compatibles  avec  les  mêmes 
conditions.  Ainsi,  par  exemple,  une  action,  comme  celle  du  soleil  sur 
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les  planètes,  exercée  sur  une  sphère,  ou  hoin  igènc,  ou  c.ornpnsée  de 
couches  excentriques,  dont  les  densités,  variables  de  l’une  à l’autre; 
sont  constantes  dans  chaque  couche,  ne  troublera  point  le  mouvement 
de  rotation,  parce  que  la  résultante  de  toutes  les  attractious  epiercécs 
sur  les  diveis  points  de  la  sphère,  passera  toujours  par  son  centre  de 
ligure  et  de  gravité,  quoique  les  poinls  les  plus  près  du  soleil  soient 
sensiblement  plus  attirés  que  les  autres.  Il  en  serait  de  même  d’un 
solide  dont  tous  les  moments  d’inertie,,  rapportés  à des  axes  passant 
par  le  centre  de  gravité,  seraient  égaux,  (solide  qui  peut  avoir  une 
figure  très- dilTérente  de  celle  de  la  sphère^  d’un  solide  de  révolution 
homogène  , ayant  reçu  une  impulsion  initiale  dirigée  dans  un  plan 
peqiendiculairc  à l’axe  de  figure,  qui  .renfermerait  son  centre  de  gra- 
vité et  le  centre  d’action,  et  (|ui  ser.ût  supposé  partager  ce  solide  en 
deux  parties  égales  et  semblables,  etc.  Ij'  mouvement  de  rotation  des 
trois  espèces  de  solides  dont  je  viens  de  parler,  étant  dd  à une  im- 
pulsion initiale  , sera  constamment  uniforme,  l’axe  de  rotation  con- 
servera son  parallélisme. 

1184.  Ce  parallélisme  sera  maintenu  dans  les  deux  première  solides, 
quoique  l’axe  de  rotation  ne  soit  pas  perpendiculaire  à lu  ligne  menée 
du  centre  de  gravité  au  centre  d’action;  il  ii’en  sera  |vis  de  même  du 
troisième  s’il  n’eît  pas  sphérique  ; son  axe  étant  sup)Hisé  oblique  sur  la 
ligue  des  centres,  la  résultante  des  actions  qu’il  éprouvera,  ne  passera  par 
son  centre  de  gravité,  que  dans  des  circonstanres  particulières,  et  le 
parallélisme  de  l’axe  de  rotation  sera  dérangé.  C'est  le.  cas  de  la  terre 
dont  l’axe  et  l’t^uatrur  éprtuivent  des  peiiurbations  auxquelles  sont 
dus  les  phénomènes  connus  sons  les  noms  de  precession  des  ci/iiino.ret 
et  de  nu  talion  de  t'aie  de  ta  tcnc}  ces  phénomènes  sont  produits 
par  les  actions  combinées  du  soleil  et  de  la  lune,  mais  la  seule  action 
du  soleil  , et  l’obliquité  de  l’axe  de  la  terre,  sur  le  plan  de  l’écli- 
ptique, suiriniient  pour  occasionner  des  jK-rturbatious  dans  le  parallé 
lisiiie  de  cet  axe. 

1185.  Dans  les  cas  particuliers  de  l’art.  Ii83,  quoique  les  forces 

puissent  être  fonelions  des  distances  de  leurs  centri-s  d'aelinns  aux 
points  sur  lesquels  elles  ag  ssent,  toutes  les  circonatanres  du  mouve- 
ment, tant  uniforme  <jue  varié,  du  centre  de  gravité,  seront  détermi- 
nables par  les  équations  (3)  de  l’art.  1 120,  les  forces  ij"  ,f"  > ou 
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leurs  «Univalentes,  qui  animent  les  dilTérentes  molécules  du  corjw, 
étant  supposées  appliquées  à ce  centre;  et,  dans  cette  détermination, 
on  n’aura  aucun  égard  aux  mouvements  des  molécules  du  corps,  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés  qui  passent  par  le  centre  de  gravité, 
et  qui  sont  parallèles  aux  trois  pians  fixes. 

Mais  les  cas  dont  je  viens  de  parler  sont  des  exceptions;  en  général, 
si  les  forces  qui  émanent  de  jKjints  extérieurs,  fixes  ou  mobiles,  et  qui 
agissent  sur  les  molécules  du  corps,  et  si  les  actions  de  ces  molécules, 
elles-mêmes,  sur  des  points  situés  hors  du  corps,  également  fixes  ou 
mobiles,  sont  fonctions  des  distances  entre  les  centres  d’où  émanent 
les  forces  et  les  actions,  et  les  points  sur  lesquels  elles  s’exercent,  et 
que  les  dimensions  du  corps  ne  puissent  pas  être  regardées  comme  in- 
finiment petites,  par  rapport  fi  ces  distances,  dès-lois  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre 
ne  sont  plus  indépendants;  en  eflet,  les  changements  des  distances  et 
des  positions  respectives  des  points  altirts,  par  rapport  aux  points  at- 
tirants, étant  les  résultats  et  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  du 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre,  ce  dernier  mouvement 
doit,  dans  le  cas  général,  avoir  un  effet  sur  l’intensité  et  la  direction, 
instantanées , de  la  résultante  générale  des  forces  supposées  appli- 
quées au  centre  de  gravité;  de  là,  la  liaison  entre  les  deux  mouve- 
ments de  translation  et  de  rotation. 

Du  mouvement  d’un  corps  solide  sur  un  plan  fixe. 

1 186.  Je  suppose  que  la  surface  du  corps,  assujetti  à se  mouvoir  sur 
un  plan  fixe,  est  continue , et  que,  pour  une  position  donnée  de  ce 
corps,  celles  de  tous  les  points  de  sa  surface  sont  calculables  par 
une  équation  entre  trois  variables;  dans  ce  cas,  les  déterminations 
générales , relatives  à son  mouvement,  peuvent  être  ramenées  à des  con- 
sidérations pareilles  à celles  qu’on  a employées  pour  ramener  les  pro- 
blèmes du  mouvement  d’un  point  matériel  sur  une  ligne,  ou  une  surface, 
à ceux  du  mouvement  libre. 

En  effet  le  corps  devant  être  continuellement  en  contact,  avec  le  plan, 
par  un  des  points  de  sa  surface,  il  y a,  à ce  point,  une  action  du  corps 
sur  le  plan,  et  une  réaction  du  plan  sur  le  corps;  cette  dernière  peut 
être  considérée  comme  une  des  puissances  auxquelles  ce  cori»  est  soumis, 
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dont  l’Intensité  n’est  pas  donnée  immédiatement , mais  (|u’on  sait , 
a priori,  être  normale  à la  surface  du  corps  , et  agir  dans  un  sens 
d’action  tel  qu’elle  tend  à pousser  son  point  d’application  dans  ce  corps; 
on  peut  donc,  en  prenant  son  intensité  pour  une  des  inconnues  du  pro- 
blème, et  l’introduisant  dans  l’analyse,  considérer  le  corps  comme  libre, 
et  si  ce  corps  est  dans  les  cas  indiqués  aux  art.  1 182  et  1 183,  les  équations 
du  problème  seront  établies  d’après  la  condition  de  l’indépendance  entre 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  centre. 

Mais  ces  équations  renfermeront , en  général,  quatre  inconnues,  qui 
n’existaient  pas  dans  les  équations  du  mouvement  libre,  savoir  l’intensité 
de  la  réaction  normale  qui  a lieu  au  point  de  contact,  et  les  trois  coor- 
données de  ce  point;  on  aura,  pour  compléter  le  nombre  des  équations 
qui  deviennent  nécessaires,  eu  égard  à ces  nouvelles  inconnues,  l’équation 
du  plan,  celle  de  la  surface,  et  deux  équations  qui  expriment  que  l’un 
est  en  contact  avec  l’autre. 

1 187.  Je  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  plan  fixe  est  le  plan 
des  et  a repiésentant  les  coordonnées  des  points  du  corps, 

je  désigne  par  x,  ,jr, les  coordonnées  des  mêmes  points  par  rapport 
aux  plans,  mobiles  avec  le  corps,  qui  renferment  les  trois  axes  principaux 
passant  par  le  centre  de  gravité,  les  coordonnées  de  ce  centre,  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  fixes  des  x,  y et  a,  étant  a,  b,  c.  Si 
on  conçoit,  qu’à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  trois  axes  res- 
jjectivement  parallèles  aux  axes  fixes  des  x,y,  z se  coupent  au  centre 
de  gravité,  en  prenant  ce  centre  pour  origine,  les  coordonnées  des 
points  du  corps,  rapportées  à ces  nouveaux  axes,  seront,  au  même 
instant,  x — a , y~—b , z — e,  et  on  aura,  art.  liSÿ,  entre  ces  trois 
coordonnées  et  x,,y,,  z,,  les  relations 

!x—a  = a,x,  + g^y,  -f-  y,  z, 
y-^b  = a„x,  -I-  g„y,  -^  z, 

1x,  = a,(x~a)  -f  a„(y~b)  -f  u,„(z  — c) 
y,z=g,(.T-^a)  + g,,(jr—b)  + g,„{z  — c) 

Les  quantités  <x,  g,y,  de  dilférents  accents,  ayant  la  métjic  signification 
qu’à  l’article  cité. 
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u88.  Soit  Z<  = o l’êqualion  de  la  surface  du  corps,  rapportée  aux 
plans  coordonnés  qui  renferment  les  axes  princi|}aux  passant  |>ar  le 
centre  de  gravité,  L sera  une  fonction  des  variables  s,;  si  on 

considère  le  corjK,  au  moment  où  il  a une  certaine  position  sur  le  plan, 
on  peut  avoir  l’équation  de  sa  surface  rapportée  aux  coordonnées 
TjjTiZ,  en  suiKtituant,  dans  L,  z,,  leurs  valeurs  en 

données  par  les  équations  (a)  de.  l'art,  précédent,  et  attribuant  aux 
cosinus  a,,  aL,,,  etc.  et  aux  coordonnées  a,  c,  les  valeurs  convenables 
au  moment  dont  il  s’agit;  chacune  de  ces  quantités  varie,  d’un  ins- 
tant à l’autre,  en  grandeur  absolue,  mais  la  forme  de  la  fonction  à 
égaler  à zéro  ne  dépend  que  de  la  forme  du  corps. 

L étant,  par  les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  devenue  une 
fonction  iiex,j-,  s,  et  supposant  que  x',  j'',  s',  sont  les  coordonnées 
générales  du  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  a,  jwur  coordonnée, 
et  X,  les  axes  des  x' , j-' , j',  ayant,  d’ailleui~s,  le  même  point 
commun  d’intersection , et  les  mêmes  directions  que  ceux  des  x,  j',  z, 
on  a,  par  les  formules  de  la  géométrie  analytique. 


( . (a'-x ) -b ^ (y-^)  + (x'_x)  = O 


au  point  où  le  cor|>s  se  trouve  en  contact  avec  le  plan  des  x j-,  sur 
lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir  on  a x'  = o,  et  z—.o,  l’angle  formé 
parole  [ilan  langent  et  |iar  le  plan  des  xj^  est  pareillement  nul , et  les 
formules  de  la  géométrie  descriptive  donnent,  dans  ce  cas. 


(a). 


/ dl.  dL 

[dj  dx 


L est,  ici  , supposée  fonction  de  x et  z}  mais  les  variables 
x,,_y-f,  I,,  sont  aussi  des  fonctions  de  x,  J',  z,  ceiqui  donne,  en 


général , 


dL 

dL 

dr. 

dy, 

dL 

d^ 

dx 

r dx,  ■ 

dx 

‘fy,  ■ 

dx 

+ -ZT 

dx 

dL 

dL 

dx. 

dL 

J. 

dy, 

dL 

dz. 

dj 

dx,  ' 

dj 

dj, 

dy 

^ dz. 

■ dy 

et  on  a,  par  les  équations  (ï),  de  l’article  précédent. 
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(6) 


^Y, 

dx 


A 

dx 


dx 

• Jèl  -, 

dj  dy 

en  se  rappelant  que  toutes  ces  valeurs  se  rapportent  à un  instant  dé- 
terminé, auquel  correspondent  des  valeurs,  pareillement  déterminées, 
de  a,,  JL„,  etc.  a , h et  c. 


d:, 


J.es  valeurs  =o  et-^^  = o,  données  par  les  équations  (a)  et 
djr  dx 

celles  de  — etc.,  données  par  les  précédentes,  étant  suhsti- 
dx  dx 


tuées  dans  les  équations  (3)  les  changent  en. 


(6). 


1 

^ dL 

+ /V  ( 

dL  \ 

V ) 

. ‘Ly,  ) 

( dL  '' 

1 + ^/i 

f dL 

r dL  \ 

V.  dy. 

calculeront , en  prenant  la  fonc- 


tion L J dans  son  état  primitif,  c’est-à-dire,  composée  en  x,,y,  et  3,. 

Les  éijuations  (6)  qui  remplacent  les  équations  (a)  en  fotirnissent 
ainsi  deux  sur  les  tpiatre  dont  j’ai  parlé  à la  lin  de  l'art.  1 186.  On  en 
a une  troisième  en  considérant  qu'au  point  de  contact  du  corps  avec 
le  plan  sur  lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir , on  a c = o,  ce  qui  donne- 
d’après  la  troisième  équation  (i)  de  l’article  précédent, 

(?) cy  a,„x,y  y,„  a,  = o 

et  enfin  la  quatrième  équation  est  L — o,  les  quatre  équations  ayant 
lieu  ensemble  au  point  de  contact  du  corps  et  du  plan  fixe/ct  devant 
être  combinées  avec  les  équations  du  mouvement  dont  il  va  être 
question. 

1 189.  Je  supposerai  que  la  pesanteur  est  la  seule  puissance  exté- 
rieure qui  agisse  sur  le  corps;  ainsi,  après  l’impulsion  initiale,  les 
modifications,  qu’éprouve  son  mouvement,  sont  le  résultat  de  l’action 
de  cette  puissance  et  de  la  résistance  du  plan  fixe  , rt-sistance  que 
je  désigne  par  R et  qui  doit  être  considérée  comme  une  force 
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appliquée  au  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  surface  du  corps, 
dans  une  direction  normale  à la  surface,  et  avec  un  sens  d’action  en 
vertu  duquel  son  point  d’application  est  poussé  vers  l’intérieur  du 
corps. 

Prenant  conformément  à ce  qui  a été  dit,  art.  1187,  le  plan  fixe 
pour  plan  des  xjr,  et  supposant  que  l’axe  des  x est  l’horizontale  passant 
par  l'origine  arbitraire  des  Xjj',  Zj  je  continue  à désigner,  par<ij  b,  c, 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  respectivement  parallèles  aux 
et  Z,  et  j’appelle  e l’angle  formé  par  le  plan  xj'  et  par  l’horizon; 
g représentera,  comme  à l’ordinaire,  la  force  accélératrice  due  à la 
pesanteur,  et  M sera  la  masse  du  mobile. 

On  aura  ainsi  les  expressions  suivantes  des  composantes  de  g prises 


parallèlement 

A l'axe  horizontal  des  x o 

A l’axe  des ^ ,^sin.  e 

A l’axe  des  s geos.e 


La  direction  de  la  résistance  fi  est  normale  au  plan  fixe,  et,  par 
conséquent  , jarallèle  à l’axe  des  z.  On  a donc  les  composantes  des 
forces  motrices  imprimées  au  corps  et  tendant  à faire  varier  la  vitesse 
de  son  centre  de  gravité 

f X,  O 

parallèlement  aux  < jy Afgsin.  e 

[ Z /i — bfgcos.  e 

les  forces  motrices  respectives , qui  ont  lieu  parallèlement  aux  mêmes 

,,  Mdiib  Mddc  I f 1 

axes  sont  M — ; — , -, , — -, — —et  il  faudra,  art.  1120,  poser 

dt^  ’ dtz  ' dl^  ' 


les  équations. 

(>) 


ddn 


il 

dl^ 

M 

ddh 

dt^ 

Mddc  _ , 

Mgi\n.  e 


d/^ 


les  intégrales  des  deux  premières  de  ces  équations  sont 


fX^OQgle 


(2) 
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f a=i//  + £ 

I ù = \gfli\n.t  + W t->r  E' 

Vf  E,  U'  et  E'  étant  des  constantes  arbitraires  dont  les  valeurs  dé- 
pendent de  la  vitesse  et  de  la  position  initiales  du  centre  de  gravité. 
Son  mouvement  horizontal , ou  parallèle  aux  x,  est  uniforme , son 
mouvement  parallèle  aux  est  uniformément  varié.  L’axe  desj'  est 
parallèle  à la  ligne  de  plus  grand*  pente  du  plan  fixe,  et  il  est  aise 
devoir  que  le  mouvement  dans  le  sens  parallèle  à toute  droite,  non 
horizontale,  tracée  sur  le  plan  fixe,  sera  uniformément  varié. 

1190.  La  direction  de  Ej  perpendiculaire  au  plan  fixe,  ou,  |>arallèle 
à l’axe  des  z,  forme,  art.  iiSç,  avec  les  axes  des  -r,,  j',  et  î,  des 
angles  qui  ont,  pour  cosinus  respectifs,  a,„,  6,„,  y„,\  ses  composantes 
respectivement  parallèles  aux  x,,jr,  et  z,  sont,  donc,  Ea,„, 

les  moments,  par  rapport  aux  mêmes  axes  ont  pour  valeurs 

et  3,  étant  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  fixe  et  la  surface 
du  corps  sont  en  contact;  ces  moments  sont  les  seuls  à Introduire  dans 
les  équations  (5)  de  l’art.  ii54  ])arce  que  l’origine  commune  des 
et  3,  étant  au  centre  de  gravité,  les  moments  des  poids  des 
molécules  du  corps  sont  nuis  par  rapport  à tous  les  axes  qui  passetst 
par  cette  origine. On  a donc  en  substituant, simplement,  à N'" , A"',  A", 
dans  les  équations  citées,  les  valeurs,  ci-dessus,  des  moment  de  K , 

( Adp  H-  (C— Æ)  qrdt=R{j,y,„—z,6,„\dl 

(P) •{  Bdq  + (y4  — C)rpdt=E(z,a,„—x,y„,)dt 

[ Cdr  + {B—^)/jqdl  = E{x,S,„  —y, a„,)dt 
À,  B,  C,  P,  y et  r ayant  la  même  signification  qu’à  l’article  cité. 

Exemple  de  l’application  dc<  formules  démontrées  dans  le  chapitre 
précédent, 

11 91.  Je  vais  supposer  que  Je  corps  pesant,  en  mouvement  sur  un 
plan  fixe,  touche  continuellement  le  plan  par  le  même  jioint  de  sa 
surface,  et  que  de  plus,  la  ligne  passant  par  ce  point  de  cont.act  et  par 
le  centre  de  gravité  est  un  axe  principal.  Euler  est,  je  crois,  le  premier 
qui  ait  donné  l’analyse  complète  de  ce  cas  de  mouvement,  dont  le  jeu 
de  la  toupie  présente  les  phénomènes,  ('/’/icor/Vi  motus  corponim  rigi- 
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dontm , XVII),  et  on  la  trouve  aussi,  très-bien  faite,  dans  l’ou- 
vrage de  M.  Poisson  ci-dessus  cité. 

L’axe  principal,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  par  le  point  de 
contact,  étant  pris  pour  axe  des  î,,  les  axes  princ  paux  des  t,  etj',, 
se  trouveront  sur  un  plan  perpendiculaire  <i  cet  axe  et  passant  par 
le  centre  de  gravité,  où  par  l'origine  commune  des  T,,y,et  z,, 
les  Z,  positives  étant  prises  du  côté  opposé  au  point  de  contact  par 
rapport  à cette  origine.  On  a donc,  relativement,  au  point  de  contact, 
en  désignant,  par  Â,  sa  distance  au  centre  de  gravité. 

(•) 1 ■r,  = o;j',  = o;  Z,  — — À 

et  ces  valeurs,  introduites  dans  les  équations  (P)  de  l’article  précédent, 
les  changent  en  , 

(Adp  -P  (C — B)ijrdl  = R?.6„,dt 
Bdq  -f  {A — C)rpdt  = — HÀtz,„dl 
Cdr  y {^B  — A)pq dr  = o. 

Si  on  suppose  que  la  position  initiale  du  centre  de  gravité  était  sur 
l’axe  des  3 ou  des  c,  on  aura  les  valeurs  initiales  n = o,  b = o,  qui 
rendent  milles  les  constantes  arbitraires  Eet  E' , dans  les  équations  (i) 
de  l’art.  1 189. 

De  plus  l’axe  des  s%  qui  passe  par  le  point  de  contact  et  par  le 
centre  de  gravité,  faisant,  avec  l’axe  des  z ou  des  c,  un  angle  qui  a 

pour  cosinus  y,„,  on  a c = Ày,„,  d’où  -^1=  valeur  à 

substituer  dans  la  troisième  équation  ( i ) de  l’art,  cité;  et,  on  aura, 
ainsi , d’après  les  é<iuations  (i)  et  (2)  de  cet  article, 

ia=Ut 

^ = s'O'  e + L"  / 

c = Ày,„ 

(4 ) n = Mfi  cos. f + 

1192.  Multipliant  les  i". , 2'.  et  3*.  équations  (2) , de  l’article  pré- 
cédent , respectivement,  par  <x,„,  faisant  la  somme  des 

équations  produits  et  réduisant,  on  a 

IA  I <J.,„dp  pdlirS„,  — qy,„)  \ 1 
+ I (>i,idq  qdt{j>y,„~m,„)\  l=o 
+ ^ 1 7n,dr-\ri  dt{qa.,„—p6,„)  j J 

multipliant 
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multipliant  encore  les  mêmes  équations,  respectivement,  par/^j  7 çt  r/ 
et  ajoutant  les  produits,  on  a 

(2) ^ P dp-\- B q dq -\-Crdr=  R X dli^p  S,„  — ^^,n) 

on  a, art.  i i5a,  = — dg„,^[py„,—  ra,„)  dt 

rfy,,,  = (7a,,, — P 6„,)dij  l'équation  (4) , de  l’article  précédent,  donne 
une  valeur  de  R,  et  ces  valeurs,  substituées  dans  les  deux  équa- 
tions (1)  et  (a),  donnent 

-^(<ï///<^;’+/''^‘ï,„)+B(iî’,„rf7H-7rftr,„)4-C(y,„rfr+rrfy,„)=o 
yipdp  -1-  Bqdq  -f-  Crdr— — XM 
et , en  intégrant , 

^ 7 + Cy,„  r=k  ' 

rJ..^  V* 

- I =A 


^rfy,„co8  e-f-X. 


^y//,rfrfy///^ 


rf/> 


1 içS.  J’ai  supposé,  au  mobile,  une  forme  quelconque,  le  problème 
n’étant  particularisé  que  par  la  Condition  d’avoir  constamment  le  même 
point  de  la  surface  du  corps  en  contact  avec  le  plan  fixe  ; on  |ieut  main- 
tenant faire  quelque  hvpotbèse  sur  la  forme,  qu’on  a d’abord  laissée 
indéterminée;  je  prendrai  le  cas  particulier  de  A — B,  qui  convient 
aux  solides  de  révolution  homogènes,  dont  l’axe  de  figure  passerait  par 
le  point  de  contact,  et  à une  .infinité  d’autres  solides.  , 

Dans  cette  hypothèse  la  troisième  équation  (2)  de  l’art.  1 191  , devient 
Cdr—o,  d’où  r=n,  en  désignant,  par  n,  la  constante  arbitraire;  et 
substituant  celte  valeur  dans  les  équations  (4)  de  l’article  précédent, 
on  a 


{II).... 


r—n 

+ '^///  7 ) + ^ " yn, = ^ 

^ (/’*+7* cos- f = A—  Cn» 


1194.  Soient,  comme  à l’art.  1187,  trois  axes  respectivement  pa- 
rallèles aux  .r,  et  s,  se  coupant  au  centre  de  gravité,  où  se  trouve 
I 53 
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l’origine  commune  des  x,,jr,  et  z,,  et  donnons  aux  lettres  yf/ , ^ tX.  ff 
la  même  signification  qu’à  l’art.  1140,  nous  aurons,  par  les  équa* 
lions  (i)  de  l'art.  ii5i. 


a„,  = sin.^sin.^,-  iT,„ =sin.^cos.^;  y,„=cos.^;  dy,„= — zia.ddff 
et  par  les  équations  (3)  du  même  article. 


zm.OàD.^  dit-  d0  t\n.0coi.^d\Jt — tio.^dû 

P= Tl Tl 


d’où 


(>)...• 


P “///  + 9 = 


et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (H)  de  l’article 
précédent,  on  a les  suivantes  où  on  a écrit,  simplement,  h au  lieu 
de  h — Cn*,  la  quantité  représentée  par  Cn*  pouvant  être  censée  com- 
prise dans  la  constante  arbitraire  qui  complète  l'intégrale. 


(a)....  { 


A sin.»  O Cn  cos.  A: 

dt  ' 

-|-.«ysin.»  -[-a^A/^os.f  cot.0=h 


dt^ 


ddi 

éliminant-^  entre  ces  deux  équations,  et  prenant  la  valeur  de  di , 
on  a, 

sin.  O (A*  + AjiflM  sin.»  ûy  dÛ 

(3) dt= - 

\A i\n.^0(h — 3^  Af^cos.  t cos.  ff) — (A  — Cn  cos.  0y  ['* 

et  la  valeur  de  t peut  être  obtenue  en  fonction  de  0 par  la  méthode 
des  quadratures.  Substituant  ensuite,  dans  la  première  des  équations  (2), 
pourrf/j  le  second  membre  de  l’équation  précédente,  on  aura,  par  la 
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m^me  méthode  des  quadratures,  en  fonction  de  enfin  remplaçant, 
dans  la  troisième  équation  (3)  de  l’art,  i iSi , r par  sa  valeur  n,  dt  par  sa 
valeur,  équation  (3)  ci-dessus,  et  d\l/  par  le  résultat  de  la  suixtiliilion 
de  cette  seconde  valeur  dans  la  i”.  équation  (2),  on  aura  une  équation 
entre  dp,  û et  dff  et  p pourra  encore  être  exprimé  en  fonction  de  0. 

La  détermination  des  phénomènes  du  mouvement  dépend,  comme 
on  a vu  précédemment,  de  la  connaissance  des  valeurs  de  vî’  et  0, 
correspondantes  à une  valeur  quelconque  du  temps  ou,  plus  géné- 
ralement, des  valeurs  de  trois  des  indéterminées  p,''’P,  0 et  i corres- 
pondantes k la  valeur  de  l’une  d'entre  elles;  or,  d’après  ce  qui  vient 
d’étre  dit,  on  a trois  équations  différentielles,  qui,  par  la  méthode  des 
quadratures,  donneraient  ces  valeurs;  la  détermination  demandée  ne 
dépend  donc  plus  des  considérations  propres  à la  dynamique , mais 
uniquement  de  l’analyse  qui , malheureusement , ne  fournit  pas  de 
moyens  pour  intégrer,  sous  forme  finie,  les  valeurs  de  dt,  dp  et  dp. 

Les  trois  constantes  par  lesquelles  on  compléterait  les  intégrales  qui 
donneraient  t,  p/  et  p en  foiKtion  de  0 , dépendent  des  valeurs  de 
■p , P,  0,  et  t,  k l’instant  où  le  mobile  est  mis  en  mouvement,  et  on 
peut,  toujours  à cet  instant,  supposer  r = o.  Quant  aux  constantes  U 
et  i/'j  qui  entrent  dans  les  valeurs  des  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité, (équations  (3)  de  l’art,  ii9i),et  aux  constantes  n,  h,  et  h , des 
équations  (H)  de  l’art.  1193,  lesquelles  entrent  dans  les  expressions 
de  dt,  dp!  et  dp  elles  dépendent  de  l’intensité  et  de  la  direction  de 
l’impulsion  initiale , donnée  au  mobile. 

1195.  l’angle  0 est  formé  par  l’axe  des  z,,  (l’axe  principal  du  corps 
passant  par  le  point  de  contact  et  par  le  centre  de  gravité)  et  par  l'axe 
dest  perpendiculaire  au  plan  fixe.  Soit  & la  valeur  initiale  de  cet  angle, 
et  posons  la  valeur 

(i  ) 0= 

On  aura,  au  premier  instant  du  mouvement,  tn=o,  et,  à un  instant 
quelconque,  d0=.do.  SI , dans  l’hypothèse  où  es  serait  un  angle  extrê- 
mement petit,  on  substitue  cette  valeur,  et  celle  de  0,  dans  l’équation 
(3)  de  l’article  précédent,  élevée  au  quarré,  et  qu’on  réduise  en  série 
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tiro^ 


la  valeur  de  tirée  de  celte  équation,  le  développement  sera  de 
la  forme 

do* 


(2)- 


dt* 


O*  etc. 


y,,  r„ , , etc.  sont  des  cocfTicicnts  constants.  Négligeant  les  puis- 

sances de  O supérieures  à la  deuxième , on  a 


(3) dt 

et  en  intégrant 

(4) /4-/K7  = arc 


do 


(.■_ >V/>  ® — *'>/  J y e*'  la  eo 

*'"■  Vv„*  -h  ^ V,„  J j arbi'rai'e- 


la  constante  / se  déterminera  par  les  valeurs  initiales  de  r et  de  ro, 
qui  peuvent  toujours  être  / = o et  ru=:o;  l’équation  précédente  donne 


(5) 

* Ht  V * nt  *'tn  J 

Si  C8tnégative,et,  parconséquent,|/ >•„, imaginaire,  sin.  (y  '+'K>v7/) 

se  transformera,  par  les  formules  connues,  en  exponentielles  réelles. 

Mais  si  est  réelle  et  que  et  j ~ -P  V soient  de 

*'///  V *'iii  J 

très- petites  quantités,  la  valeur  de  0 sera  constamment  renfermée 
dans  des  limites  très- resserrées , le  terme  variable  sin.  (/-!-/ 
étant  révolutif;  l’axe  principal  du  corps , passant  ptir  le  point  de  contact 
et  pur  le  centre  de  gravité  du  corps,  s’écartera  et  s’approchera,  pé- 
riodiquement, d’un  état  moyen,  et  ses  digressions  seront  d’autant  moins 
étendues  que  les  quantités  sus-mentionnées  seront  plus  petite*. 
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La  ligne  d’iiltcrsoction  du  plan  fixe  et  du  plan,  perpendiculaire  à 
l'axe  de  figure  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  aura,  autour  de 
la  perpendiculaire  au  plan  fixe  passant  par  ce  centre,  un  mouvement 
qu’on  détermine  en  remplaçant  0 dans  la  première  équation  (2)  de 
l’art.  1194,  par  sa  valeur  négligeant  s>*,  dans  la  substitution,  et 

mettant,  ensuite,  pour»,  sa  valeur  ci-dessus;  on  a,  par  ces  opérations, 

(6) d-4/  — a'dt-\-b'dt 

a'  et  b'  sont  des  coefFicients  constants,  et,  en  intégrant, 

(7) — 

^ * m 

/ est  la  constante  arbitraire. 

L’équation  rdt  — d<p  + cos.ûd\b,  (art.  i i5i  équations  (3)) , donnera 
une  valeur  approchée  de  l’angle  et  «ngles  0,  \fi  et  lÿ,  se  trou- 
veront, assignables,  en  fonction  du  temps;  un  aura  donc,  à chaque 
instant,  les  inclinaisons,  par  rapjiort  au  plan  fixe,  tant  de  l’axe  du 
corps  passant  par  le  point  de  contact  et  le  centre  de  gravité , que 
du  plan  perpendiculaire  à cet  axe  et  passant  aussi  par  le  centre  de 
gravité,  plan  qui  renferme  les  x,  et  y,.  On  a,  d'ailleurs,  par  les 
équations  (3)  de  l’art.  1191  , les  coordonnées  du  centre  de  gravité  à 
un  instant  quelconque,  et  le  problème  se  trouve,  ainsi , complètement 
ré-solu. 


Dans  le  cas  particulier  où  on  aurait  v,  = o et  >>„=o,  l’angle  a 
serait  nul,  et  la  valeur  de  0 constante;  l’axe  passant  par  le  point  de 
contact  et  par  le  centre  de  gravité,  formerait  donc,  alors,  un  angle- 
invariable  avec  la  perpendiculaire  au  plan  fixe.  On  aurait,  en  consé- 


quence, par  la  première  équation  (2)  de  l’art.  1198, 


di 

— — = constante , 
dt  ’ 


et  la  ligne  d’intersection  du  plan  fxe  et  du  plan  perpendiculaire  à 


Dvnauiqve  élémentaire. 
l'ajce  de  figure  du  corp*  passant  par  son  centre  de  gravité,  aurait,  autour 
de  la  perpendiculaire  au  plan  fixe,  |>assant  par  ce  centre,  un  mou- 
vement de  rotation  uniforme. 


Fin  DF.  LA  TROISIÈME  SECTION. 
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DE  DTNAMIQUE. 


SECTION  IV, 

QUI  TRAITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS 

ET 

DES  SYSTÈMES  DE  CORPS  DE  FORME  VARIABLE. 


Obicrvatîoo»  préliminairas. 

1196.  La  partie  de  la  mécanique  dont  je  vais  entretenir  les  élèves, 
offre,  aux  géomètres,  d’inépuisables  sujets  de  recherclies  et  de  médi- 
tations; les  efforts  qu’on  a faits,  pour  rendre  les  résultats  de  ces  re- 
cherches utiles  à l’astronomie,  et  aux  sciences  physico-mathématiques 
en  général,  ont  singulièrement  contribué  aux  progrès  des  méthodes  de  ' 
l'analyse  transcendante  ; mais  ces  méthodes  n’offVent  point  encore,  à beau- 
coup prés,  toutes  les  ressources  désirables  k la  mécanique,  quoique  celle-ci 
fournisse  les  équations  différentielles  de  tous  les  problèmes  relatifs 
aux  systèmes  tant  solides  que  fluides , problèmes  dont  les  solutions 
n’ont,  en  général , vu  les  bornes  actuelles  du  calcul  intégral , que  de? 
applications  limitées. 

Ces  solutions  peuvent  toujours  se  déduire  du  principe  du  mouvement 
exposé  et  démontré,  art.  io35  et  suivants,  au  moyen  duquel  la  mise 
en  équation  d’un  problème  de  mouvement  se  réduit  à une  énonciation 
de  conditions  d’équilibre;  elles  sont  aussi  obtenues,  dans  beaucoup  de 
cas,  d’une  manière  plus  facile  et  plus  immédiate,  par  l’emploi  d’autres 
principes  dont  j’ai  déjà  entretenu  les  élèves,  et  sur  lesquels  je  reviendrai, 
pour  les  présenter  et  les  démontrer  dans  toute  leur  généralité.  Ces  prin- 
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( ipcs  Süiu  CCH*  de  la  consen'aliQn  du  mouvemenr  du  centre  de 
Kravité , des  aires,  Aa  forces  vives  et  de  la  moindre  action;  les 
l'iêvcs  connaissent  déjà  l’usage  du  premier  , pour  des  déterminations 
iin|>oriantcs,  et  je  leurrai  fait  voh'  (|üelcjucs  applications  des  autres  à 
des  cas  particuliers. 

1 197.  On  considère,  ordinairement,  tes  cliangements  de  forme  d’un 

l'orps  ou  d’un  système  de  corps,  comme  opérés,  successivement,  par 
les  forces  même,  et  le»  résistances;  auxquelles  sont  dus  les  phénomènes 
du  mouvement  ; la  mécanique  pratique  offre  , cependant  , quelques 
questions  dans  lesquelles'on  a à examiner  les  modifications  du  mou- 
vement résultantes  ilc  changements  de  forme  qui  ne  sont  point  o|)érés 
par  les  forces  ; je  vais  donner  un  exemple  d'un  problème  de  cette  es- 
pèce, splptitttt  sera  unC;  additioti  utile  à la  t|>éorie  do  pendule 

composé,  exposée,  art.  1090  et  suivants. 

• •••  •- •«  •••  - 

Des  vnriations  cju’cprouTCiit  les  durées  des  oscillations  d'un  pendule  composé, 
lorsqu'on  déplace  une  partie  de  U masse  de  ce  pendule. 

1198.  J’ai  pubUc,  dans  le  volume  de  la  Connaissance  des  temps 

de  un  nx-moire  sur  un  Nouveau  moyen  de  régler  la  durée 

des  oscillations  du  pendule  (*),  en  employant  un  poids  curseur 
qu’on  fait  marcher  le  hmg  de  la  ligne  jïerpendiciilaire  â l'axe  de  sus- 
pension et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système  dt*s deux  corps; 


(*)  \f.  Petremand,  l'un  des  artistes  employés  dans  les  aUellcrs  du  célèbre 
horloger  M . Breguet , n remarqué  qu'en  ndaptarit  un  poids  curseurtt  la  verge 
d'un  pendule,  on  aeoélérait  le  mouvement  propre  de  ce  pendule,  lorsque  le 
poids  curseur  était  placé  entre  la  suspension  et  le  centre,  d'oscillation;. qu'il  y 
avait  une  position  correspondante  à un  mtutimum  d'accélération  ^ et  qu’au  dessus 
de  ce  point  de  plus  grande  accélération,,  dont  la  position  est  déterminée  théo- 
riquement dans  lo  teste,  on  rendait  les  oscillations  du  système  des  deux  corps 
plus  lentes  ou  plus  promptes,  respectivement,  suivant  qu'on  élevait  ou  qu'on 
abaissait  le  poids  curseur,  IVfTct  inverse  ayant  lieu  au-dessous  di^mème  point. 

Des  savants  auxquels  M.  Breguct  a fait  part  des  observations  de  M.Pclrcmand, 
ont  cru,  ax  premier  appercu , -que  cet  artiste  so  trompait  dans  le«  conclusions 
qu'il  en  tirait,  ce  q\ii  a détormitié  Breguei  à mo  prier  de  faire  un  examen 
théorique  de  U question , qui  peut  foureû  aux  élèves  ua  sujet  utile  d’exercice. 
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je  vais  démontrer  les  formules  et  les  théorèmes  que  j*ai  donnés,  sans 
démonstration  dans  le  mémoire  cité,  où  j'ai  exposé  quelques  propriétés 
du  pendule  com])osé  qui  n’avaient  pas  encore  été  remarquées;  voici 
l’énoncé  du  problème  à résoudre , 

Un  coq»,  solide  et  pesant,  oscille  autour  d’un  axe  fixe  horizontal; 
un  autre  corps,  solide  et  pesant,  peut  glisser,  par  un  simple  mouve- 
ment de  translation,  le  long  de  la  perpendiculaire  à l’axe  de  rotation, 
qui,  partant  de  cet  axe,  passe  par  le  centre  de  gravité  du  premier  coqw, 
et  sur  laquelle  perpendiculaire  le  centre  de  gravité  du  second  corps  est 
assujetti  k se  mouvoir.  Il  s’agit  de  trouver  les  formules  du  mouvement 
commun  du  système  de  deux  corps, applicablcsàuncposilionquelconque 
de  celui  dont  la  position  peut  changer. 

Soient 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  pendule  comjxosé 

séparé  du  cor|)s  curseur 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  corps  curseur 

La  distance  variable,  k l’axe  de  rotation,  du  centre  d’oscil- 
lation du  système  de  P et  //,  c’est-i-dire,  la  longueur  du  pen- 

dtile  synchrone 

La  distance , entre  le  même  axe  de  rotation  , et 


P 

F 

y 


le  centre  de  gravité 


{ 


de  P 
de  P . 


» 

X 


La  valeur  de  x correspondante  au  maximum  d'accélération, 
c’est-à-dire,  au  minimum  de  longueur  do^,  ou  du  pendule 

synchrone 

Valeur  de_y,  correspondante  à x = X 

Le  moment  d’inertie,  de  Pou  àep,  respectivement,  par  rapport 
à un  axe  parallèle  à l’axe  de  rotation  et  passant  par  le  centre 


de  gravité 


{ 


de  P 
de  P 


PJÎ> 

P k* 


En  désignant  par  a,  la  distance,  correspondante  à une  valeur  quel  r 
conque  de  x,  du  centre  commun  de  gravité  à l’axe  de  suspension,  et 
par  (P  -P p)  («,»  -f  A,*  J,  art.  1061 , le  moment  d’inertie,  du  systémè 
des  deux  masses,  rapporté  à l’axe  de  suspension,  on  a,  art.  loçp, 
I 54 


H ^ 


a P -\-xp 

P+p  ■ 


A^6 


Dynamique  élémentaire. 


A.» 


— !—  ; or,  art.  178,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici,  «,= 


et , art.  1061 , 

{P+P)  ("/’+*/*)  = + + 

+ faP-^pr 

' P + p 

diaut  substituées  dans  celle  de  j,  on  a 

^ TP  + Vp 


si  on  fkit,  pour  abréger. 


(»)• 


(a*  + A»)  + U-‘  = A^ 

P 


l'équation  ( i ) deviendra 


(3). 


a = B 


+ X» 


-ü'+ 


A^  q-  B'-^ 
B X 


fi  + X 

et  prenant  la  valeur  de  x enjj' 

(4).......  nr—ij±y^y^  + Bj—A* 

1199.  On  peut,  maint'eh'ant, ‘juger 'de  l’infliiende  qii*a,'sur'le  mou- 
vement ‘du  ‘pe’ndule  , le  déplàcémént ‘du  poids  curseur  p,  ou  la  va- 
leur de  X,  dans  l’équation  (3)  de  l’artlcle  préeédei)t;'si  on'fiiit,dans 
cette  équation,  x= + »,  on  aura  + so.  Ainsi  la  longueur  du 
pendule  synchrone,  n’a  point  de  limites  d’augmentation.;  mais  elle  en 

"uY 

a une  de  diminution  qu’on  trouve,  suit  en  faisant  — i — ~o,  soit  en 
T dx 

égalant  ,’à  séro,  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  'de  l’équation  (4) 
de  l’article  précédent,  ce  qui  donne, 

(.) '{  J-i.-ff±K3np3T.j 

• I . . 

Ainsi  -on  a deux  valeurs  de'x  qui  satisfolit  k la  condition  = 


savoir — B -p  Ï/'A*  + B*  et — (B  + I/'A*  + fi»)  ;la  première  suppose 
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que  le  ceutre  de  gravité  du  système  de  P et /;  est  au-dessous  de  l'axe 
de  suspension,  c’est-à-dire,  que  cç  système  jouit  de  la  stabilité , ou 
qu'écarté  de  la  position  d’<-quilibre  il  y reyient  et  oscille  de  part  et 
d’autre  de  cette  position;  la  seconde  valeur  suppose  que  le  centre  de 
gravité  du  système  est  au-dessus  de  l’axe  de  suspension;  dans  ce  cas  le 
système  n'a  pas  de  stabilité’,  si  on  l’çcarte  de  la  position  d’équilibre, 
il  continue  à s’en  éloigner  quelque  petit  que  soit  l’écart  initial. 

P 

On  aj'=  30,  au  point  de  l’axe  des  tç  qui  répond  à x= — B — a 


celui  où  il  faut  placer  le  poids  curseur  pour  <jue  le  centre  de  gravité  du 
système  se  trouve  sur  l’axe  de  rotation,  et  qui  partage,  en  deux  parties 
égales,  la  distance  entre  les  points  pour  lesquels  on  a les  valeurs 
1 = — B + ]/' Cl  .r==  — (fl  -|-  fl*);  de  part  et  d’autre 

de  ce  point  moyen,  des  valeurs  égales  de  x donnent  des  valeurs  égales 
de  J',  lesquelles,  après  avoir  passé  par  les  minima 

2{—ü  + 1/^A*  + B>)  et  —u(l3  ^ 

ont  ensuite  des  augtnentations  sans  bornes. 

laoo.  La  construction  suivante  mettra  dans  le  plus  grand  jour  les  Fig-  i3- 
propriétés  du  pendule  qui  a une  partie  de  sa  masse  mobile  le  long 
de  son  axe,  je  mène  deux  droites  K CK  et  K'CK'j  faisant  entre  elles 
un  demi -angle  droit,  et  je  suppose,  pour  plus  de  clarté,  la  ligne  KCK 
horizontale.  Entre  ces  lignes,  comme  assymplotes,  je  construis  l'hy- 
|>erbole  W fl.W,  qui  a,  pour  axe,  LÇL  et  dont  l’équation  est 

>7=  ^ — —,  en  désignant  par  ^ la  longueur  CG,  prise  sur 


une  assymptote,  et  par  n la  parallèle  GM  à l’autre  assymptote. 

Les  deux  branches  de  cette  hyperbole  donnerpnt  toutes  les  longueurs 
du  pendule  synchrone,  correspondantes  à des  ]>ositions  déterminées  du 
poids  curseur  p,  et  réciproquement;  voici  comment  on  les  obtiendra. 
On  tracera  une  ligne  droite  i^C.</ F,  qui  partage  en  (jeux  parties  égales 
toutes  les  verticales  comme  GV,  E'  E,  terminées  aux  deux  assym- 
ptotes,  ligne  qui  sera  un  diamètre  de  l’hyperbole,  et  menant  une  hori- 
zontale YAK  à une  distance  ifl'>/=fl,  au-dessous  de  l’horizontale 
KCK,  on  prendra,  pourpoint  de  suspension , l’iptersection  Aàc  Y AY 
et  F A F,  et  on  mimera  par  ce  point  ai  la  yctlicale  jr.^X,qui  repré- 


/ 
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smlcra  la  ligne  le  long  de  laquelle  le  poids  curseur  est  assujetti  à sc 
mouvoir,  dans  la  position  où  cette  ligne  se  trouverait  si  le  systtme  était 
en  repos.  Maintenant , soit  Ç une  position  3u  poids  curseur  p,  l’hori- 
zontale QM  sera  la  longueur  correspondante  du  pendule  synchrone; 

( y/»  -I-  11^  ) ]/~ï 


En  elTet  on  a,  par  hypothèse,  GM= 


CG 


et  GM=  ÇM—ÇG=  ÇM—ÇB=ÇM  — {AQ—yiB)  ; 

CG  = Gf'xyT  = QB'X]/'~^  + AB')xy~l 

substituant  ces  valeurs,  faisant  AQ  = x , et  remplaçant 

A B cX.  AB'  par  leur  valeur  commune  B,  on  a 

A^-\-B^ 


^_(x— Æ)= 


-B- 


B-\-x 


, valeur 


(x+B)y-, 
àejr  donnée  par  l’équation  (3)  de  l’art.  1198. 

Les  plus  petites  valeurs  de  jy,  ou  de  la  longueur  du  pendule  syn- 
chrone, correspondent  aux  points  S'  et  S"  où  la  courbe  est  rencontrée 
par  le  diamètre  FC  F,  puisque  ce  sont  les  deux  points  dont  les  abcissrs 
AU  et  Air  sont  les  moitié's  des  ordonnées  correspondantes  IIS'  et 
IFS",  condition  énoncée  par  la  deuxième  équation  (t)  de  l’article 
précédent.  A chacun  de  ces  naernes  points  S'  et  S" , la  tangente  de  la 
courbe  est  verticale. 

C’est  au  point  B'j  de  l’assymptote  horizontale,  qu’il  faut  placer  le 
poids  curseur  p pour  que  le  centre  de  gravité  du  système  soit  sur  la 
suspension  Aj  et  là  l’ordonnée se  confond  avec  l’assymptote;  cette 
ordonnée  diminue  ensuite  , de  part  et  d’autre,  dejniis  B'  jusqu’en  H 
et  en  W,  et  au  - delà  de  ces  deux  points  elle  augmente  indéfiniment. 

L'équation  de  l’hyperbole , rapportée  aux  coordonnées  rectangulaires 
CT=u,  TM—t,  parallèles  aux  axes,  est 

a(^»  -pg»)  U 


«>- 


on  a de  plus 


è=(K  2 — o| 

demi  'grand  axe  = 


/^-i  j 


~in 


^ demi-petit  axe=  ] a (A*+B‘)  (l/~i — j ) j • 
taoi,  I^s  élèves  pourront  voir,  dans  le  volume  de  la  Connaissance 
des  temps  de  1817,  ci-dessus  cité, comment  1a  théorie  exposée  depuis 
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Section  quatrième. 
l’art.  1 198  s’applique  1»  l’art  de  régler  les  pendules.  On  emploie  com- 
munément, pour  celte  opération,  des  vis  de  rapjiel  placées  au-dessous 
de  la  lentille,  et  qui  tournées,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  haussent 
ou  baissent  celte  lentille;  lorsque  la  suspension  est  à ressort,  la  vis  tient 
au  ressort  et  en  tournant  l’écrou  placé  au-dessus  du  pendule  on  hausse 
ou  on  baisse  sa  masse  entière  sans  être  obligé  de  l’arrêter;  mais,  dans  ces 
divers  mouvements,  une  variation  de  i"  en  un  jour,  ne  rt-pond  qu’Ii 
un  déplacement  du  centre  d’oscillation  de  — (environ  -4^)  de  milli- 
mètre, et  la  petitesse  de  cette  quantité  est  un  inconvénient , au  lieu 
qu’en  employant  un  poids  curseur  égal  à la  looo'  partie  du  poids  du 
pendule  , on  aura,  près  de  la  position  correspondante  au  maximum 
d’accélération,  une  marche  de  o”,  i de  ce  poids  curseur,  pour  pro- 
duire à peine  une  variation  de  ^ seconde;  près  de  la  suspension,  la 
même  marche  ne  donnera  qu’une  variation  d’environ  4",  ce  qui  pro- 
cure un  avantage  très -considérable  pour  la  commodité  et  la  précision. 

Meuvement  d'un  «yslêine  de  corp»  compote  d’un  corps  M , tournant  autour 
d’un  axe  fixe,  et  d'un  nombre  quelconque  de  corps  ",  assujettis  à se  mouvoir 
sur  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  gravité  du  corps  .tf  sur  l'axe  lix« 
de  rotation. 

1202.  Si  le  poids  cursettr  dont  il  est  queslion  dans  le  chapitre  pré- 
cédent n’était  pas  retenu  dans  la  position  arbitraire  eju’on  lui  donne  sur 
la  ligne  qu’il  peut  parcourir,  il  glisserait  le  long  de  cette  ligne  pendant 
que  le  |)endule  se  mouvrait  ; il  est  bon  d’examiner  cette  hypothi-se, 
et,  pour  en  rendre  l’examen  plus  instructif,  je  traiterai  le  cas  d’un 
nombre  indéfini  de  masses  ft,  placées  sur  la  pèrpendiculaire  menée,  du 


centre  de  gravité  de  3/,  à l’axe  de  rotation. 

Soient 

Le  moment  d’inertie  de  la  masse  A/,  par  rapport  à l’axe  de 

rotation K 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  menée  de  son  centre  de 
gravité  k l’axe  de  rotation a 


La  distance,  au  bout  du  temps  /,  d’une  des  masses  ", à l’axe 
de  rotation 


43o  Dy^amii^ue  êli^mevtaire. 

diirtancr,  «u  bout  du  temps  t,  d'une  des  mastes  à un 

plan  lixe  passant  par  l'axe  rotatiou 

^ distance  de  la  même  masse,  au  bout  du  temps  t , à un 
autre  plan  fixe,  perpendiculaire  au  précédent,  et  passant 


aussi  par  l'axe  de  rotation y 

f, 'angle  fonné  , an  bout  du  temps  t , par  la  ligne  a et  par 

• un  plan  parallèle  an  x et  à l’axe  de  rotation., et 

1a  vitesse  Angulaire  du  système,  au  bout  du  temps  t.....  ^ 

ijü  force  accf^ératrice  duc  à la  pesanteur g 


Fig-  14-  ÇÇ’  représente  la  coupe  du  corps  Af,  par  un  plan  vertical  perpen- 
diculaire à l'axe  de  ratation  et  passant  par  le. centre  de  gravité  C de  ce 
coq«;  J#  est  le  point  ou  le  plan  coupant  rencontre  l’axe  de  rotation; 
x/ X et  ^J  i'tont  deux  axes  rectangtita'M-es  sur  lesquels  se  comptent 
•respectivement  les  x et  les^y*^’  XCNS  est,  au  bout  du  temps  t,  la 
•position  de  la  droite  sur  laquelle  se  trouvent  tous  lc;s  corps  (t,  l’un 
desquels  est  placé  en  Nj  au  bout  du  temps  / -P  dt,  cette  droite  prend 
-la-position  j4  N'  S' et  le  corps  la  position  N'j  ainsi  on  a 


angle  XAS  = cj;  AC=za 
CB  = a sin. a;  AP  = x j AP'  = x + dx 
CD  = acoi.o};  NP—jyj  X’ P' —y -y  dy 
i2o3.  Je  vais  maintenant  examiner  les  phénomènes  du  mouvement 
qui  a lieu  au  bout  du  temps  t , et  cherclier  les  expressions  des  quantités 
qui  s’y  rapportent  et  que  j’introduirai,  ensuite,  dans  les  équations 
fournies  par  le  principe  général  du  mouvement. 

1-e  système,  et  par  conséquent  le  corps  M,  ayant  au  bout  du  temps  t 
une  vitesse  angulaire  ^ autour  de  l’axe  borizontal  de  rotation,  si  on 
désigne,  par  P,  le  moment,  rapporté  à cet  Axe,  de  la  force  capable 
de  produire , dans  la  seule  masse  M , considérée  comme  séparée  des 
masses  fi,  la  variation  d^,  qui  aura  efTectivement  lieu  dans  le  système, 
on  aura,  art.  1059, 


<■) 


L’un  des  corps  /u,  parvenu  au  point  iV,  au  bout  du  temps  a. 
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paralli'lement  aux  x et  auxj^j  les  vitesses  respectives  et  dont 

les  variations  efTcctives  sont  et  ÉiL. , représentatives  des  forces 

dt  dt 

motrices  et  Les  composantes  de  ces  forces  dans  le 

rf/»  dt^ 

sens  de  la  direction  du  mouvement  de  (x  et  dans  les  sens  N n'  et  Nn 
perpendiculaires  à cette  direction,  sont 


Compotantet 

d. 

dt' 


Compoaantes 

dr 


dans  le  sens  NS.. 
dans  le  sens  Nn'. 
dans  le  sens  NS.. 
dans  le  sens  Nn . . 


(iddx 

dl* 

fiddx 

dt* 

fiddy 


sin.  ® 


di' 

(*ddy 

dt» 


(“)•••■ 


On  a 


Somme  de»  ‘ 
composantes 
des  forces  \ 
<(|ui  ont  lieu 


dans 


le  sens'iVsj 


fi{ddxcw.  a-\^  ddyain.io) 

dt* 

perpendiculai-  '\,ft{dd  kcos.m  — r/r/xsin.  «) 


renient  k N S 


dt* 


ddx  = 


X = P cos.xj  { y = ^sin.  cj 
dx  — dçoat.a  — pdtntsun.a 
dy=  dç  s\n.a  + fdûj  cos.  « 

ddpcos.o — ^d (>dro sin. ttf 
1 — (tddros'w.o  — pdo*cos.ef 

{ddfi\n.e>-[-adpdaco».o 
^.pdda>  COB.  et — rpda*ùn^et 

'Moltipliantlapremière  et  la  deuxième  de  ces  équations  (3),  respecti- 
vement ,1*  par  cos.  <0  et  sin.  «u  et  faisant  la  somme  deséquafions  produits; 
‘ a®  parsin.  ot  et  cos.o,  et  retranchant  la  première  équation  piHjdttit  de  là 
deuxième , on  a les  deux  suivantes 


(3).... 


Dynamique  élémentaire. 


(4). 


j ddxcos.ca  -y  ddy%\n.oy~  dd ç — pda* 

( ddjrcoi.ci  — ddTÙa.{0  = 2.dçdci  f>ddca 


Ht  substituant  les  douxièmes  nicnibres  de  ces  équations  à leurs  pre- 
miers membres  dans  les  valeurs  (2),  on  a 


(5).... 


Somme  de» 

I Composantes 
des  forces 
motrices 
qui  ont  lieu 


danslesrns7V5|^ii£fc£^) 


d!^ 


perpendiculai-  ^ft(i.d(>d6t>-\-(}ddc)) 


Le  moment  de  la  somme  des  conqiosanles  perpendiculaires  à ÀVS, 
pris  par  rapport  à l’axe  de  rotation,  a pour  valeur. 


(6), 


/Af(zd(>dc3-\-pddc}) 

dï^ 


1204.  Il  faut  combiner  ces  expressions  avec  les  expressions  corres- 
pondantes relatives  aux  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système; 
et  je  vais  supposer  que  les  points  matériels  de  ce  système  sont  soumis 
ù la  pesanteur,  l’axe  de  rotation  et  l’axe  fixe  des  x étant  horizontaux; 
dans  cette  hypothèse  la  somme  des  moments,  pris  par  rapport  à l’axe 
de  suspension,  des  forces  motrices  imprimées  par  la  pesanteur  à tous 
les  éléments  de  la  masse  ilj  aura  |)our  valeur,  art.  277,  agM  cos.  aj 
et  la  somme  des  moments  des  forces  motrices,  imprimées,  parla  même 
puissance,  aux  masses  u,  sera  égale  ù j^’cos.  a S (up),  on  aura  donc, 
par  le  principe  général  du  mouvement , entre  ces  deux  moments,  et 
les  moments  (1)  et  (6)  de  l’article  précédent , l’équation 
, X + pddro) ( 


-gto%.ca  \aM  -y  ^ {up)  j 


le  signe  X désigne  une  somme  de  quantités  de  même  espèce,  dont 
chacune  appartient  h un  des  cor|)s  m) 

La  composante  de  l’action  de  la  pesanteur  sur  l’une  quelconque  des 
masses  p,  prise  dans  le  sens  de  la  ligne  sur  laquelle  cette  masse  est 
obligée  de  se  mouvoir,  n’a  aucun  effet  sur  les  autres  masses  p,  dont 
les  positions  et  les  vitesses,  initiales,  nç  sont,  d’ailleurs,  liées,  entr’elles, 
par  aucune  loi  nécessaire;  ainsi  on  doit  avoir  une  équation  particu- 
lière pour  le  mouvement  de  translation  de  chacune  des  masses  p le 

long 
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long  de  l'axe,  tenant  au  corp»  M,  sur  lequel  cette  masse  est  assujettie 
à se  mouvoir.  Celte  À|uatioii,  d’après  le  principe  général,  est  l’égalité 


k zéro  de  la  somme  des  composantes  , 

cette  dernière,  qui  est  la  i'®  com|X)sante  (5)  de  l’article  précédent, 
étant  prise  avec  un  sens  d’action  contraire  à celui  qu’elle  a elTecti- 
Vement;  on  a donc,  pour  chaque  masse,  ou  point  matériel,  u, 
ui^ddp  — (ida^^ 
dt* 


(»). 


^guixa.o 


Ainsi,  V étant  le  nombre  des  masses  ft,,  les  équations  ( i)  et  (a)  en 
représentent  un  nombre  y + i , au  moyen  desquelles  on  devrait  pouvoir 

déterminer,  en  fonctions  de  r.  lesv+i  inconnues^,  • 

' ° dl  dt  dt 


Mais  cette  détermination  présente,  en  général,  de  grandes  difficultés 
qui  tiennent  à l’imperfection  de  l’analyse. 

Il  est  bon  d’observer  que  l’équation  jKécédente  aurait  pu  être  ob. 
tenue,  immédiatement,  en  considérant  qu’à  un  instant  quelconque  la 


(orcc  motrice 


effective 


ndd  Q 
dt* 


SC  compose  de  la  force  centrifuge 


Il  -,  I 

ou  fÂ(>  ^ ~ , et  de  la  composante  ^«siii.c?,  de  la  pesanteur 

de  U.,  prise  dans  la  direction  de  la  ligne,  fixe  avec  le  corps  M , que  ft 
est  obligé  de  parcourir,  ce  qui  donne,  sans  calcul. 


a d d(! 
dit 


dat 

-^+,^.«sm.c 


ç’estfà-dire,  l’équation  ci-dessus. 

lioS.Désignant,  par iV,l» pression  normale  qu’exerce  un  des  corps /u,  p[g_ 
contre  l’axe  tenant  au  corps  M , le  long  duquel  ce  corps  ft  est  obligé 
de  se  mouvoir,  il  est  évident  que  cette  pression  est  égale  k l'eXcès  dé 
la  comjxrsante  ^^cos.o,  de  l’aaion  de  la  jiesameur,  perpendiculaire  k 
l’axe  dont  on  vient  de  parler,  sur  la  composante,  normale  k NS,  dont 
j’ai  donné  l’expression  (5) , art.  i2o3;  sjinsi  on  a pour  chaque  corps  ft, 
l'équation 

I 65 
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(..) n=f, 

Vileue  angulaire  et  conaerralion  dea  forces  vires  dans  le  cas  où  le  sjrst£me, 
mu  en  vertu  d'une  iuipulsiou  initiale , n'est  sollicité  par  aucune  puissance 
estérieurc. 


iao6.  Si  1rs  mouvements  des  corps  M cl  (t  sont  indépendants  de 
l’action  de  la  pesanteur,  condition  qu’on  obtient  en  rendant  vertical 
l’axe  de  rotation,  et  assujettissant  les  corps  ^ à se  mouvoir  sur  l’hori- 
zontale, menée  du  centre  de  gravité  de  M à cet  axe;  l’équation  ( ■ )> 
de  l’art.  1204,  deviendra,  dans  ce  cas,  qui  rend  g=o, 

(1  ). . . . Kddo-\-'E  \ft{^^pdçda-\-  ç'^dda)  j =0 
et  aura  pour  intégrale  par  rapport  au  temp 

dci\K\j:{nç^)\=^Cdt 
C étant  une  constante  arbitraire,  d’où 


do  C 

dt  X + 

C’est  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire;  si  à l’instant  où  on  a donré 
au  système,  l’impulsion  initiale  qui  l'a  mis  en  mouvement,  le  moment 


d’inertie  fl*)  et  la  vitesse  angulaire 


do 

HT 


ont  eu , pour  valeurs  res- 


pectives 2(_u(>o‘)  et  ^'ola  valeur  de  C sera  ÿo{X+ £(apa‘)  I , d’où 

K+£(/ufo^)' 


, . do 

(2)....-^ 


=8=«c- 


La  vitesse  angulaire, à un  instant  quelconque,  est  égale  au  produit  de 
la  vitesse  angulaire  initiale  par  le  rapport  entre  le  moment  d’inertie 
initial  du  système,  et  le  moment  d’inertie  considéré  au  même  instant. 

1207.  En  conservant  l’hypothèse  de ^=0,  qui  réduit  l’équation (2), 
de  l’art.  (1204),^  fii^ddp — pdo^)~o  , multiplions  cette  équation, 
par  d(),c\\e  deviendra  [li^dçddç — çdçda/^^ct  la  somme  des  équa- 
tions pareilles , qui  ont  lieu  pour  tous  les  corps  du  système,  sera 

( I ) 2^  \fÂ  {dpddp — çdpdo*  ) j = 0 

ajoutons,  à cette  équation,  le  produit,  par  do,  de  l’équation  ( i ) de 
l’article  cité,  nous  aurons,  dans  l’hypothèse  de 
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(2). . . .^\(i{d()ddp-\-ÿdpdo^-\-p*daddco  i 

-\-Kd<addo>  ) 

et  en  intégrant  par  rapport  aM  temps 

(3). . . . Z j /i(df*-\-p*da^)  j -\-Kdo}‘  = Bdl* 

B étant  étant  une  constante  arbitraire , qui  se  détermine  d’après  les 
valeurs  initiales,  des  distances  p,  des  vitesses  dans  le  sens  de  la  ligne 


perpendiculaire  k l’axe  de  rotation  sur  laquelle  les  masses  u sont  assu- 
jetties k se  mouvoir,  et  de  la  vitesse  angulaire  .c’est-kJire,  qu’ona 


Uy.,.B  = s(^f..^'^+^\K+Z(f.po^)  \ 


po  et  a>a  étant  les  valeurs  initiales  de  ^ et 

. et  ^ sont,  k un  même  instant , les  quarrés  des  compo- 
de^  dt^ 


santés  de  la  vitesse  absolue  de  respectivement  parallèle  et  perpen- 
diculaire  à une  même  ligne,  celle  sur  laquelle  fi  est  assujettie  à se 

mouvoir,  ainsi  ‘^‘”  -est  le  quarré  de  cette  vitesse  absolue, 

d 


rt  ^ ‘»f>  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 


corps  pareillement 


Kda* 

di^ 


est  la  somme  des  quarrés  des  vitesses  ab- 


solues des  molécules  du  corps  M,  c’est- k- dire,  la  force  vive  totale 
de  M.  Le  premier  membre  de  l’équation  (3),  divisée  par  <//»,  est 
donc  la  somme  des  forces  vives  de  tout  le  système,  qui  est  constante 
pendant  la  durée  du  mouvement , B étant  la  valeur  de  cette  somme 
de  forces  vives. 


Application  des  formules  précédentes  k quelques  exemples. 

1208.  Je  considère  d’abord  le  c^s  d’un  seul  corps  pt  mobüe  sur  la 
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ligne,  perpeadiculaire  à l’axe  de  rotation,  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  M , et  je  suppose  cet  axe  vertical,  ce  qui  permet  de 
faire  la  pesanteur  équations  (s)  de  l'art.  Jio6  et  (3)  de 

l’art.  1207,  deviennent,  dans  ce  cas,  en  représentant,  par  (7 la  quantité 
constante  1 

do  C 

. (i) ' dt 

/xdp*  + (A  /tp^)do^  = Bdl^ 

éliminant  dt,  entre  ces  deux  équations,  on  a,  toutes  réductions  fuites, 
l’équation  séparée. 


(2) do= 

qui  est  l’équation  polaire  de  la  courbe  décrite  par  le  corjts  a«. 

Si  on  élimine  do  entre  les  deux  équations  (i),  on  aura,  pour 
déterminer  les  phénomènes  du  mouvement  du  corps  fi  le  long  de  la 
ligne  perpendiculaire  à l’axe  de  rotation  , sur  laquelle  il  est  obligé  de 
se  mouvoir,  l’équation  suivante. 


(3) 


dt  — 


R i^K  fl  P*  ) — C* 


1S09.  Je  suppose,  maintenant,  que  le  nombre  des  corps  fi  est  quel- 
conque, et  que  le  cor|ts  M est  une  ligne  inflexible  horizontale,  dont 
la  masse  est  censée  = 0,  et  le  long  de  laquelle  ces  corps ju  sont  assujettis 
à glisser,  pendant  que  leur  système  tourne  autour  d’un  axe  vertical 
auquel  la  ligne  inflexible  est  fixée  4 l'origine  des  distances  p.  Un  peut 
encore  poser  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ; on  a,  par  hypothèse, 

A = o,  et  l’équation  (2),  de  l'art.  1204,  clouoe  , pour  un  corps  quel- 
conque 

( I ) . . . . ddp  — pdci^ 

les  équations  (2)  de  l’art.  1206  et  (3)  de  l’art.  1207  deviennent,  en 
conservant  la  lettre  C 


dt 
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(3) p^det')\=^BdP 

substituant , dans  (3} , la  valeur  générale  ùe  (>d<o^,  donnée  par  ( 1 ),  on  a 
£ j ft{df>^  pddp')\=B  dp 
et,  en  intégrant,  par  rapport  au  temps,  on  trouve 
parune  i"  intégration. .. . Si^ftpd  p)  — B t dt  ^Fd  t 
et  parune  2' intégration. . . . S{pp*)=^BP  + F/  + G 
F et  G sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  introduites  par  la 
double  intégration. 

Substituant,  pour  £ (^p>),sa  valeur  donnée  par  (a),  on  obtient 
finalement , 


{^)...,da 


Cdt 

Bp + Ft  + G 


équation  séparée  qui  donnera  le  mouvement  angulaire  du  système.  On 
a vu  précédemment  ce  qu’étaient  les  constantes  C et  B j la  valeur  de 

la  vitesse  correspondante  à t=o,  étant  l'ç,  on  a F=.iS{/jLpayo) 

etG  = £(^p»o). 

p'  et  p"  étant,  au  bout  du  temps  /,  les  distances  respectives,  à l’axe 
de  rotation,  de  deux  des  corps  u,  que  je  désigne  par  ft'  et  on  a, 
d’après  l’équation  (i) 

ddp'  — p'da*\  ddp/' ^ p" da>* 

d'où  on  conclut 

(5) p"ddp'—p'  ddp"==.o 

et  en  intégrant  par  rapport  au  temps, 

(6)  p"  dp' — p'  dp"  = C,  di  \ C,  e*t  l«  ooMlante  arbitraire. 

on  aurait  entre  la  même  distance  p'ct  une  autre  distance  p'",  au  bout 
du  temps  /,  , 

(7)  f'" — p'  dp"'=C„dt  ] C„  est  la  constante  arbitraire. 

et  on  déduit  de  (6)  et  (7) 


p"dp'~p'dpt'=^^{f'dp'~pfdp"') 
divisant  par  p'^  et  int^rant  : . . ' , 


F„,  «Il  la  constante  ia- 
Iroduite  par  rinlégration  j 
é///  et  f,n  dépendent  de 


438  Dynamique  £lém£ntairi;. 

On  aurait, pn  géni-ral,  pour  une  distance  f»(B)  quelconque. 


/î(»)  o" 

(®) =^C«)  ^ +/(») 

^(n)  et yjrnj  étant  des  constantes  par  rapport  au  temps. 
p" 

soit-^j-  = v!'j  d'où  d(>"=3p' , on  aura 

par  l'cquation  (6)..... — p'^d\l/  = C,dt (9) 


par  l’équation  (8). +/(»)) !*-(«o) 

on  peut  former  autant  d’équations , semblables  à cette  dernière,  qu’il 
y a de  corps  en  donnant,  dans  chacune,  à bfn)  et  f(n)  les  valeurs 
convenables;  et  le  dénominateur  p'*  sont,  généralement,  les  seules 
quantités  qui  leur  sont  communes;  faisant,  ensuite,  la  somme  de  toutes 
ces  équatipns,  on  a,  à un  instant  quelconque 

et  étant  des  constantes. 


Substituant,  dans  l'équation  (a),  pour  dt  sa  valeur' 
et  pour  la  valeur  qu’on  vient  de  trouver,  on  a 


p'^d\!/ 

~cT 


(>') '^«=17:; 


et  en  substituant  pour  de*  sa  valeur  (4) 

d^b  Cdt 


(la)  ^ 


équation  séparée,  de  laquelle  on  tirera  v!'=^  (/)  1 étant  le  signe 
d'il 

4e  fonction)  et  (r)  ; on  aura  donc,  en  combinant  cette 

équation  avec  (9),  U valeur  de  p'  correspondante  à un  instant  quel- 


P 

conque,  et  1^,  ou  , et  p' , étant  ainsi  connues,  on  en  conclura  « 
^ 1 

pour  le  même  instant,  l’une  quelconque  des  autres  distances  p par 
l’équation  dont  (8)  est  le  symbole  général. 

■ Les  constantes  C,’  et  C„  sont  données  par  les  valeurs  initiales  des 
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4S9 


distancrs^',^"  e(  (>"'  et  par  les  valeurs  initiales  desvilesses- 


d(>' 

~It 


dp'" 

dt 


dos  masses  td  ,fi" 


et  /ï'",  dans  le  sens  de  la  ligne  perpendiculaire 


à l’axe  de  rotation  qu’elles  sont  obligées  de  parcourir.  et  les  b etyde 
dilTérrnls  accents  sont  donnés  par  6’,,  C„  et  par  les  valeurs  initiales  de 

p"  p'" 

etc.  les  autres  constantes  se  déduisent  de  celles  dont  je  viens 

p'  p' 

de  parler;  ainsi  le  problème  du  mouvement  d’un  nombre  quelconque 
de  cor|)s,  assujettis  à glisser  le  long  d’une  ligne  inflexible  et  horizontale, 
tournant  autour  d’un  axe  vertical , est  complètement  résolu. 

1310.  Je  vais  maintenant  avoir  égard  à la  masse  du  corps  M , en 
conservant  la  condition  de  la  verticalité  de  l’axe  de  rotation  et  de 
V horizontalité  de  la  ligne  perpendiculaire  & cet  axe  et  passant  par  le 
centre  de  gravité  de  Af,  sur  laquelle  les  corps  p sont  assujettis  4 se 
mouvoir:  je  suppose  que  le  système  a été  mis  en  mouvement  par 
une  impulsion  donnée  au  corps  AJ,  laquelle  a déterminé  la  rotation, 
tant  de  ce  corps  M.  que  des  corps  p,  autour  de  l’axe  vertical  fixe. 

La  solution  de  ce  cas  se  ramène  facilement  k celle  du  cas  qui  a été 
résolu,  art.  tao8.  Pour  cela,  j’observe  que  l’impulsion  n’ayant  été 
donnée  qu’au  corps  M , chacun  des  corps  p n'a  pu  commencer  à se 
mouvoir,  dans  le  sens  suivant  lequel  il  s’éloigne  de  l’axe  de  rotation,  qu’en 
vertu  de  la  force  centrifuge,  et  que,  par  conséquent,  sa  vitesse  initiale, 
dans  ce  même  sens,  a été  infiniment  petite  ou  nulle;  en  effet  on  a,  dans 


Péquation  (6)  de  l’article  précédent 


dt 


C,,  au 


premier  instant  du  mouvement,  —^■^  = <^a^pa'dt,  dt, 

étant  la  vitesse  angulaire  initiale  du  svstême , d’où 
C.=%^odt{p',~p",)  = -^. 

On  a donc  p" dp'  — p' dp"  =0 , on  =-^£_et  en  Intégrant 
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> tl’où  on  conclut,  pour  une  distancent”)  quelconque, 

( I ) — (,(.") = /2  (Bj  n'  ; )*= i“("î  ‘/2”(„5  n'* 

on  aura  ainsi  S {/tç^)=i  6*n'*  en  faisant  ©==Z'(«^2”)  et  remarquant 
que  dans  la  série  des  constantes  12, , S2„ , J2„, , . . . 12 (a)on  » 12,— t, 
les  équations  (s)  de  l’art.  1206,  et  (3)  de  l’art.  1307  deviendront 


!(ia  O f Observez  que  l'équation  (i) 

~~dt~ ^ A + 6>n'*  jdoniio  </nt“)=/i(D)fl'n' 

jd'üù 

odÿf*  + daf‘  I ©n'* 1 

et  on  déduira  de  ces  deux  dernières  équations,  des  équations  séparées 
entre  Jco  et  r/n’»  , , exactement  de  mêmes  formes  que  les 

équations  (a)  et  (3)  de  l’art,  1208,  le  seul  changement  consistant  dans 
la  substitution  de  é9  à a. 

La  vitesse  angulaire  du  système,  et  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement d’une  des  masses  u! , se  trouvant  ainsi  déterminées,  on  aura  le» 
phénomènes  du  mouvement  des  autres  masses  ft." , //",etc.  par  les  équa- 
tions que  représente  nl“)=/2(n)n’»  constantes  S2,  de  dilTérents  accents, 

se  déduisant  des  positions  initiales  de  fi' , a" , fi'" , etc,  qui  donnent  les 

valeurs  initiales  de  S-y  , - , etc, 

â\'  £tr  £%' 


I3II,.  On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats,  dans  le  cas  où  les 
corps  fd ,fi" , etc.  auraient  des  vitesses  initiales  ^0',  tjo”,  etc,  le  long  de  la 
ligne  sur  laquelle  ils  sont  as.sujettis  à se  mouvoir,  si  ces  vitesses  initiales 
étaient,  entre  elles  dan»  les  rapports  des  distances  initiales  (/o,  (t"a , etc, 
des  corps  ft' , fi" , etc.  qui  en  seraient  animés,  à l'axe  de  rotation;  on 


aurait , dans  ce  cas. 


etc,,  0 étant  un 


nombre  donné,  et  l'équation  q"o 


d(>'o 


dt 


, dp"o 


; C,  deviendrait 


(i"o-0(>'o — p'o.^é»''o=  C/- d’où  C,=so,  comme  à l’article  précédent, 
La  quantité  absolue,  qui  caractérise  chacun  des  cas  traités  dans  cet 
article  et  le  précédent,  est  la  constante  B,laquelle  a pour  valeur,(art.  1 207)^ 

dans  le  cas  de  l’article  précédent. . . . A-|-.£ } 


Et  dans  le  cas 
du  présent  article 


I 
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iiis.  J‘ai  suppose,  jusqu'k  présent,  que  l'aïc  de  rotation  était  ver- 
tical, et  que  les  points  matériels  fi  se  mouvaient  dans  un  plan  hori- 
zontal, ce  qui  annulle  l'efTet  de  la  pesanteur;  si  Taxe  de  rotation  est 
horizontal,  le  corps  (t  continuant  à se  mouvoir  sur  la  pcr|x?ndiculairc 
à cet  axe,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  M , la  jx-santeur 
aura  son  effet  tant  sur  le  corps  Af  que  sur  le  corps  vl;  dans  ce  cas, 
on  fera  la  somme  des  équations  (i)  et  (a)  de  l’art.  1204,  multipliées 
respectivement  par  da  et  par  dp  , la  seconde  étant  affectée  du 
signe  S pour  indiquer  la  somme  de  toutes  les  é^qualions  pareilles  qui 
s’apjiliquent  à chacun  des  corps  et  un  aura 


2;  \ft{dpddp-\-pdpda^-\-(>^dc3dda  j 

~di* 

, Kdaddo 


g\S[p{pdacos.o  4-  dp  sin.  ro)]  j 
-‘i-  gaM  .da  co&.m 


dt^ 

et  en  intégrant  par  rapport  au  temps, 

(â) . . . { -a^in.«o  j aM+I(jtp)  | 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  forces  vives, 
au  bout  du  temps  t,  qui  n’est  plus  constante,  comme  à l’,irt.  1107, 
mais  dépend  de  l’inclinaison  du  pendule  M,  et  de  la  position  des 
corps  pL  sur  la  ligne  commune  que  ces  corp  ont  à parcourir. 

D’autres  applications  que  je  pourrais  faire,  de  la  théorie  exposée 
depuis  l’art,  izoa  jusqu’à  l’art.  1207,  offriraient  une  analyse  compliquée 
et  peu  satisfaisante,  sans  profit  pour  l’instruction  en  mécanique  ; ainsi 
je  m’en  tiendrai  aux  problèmes  résolus  depuis  l’art.  1208,  après  avoir 
rempli  l’objet  principal  que  je  m'étais  proposé , celui  de  donner  aux 
élèves  des  exemples  élémentaires  de  rcm|iloi  du  principe  de  la  conser- 
vation des  forces  vives. 


BITel»  des  impulsions  initiales  données  au  système  de  corps  dont  il  a été  questioa 
dans  les  trois  chapitres  précédents;  phénomènes  de  mouvement  qui  ont  lieu 
lorsqu’un  corps,  auujetli  à tourner  autour  d’un  axe  £xe,  en  choque  plusieurs 
autres. 

i2i3.  J’ai  supposé,  dans  les  trois  chapitres  précédents,  que  les 
mouvements  initiaux , tant  du  cor|)$  M que  des  corp  /t , étaient 
I 56 
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connus,  et,  cVst  d’après  celte  connaissance  et  celle  des  positions  initiales 
des  corps  «,  que  se  déterminent  les  constantes  introduites  par  les  in- 
tégrations. Lorsque  la  première  impulsion  n’est  donnée  qu’au  corps  M , 
si  on  désigne  par  Q le  moment,  jiar  r.ipport  à l’ase  de  rotation,  de  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  cette  impulsion,  la  vitesse  angulaire 

initiale  qui  en  résultera,  pour  le  système,  sera  — ^ : mais 

si  on  donne,  en  même  temps,  des  impulsions  particulières,  à chacun 
des  corps  /x' , u" , etc.,  il  faudra  déterminer  les  trois  composantes  de 
chacune  de  ces  impulsions,  la  première  dans  le  sens  de  la  ligne,  fixée 
nu  corps  M , que  ces  corps  fx' , fx" , etc.,  sont  assujettis  à parcourir,  la 
deuxième  dans  le  sens  perpendiculaire  à cette  ligne  et  à l’axe  de  ro- 
tation, et  la  troisième,  qui  n’a  aucun  elfet,  perpendiculaire  aux  deux 
autres;  soient  fx' vô , (x"  vô' , etc.,  les  premières  composantes, 
fx"  >t"o,  etc.,  les  secondes,  la  vitesse  angulaire  au  premier  instant. 


, Q + 21  ( U PoUo) 
aura,  pour  valeur, 


et,  k ce  premier  inst.ant,  chacun 


des  corps  fx  sera,  de  plus,  animé  de  la  vitesse  v dans  le  sens  de  la  ligne, 
fixée  au  corps  .U,  qu’il  est  obligé  de  parcourir. 

1214.  Ces  détermin.ations  conduisent,  naturellement,  k p.arler  du 
choc  qui  peut  s’exercer  entre  un  corps  assujetti  k tourner  autour  d’un 
axe  fixe  et  un  ou  plusieurs  autres  corps.  Considérant  toujours  les  corps 
etc.  comme  des  poirits  matériels,  je  suppose  que  le  corps  M 
est  un  plan  matériel  sur  lequel  se  trouve  la  direction  de  Taxe  fixe  autour 
duquel  il  tourne;  je  mène,  dans  ce  plan,  une  ligne  passant  par  son 
centre  de  gravité  et  perpendiculaire  k l’axe  de  rotation;  j’appelle  cette 
ligne  axe  des  (>,  parce  que  c’est  sur  sa  longueur  que  se  comptent  les 
distances  p',  ^",etc.,  de  l'axe  de  rotation  aux  points  du  plan  matériel  .1/ 
sur  lesquel  les  corps  fx' , fx",  etc.,  exercent  leurs  chocs;  tous  ces  corps 
sont  censé's  se  mouvoir  dans  un  sens  contraire  k celui  de  la  rotation 
de  M et  le  rencontrer  au  même  instant. 

Soit  P le  moment,  par  rap|>ort  k l’axe  de  rotation,  de  l'impulsion 
ca|>able  d’imprimer  au  plan  matériel  M , la  vitesse  angulaire  qu’il  a 
avant  le  choc  ; décomposons  la  vitesse  de  chacun  des  corps  /x  , prise 
k l’instant  où  le  choc  s’exerce,  eu  deux  autres  l’une  perpendiculaire  et 


j;,_Gooqle 
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l’autre  parallHc  au  même  plan  tlont  la  position  est  censéf  connue 
lorsque  les  corps  //  rencontrent  le  coqis  M,  et  nommons  la  première 
composante,  cette  lettre  U devant  avoir  le  même  accent  que  le  corps  ft 
dont  elle  repivsente  la  vitesse;  désignons  enfin  par  ÿo,  la  vitesse  angu- 
laire du  système, il  l’instant  où  le  choc  est  consommé,  on  aura,  d’après 
le  principe  général  du  mouvement,  en  continuant  ii  dt-signer,  par  K , 
le  moment  d’inertie  de  .1/,  par  rapport  ù l’axe  de  rotation,  , 

P—  - («  é>o  ü)  = j K -h  ) I d’oii 

P-2’C«pot7) 

lïtS.  Les  corps  (t  ayant  été  supjwscs  se  mouvoir,  avant  le  clioc, 
dans  des  sens  contraires  ù celui  du  plan  matériel  M , doivent  rester  sur 
ce  plan  après  le  choc.  La  vitesse  absolue  de  chacun  de  ces  corps  « , dans 
le  si’ns  perjyndiculaire  au  plan  matériel  M,  a,  pour  valeur,  ii  l’instant 
où  le  choc  est  efTectué,  f>o^o;  ensuite  P étant  ki  composante,  jiarallèle 
au  même  plan , de  sa  vitesse  à l’instant  où  le  choc  va  s’eiTcctuer,  et 
l’angle  que  forme  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l’axe  des  p,  /'cos. 
et  y sin.  seront,  respectivement , les  vitesses,  parallèle  et  perpendi- 
culaire k cet  axe,  qui  auront  lieu  immédiatement  après  le  choc  : la 
composante  Pcos.  ÿo  se  conservera  sans  altération  s’il  ne  survient  pas  de 
changement  brusque  dans  le  mouvement  des  corp  (t  et  si  ces  corps  ne 
sont  sollicités  ni  par  la  pesanteur  ni  par  aucune  autre  puissance  exté- 
rieure; il  n’en  sera  pas  de  même  de  la  composante  V sin.  ^oi  la  seule 
force  centrifuge, qui  varieavec  la  distance  dun  corps  à l’axe  de  rotation, 
devant  produire  en  elle  des  changements  instantanés.  Ainsi  chaque 
corps  fi.  décrira,  sur  le  plan  matériel  M,  une  courbe  dont  ip  sera  l’angle 
de  projection  initial , k compter  de  l’instant  où  le  choc  vient  de  s’eflèc- 
tuer,  par  rapport  k une  parallèle  k l’axe  des  p.  La  détermination  de 
cette  courbe,  et,  en  général , celle  des  phénomènes  des  mouvements  du 
corps  M et  des  corps  p,  dépendent  de  la  théorie  exposée  depuis  l’ar- 
ticle laoi;  je  ne  m’y  arrêterai  pas  ayant  donné,  sur  cette  matière, 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  les  premières  études,  et  je  me  bornerai  k 
la  conséquence  suivante  déduite  de  l’équation  (J2)  de  l’article  pré- 
«édent  et  qui  peut  être  utile  dans  les  arts.  A 

i»i6.  Je  suppose  que  le  choc  du  plan  matériel  A/ s’exerce  sur  un  seul 
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corps,  et  que  de  plus  ce  corps  ft,  à l’iastant  du  choc,  se  meuve  perpen- 
diculairement au  plan  choquant , la  vitesse  angulaire  du  système  à 

l’instant  où  le  choc  sera  elTectué,  aura,  pour  valeur,  — ,lavî- 


tesse  absolue  du  corps  choqué  étant 


Pfo+jJo^  _ 


( le  signe  supérieur , 


placé  devant  f/fo*  U)  se  rapporte  au  cas  où , avant  le  choc,  ^ se  meut 
dans  le  même  sens  que  M , et  le  signe  inferieur  se  rapporte  au  cas 
contraire).  On  voit  que,  pour  la  même  vitesse  Z/, antérieure  au  choc, 
la  vitesse  après  le  choc  dépend  de  la  distance  ^o,  ù l’axe  de  rotation, 
du  point  où  ce  choc  a lieu;  si  est  nul,  cette  vitesse  est  nulle  aussi; 
si  Ço  est  infini,  K demeurant  une  quantité  finie,  la  vitesse  V.  antérieure 
au  choc,  se  conserve  sans  altération;  entre  ces  deux  limites  il  y a un 
maximum  de  vitesse,  apris  le  choc,  qui  a lieu  lorsque  le  choc  s’effectue 


k une  distance  po  donnée  par  l’équation  po^  -f- 


sKU 

P 


= 0. 


A représentant  la  vitesse  angulaire  de  M avant  le  choc , on  a .,^=: 


P 
K ’ 


d’où  P = AKj  et  cette  valeur  substituée  dans  l’équation  précédente 
la  change  en 

(•«') 

^ P 


Si  le  corps  //  est  immobile  avant  le  choc,  on  aura  f>o  = 

et  si  le  choc  a lieu  au  centre  de  percussion,  la  valeur  de  po  sera, 

art.  1130,^0=  — r, , en  désignant  , par  a,  la  distance  du  centre  de 
' aM 

gravité  de  3/  à l’axe  de  rotation.  Dans  ce  dernier  cas,  l’axe  ne  reçoit 
aucune  percussion,  mais  la  quantité  de  mouvement  communiquée  k p. 
est  moindre  ([ue  dans  le  premier  cas;  ainsi  les  conditions  les  plus, 
favorables  à la  conservation  de  l’axe  et  de  la  machine  où  des  corps 
par  lesqoels^t  axe  pourrait  être  retenu,  sont  différentes  de  celles  qui 
se  ^apportent  au  maximum  d’effet  produit  sur  le  corps  choqué  p. 


Digilized 
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i±\j.  Supposons  que  la  musse  cniiére  du  plan  matériel  Msoit  réunie 
au  point,  où  ce  plan  rencontre  et  choque  le  corps  (i,  ce  qui  revient 
à considérer  cette  masse  comme  un  point  matériel  tenant  à un  plan, 
dont  la  densité  est  infiniment  petite  ou  nulle,  et  sur  lequel  se  trouve 
un  axe  de  rotation  fixe.  Dans  ce  cas  les  corps  M et  fi  se  choquant  ù lu 
distance  de  l’axe  fixe,  on  a K = Mf>a^  et  l’équation  (/2)  de  l’ar- 
ticle iai4  devient,  en  y remjilaçant  P par  sa  valeur  K,  ou  AMfo', 

c'o  = ^ et  la  quantité  de  mouvement,  communiquée  Un, 

{M  + fi)(>, 

a pour  valeur 

r ni/\  M AMp„  + nU 

cette  équation  est  la  même  que  celle  qu’on  aurait  dans  le  cas  de  deux 
corps  durs  et  libres  qui  seraient  animés, avant  le  choc,  des  vitesses  Apo 
et  + U.  Si  A , M , fi  et  U sont  des  quantités  données,  l’équilibre  a 
lieu  lorsque  n se  meut  dans  un  sens  contraire  à celui  du  mouvement 

de  M et  qu’on  a po  si  u est  en  repos  avant  le  choc,  sa 

AM' 

quantité  de  mouvement  » sprès  le  choc  , sera  proportion- 

nelle à po. 

1218.  Le  plan  matériel  W étant  supposé,  comme  ci-dessus,  tourner 
autour  d’un  axe  fixe,  situé  dans  ce  plan,  désignons,  par  m,  un  de  ses 
éléments  de  masse,  par  x et  z les  distances  respectives  de  m à l’axe 
de  rotation  et  à un  autre  axe  coupant  le  premier  à angle  droit  et 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  AJ,  par  a,  la  distance  de  ce  ccnti-e  de 
gravité  de  M,  k l’axe  de  rotation,  ou  axe  des  z,  et  par  ÿ la  vitesse  angu- 
laire; la  quantité  de  mouvement  de  m sera  ÿ r/ra,  et  toutes  les  quantités 
de  mouvement  pareilles,  dans  l’étendue  de  M , auront  une  résultante 
= S (tjxr/i),  ou  ÿa  M , dont  la  direction,  perpendiculaire  au  plan  M , 

le  rencontrera  & une  distance — La — _ — i.  ou<r-l , de  l’axe  de  rotation. 

f^aM  ' a ’ 

ou  axe  des  s,  (A*  représente  la  quantité  par  laquelle  il  faut  multiplier  Al 

pour  avoir  le  moment  d’inertie  de  cette  masse  M par  rapport  h un  axe 

parallèle  à l'axe  de  rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité)  et  à 
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une  disluncc  ^ ^ ^ "*  ^ de  l’axe  des  X}  un  obstacle,  placé  au  point  de 


rencontre,  recevrait,  de  la  part  du  corps  M j le  même  choc  que  si  ce 
forps  .1/  était  libre,  et  il  ne  résulterait,  par  conséquent,  de  ce  choc, 
aucune  action  sur  l'axe;  aussi  voit-on  que  les  distances,  ci-dessus 
trouvées,  sont  les  mêmes  qui  déterminent,  art.  1139,  la  position  du 
centre  de  f>ercusiion  ('). 


MouremeDt,  d'un  corpi  pesant,  sur  une  courbe  attachée  h un  autre  corps , ce 
dernier  corps  étant  assujetti  à se  mouvoir  sur  un  plan. 

1319.  Après  avoir  résolu  quelques  problèmes  sur  le  mouvement  des 
systèmes  qui  ont  des  points  ou  des  axes  fixes  , je  vais  présenter  aux 
élèves  un  sujet  d’étude  sur  les  systèmes  qui,  sans  points  fixes,  sont 
assujettis  h se  mouvoir  suivant  certaines  conditions;  cet  ordre  d’expo- 
sition est  celui  que  j'ai  suivi  dans  toutes  les  sections  précédentes  du 
cours. 

ABECNA  est  un  plan  matériel,  mis  dans  une  position  verticale, 
et  assujetti  k se  mouvoir  sur  l'horizontale  AXj  ce  plan  est  terminé,  k 
sa  partie  postérieure,  par  une  courbe  CNA,  continue,  et  sur  laquelle 
un  corps,  qu’on  jveut  regarder  comme  un  point  matériel,  et  dont  je 
désigne  la  masse,  par  //,  est  assujetti  à se  mouvoir.  A un  instant  donné. 


(*)  La  vfteau  angulaire  conierrant  toujours  ta  valeur,  un  choc  exercé , 
perpendiculairement  au  plan  matériel  M , ti  mesuré  par  le  produit  a If, 

** 

arréteroit  le  mouvement  de  M s’il  avait  lieu  à la  distance  a H de  l’aie 

df  rotation.  Pour  obtenir  le  même  équilibre^  à une  distance  quelconque  r de 

ock  axe , il  faudrait  un  choc  mesuré  par  le  produit  ^ quaolité  qui 

est  infinie  ou  nulle,  suivant  que  r est  nu]  ou  infini.  Si  on  suppose , ensuite, 
comme  à Part.  1117,  toute  la  masse  du  plan  matériel  Af  concentrée  en  un  seul 
point  de  ce  plan,  à une  distance  r de  Taxe  de  rotation,  le  choc  capable  d*ar> 
fêter  le  mouvement , et  qui  a , pour  mesure  , ^ r M , est  xéro  dans  le  cas  où  le 
précédent  est  infini  et  réciproquement;  il  n’existe,  donc,  de  muTimum , ni 
pour  l*un  ni  pour  i’aulro  , au  centre  d’oscillation  , ainsi  que  l’ont  araacé 
quelques  auteurs. 


4» 
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que  )e  prendrai  pour  l'origine  du  temps , le  corps  u est  posé  au  haut 
de  la  courbe,  en  et  abandonné  ii  la  pesanteur;  il  descend,  alors, 
le  long  de  la  courbe  ClVyl  et  enerce , psr  son  mouvement , une 
pression  sur  cette  courbe  qui  détermine  le  plan  matériel  dont  je  re- 
présente la  masse  par  P,  à se  mouvoir  sur  la  ligne  AX  et  dans  le 
sons  AX.  Les  vitesses  initiales  de  //  et  P étant  supposées  nulles,  le 
corps  fi.  est  continuellement  en  contact  avec  le  corps  P,  et  le  premier 
corps  en  décrivant,  sur  le  second,  la  courbe  CNA , décrit,  dans  l'es- 
pace, en  vertu  du  mouvement  du  système,  une  courbe  C N' /<. 

On  peut,  au  plan  inatériel,  substituer  un  corps  dont  ce  plan  serait 
une  section  verticale , passant  par  son  centre  de  gravité , la  courbe  CNA 
étant  une  rainure,  ou  un  canal  dans  lequel  le  corps  u serait  introduit; 
tout  ce  qui  va  suivre  s’applique  indistinctement  à cette  hypothèse  et 
h la  précédente. 

Soient,  au  bout  du  temps  l.  A'  b'  K'  Ü N'  A'  la  section  du  corps 
ABëCNA , ou  du  corps  P,  et  N'  la  position  du  corps  fi  sur  ce 
corps  P.  Abaissant,  du  jioint  C^  la  verticale  CD , je  mène  par  le 
point  A"  l'horizontale  N N'  N" , la  tangente  T/  h la  courbe  A'  N'  C , 
la  normale  O O*  à la  même  courbe , et  je  fais 

L’espace  parcouru  pendant  le  temps  t , par  le  corps  P 

= AA'  =iNN<  ^ X 

I ,a  descente  verticale  du  corps  )t , pendant  le  tem|)s  t,  — CN"  = éf 
L'espace  horizontal  parcouru , pendant  le  temps  / , jiar  le 

même  corps  = N'  N"  — 1 b 

L’ordonnée  horizontale  de  la  courbe  CNA  dans  sa  po- 
sition initiale  = N"  N ÿ 

L’arc  de  courbe  parcouru,  par  le  corps  ^,sur  le  corps  P==CA"=  s 
L'angle  t T X formé  par  l'élément  de  courbe  sur  lequel  le  . 
corps  « se  trouve  au  bout  du  temps  /_,  et  par  l’horizon  = . . . ip 
La  pression  normale  exercé-e  par  le  corps  ft  sur  le  corps  P...  T[ 

La  force  accélératrice  due  à la  jiesantcur g 

Je  cherche,  d’abord,  les  expressions  des  forces  motrices  qui 
ont  lieu,  tant  dans  le  corps  « que  dans  le  corps  P,  et  je  commence 
par  celles  qui  dérivent  du  mouvement  particulier  de  fi  sur  P.  La 

vitesse  effective  de/r,  en  A',  sur  la  courbe  CNA' , est  égaleà.^^.;alnsiona, 

dt 


(i  dds 
dl^ 
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force  motrice  clfcctive  daos  le  sen»  de  la  courbe  CK'  A' , 

ou  dans  le  sens  N'  T ■ 


on  a,  de  plus,  la  force  centrifuge  dans  le  sens  PT  0'  = a. 


ds*  dtp 


ds 


observant  que  -j-  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure,  d’où  on  déduit 
dip 


Coinpoiaatcs  de  la  force 

adsdp 
centrifuge  ■ - 


dan.  le  sens  N' T . -ESLL 

dt^  sin.  ÿ 

dans  le  sens  N'  N". , . . 

dt*  tta.p 


d 2? 

Le  corps  a,  de  plus,  une  vitesse-^,  parallèlement  à AX , et 

dans  le  sens  AX , qui  lui  est  commune  avec  le  corps  P ] ce  qui  suppose 
une  force  motrice  eflTective 


du  corps  U 


(AddjB 

di* 


du  corps  P 


Pdd.Ts 

dl* 


Passant  des  forces  motrices  qui  ont  lieu,  ii  celles  qui  sont  imprimées, 
on  a. 


I».  La  réaction  II , exercée  par  le  corps  P contre  le  corps dans 
le  sens  N' O , dont  la  valeur  dilTcre  de  celle  qui  aurait  lieu  si  le 
corps  P était  immobile,  et  dont  les  composantes  sont, 


Compotant»  de  la  réac- 
tion H du  corpt  P 
contre  le  corps  U,  dan> 
le  sent 


A"f . 
N'N. 


77  cos.  P 
sin.  P 

n 

sin^ 


La  force  motrice  g(t  imprimée  au  corps  ft-,  par  la  pesanteur, 
dont  les  composantes  sont 
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Compount»  àt  g fi 
dans  le  sens 


N'T . 


sin.^ 


jy//  cos.  ij 

sin.0 

3°.  La  composante,  parallèle  à AX , de  la  pression  JI  du  corps  «, 
contre  le  corps  P II sxix.à 

Im  composante  de  cette  pression,  perpendiculaire  ù A X,  est  détruite 
par  la  résistance  du  plan  immobile  AX. 

1220.  On  a ainsi  , pour  le  corps  deux  Btoi'Pfs  de  forces,  tant 
elTectives  qu’imprimées,  un  de  ces  groupes  étant  composé  de  forces 
dont  les  directions  sont  sur  la  tangente  7'/,  l'autre  de  forces  parallèles 
h AXj  et,  pour  le  corps  P,  un  seul  groupe  de  forces  parallèles  à A X. 
Le  principe  général  du  mouvement  fournira  ainsi  trois  équations  ; savoir, 
deux  pour  le  corps  et  une  pour  le  corps  P,  résultantes  de  l’égalité  ù 
zéro  de  chacun  des  groupes  de  forces  dont  je  viens  de  parler,  égalité 
qu’on  formera  en  prenant, soit  les  forces  elTcctives  soit  les  forces  im- 
primées, avec  des  signes  contraires  à ceux  que  comportent  leur  sens 
(l’action.  Ces  trois  équations  sont  les  suivantes. 


(3) 


fi.dds  ,(i.dsd^  ccs.<p  gu-  — ITcoa.ip  


dl* 
(iddx,  , 
~d^'^ 
Pddx 
dl* 


dl* 
ftdsd^ 


sin.ÿ 

I 


sin.  0 
/7sin.^=o 


sin.^ 

gucos.é  — 77 
^ =0 


sin.ÿ 


Je  multiplie  (a)  par  P,  (3)  par  fi,  et  retranchant  le  deuxième 


ddx 


produit  du  premier,  se  trouve  éliminé,  et  j'ai,  en  multipliant 


par  tin.  ÿ, 

Pfidsdip^  — ip  ^pjj^  77’^sin.»^  = o 

dl* 

d’où  je  tire 

(4) n=Pfi 

P + /(tin.^ÿ 
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l'i'tjiiation  ( i ) devient  , en  y substituant  cette  valeur  de  Tl  , 
(tilJs  fiti.u/if  cos.^  g fl  ^ P fl  fi  cos.*  ^ P fl  J cas  ip 

lit*  th*  ’sini?  sin.f  (/•'  + «sin.’^p)sm  ^ (P uûa.*ç)tlt*s\n.ç 

réduismil  les  3'  et  4'  termes  en  un  seul,  et  divisant  par  ft, 

(/(/.y  i/.st/ip  cos.^  Pfi+fi;us'\Ti.*p — Pgcos.*>p  Prlsd^ccis  ip 

dt*  sin.ii  (P  + «sin.»^)6În.^  (P  4-j«sin.V) 

on  a Piî(t  — cos.*^)  = PjÇ'sin.’^,  d’où 

dd.y  dsdàcos.i  g{P  .{■  ft)Mi\.p  Pdsdpcos.p  

dt*  dt*  sin.^î  P+/isin.»^  (P  + j«sin.’^)(ipsin.^ 
réduisant  les  i'  et  4'  termes  en  un  seul 


(5)... 


dds 

~dT* 


fidsdits\n. çcos.p  f{P -k- fi)s\n.<i 
{P  + fts\n.*ip)dl*  P -\-fis\n.*(p 


multipliant  par  (P-|-A«sin.’^)  ds  et  intégrant,  il  viet 

P d i* -\-/id s* s\n.* P , \rj  ■ J.  J.  • 

S (P+p)/</jsin.<J  = o,  dou 


féD  l/3.fiiP-\-fi)fdst:\n.^ 

dt~y  P-|-„sin.V 


Ln  constante  est  nulle,  parce 
que  lorsque  /=o,  on  a,  par 

poihèsc,  — =octy* rfjsiiT. 


dî— 

‘ \/’'j.g{P \fi)fdss\n.p 

or  dd^=ds  s\a.ç , et  f dss\x\.<p  = 1^,  et  i ont  la  même  origine), 
ce  fjui  change  les  étjnations  (6)  et  (7)  en 


(8)... 


_ I Aê''(p+p)4r 

dl  f P -\-fism.*ip 


dsl/' P -\-fis\n.*ip  \/ P ds*-\-fidî^ 

Ka<?(P+.«)i'  l/2g{Pl^^ 


1^  courbe  CNA  étant  donnée,  on  a des  équations  entre  s et  iJ' 
au  moyen  desquelles  deux  de  ces  indéterminées  peuvent  toujours  être 
exprimées  en  fonctions  l’uoc  de  l’autre;  ainsi  P et  y étant  des  signes 
de  fonction,  on  agin.^  = P(4'),  sff=i/4'y(4'),  et  les  équations  (8)  et 
(9)  deviennent 
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4."<i 


(lo). 


ds 

Ht 

dl  = 


1/ 3- fi  {P Z 

-y 


(C)F+« 


Vig{p+fx)i:  ■ 

Les  iat^-grations  à faire  pour  déterminer  le  mouvement  de  « daas 
le  sens  de  la  courbe  CNA,  et  dans  le  sens  vertical , se  trouvent  ramenées 
aux  quadratures.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  mouvement 
horizontal  de  P.  Pour  cela  je  multiplie  l’équation  ( i ) par  cos.  4>  et 
retranchant  le  produit  de  (a),  j'ai 

ftddx  ftddscos.cp  ■ fidsd,p  s\n.<p  — a 

dp  dl»  ‘ dp  ~ 


dp 

P ddx 


substituant,  pour  77  sin.^,  sa  valeur— déduite  de  l’équation  (3), 
intégrant  et  multipliant  par  dt,  j’ai 

dx 
dl 


(i  i). . . (P+^)</x — ^«<7xco6.ÿ=OT 


d’où 


La  constante  est  nulle,  les  vilesaet 

et  ayant  été  supposées  nulles  au 
dt 

^premier  instant  du  mouvement 

Substituant,  dans  cette  dernière  équation,  pour  sa  valeur  donné-e 
par  l’équation  (8),  on  a, 

(P  + ^)s/x=/ZCO,.^  . 

on  a,  ainsi,  la  vitesse  de  P à un  instant  quelconque,  la  relation, 
entre  ^ et  <p,  étant  donnée  lorsqu’on  connaît  la  courbe  CNA. 

Si  on  substitue,  dans  l’équation  précédente,  pour  dt,  sa  valeur  donnéq 
par  l’équation  (9)  on  aura 

dT-tiLE2Ll 
P\P  ■ 

J’observe  que  dscoi.^^d^'  d’où  f ds  et 
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- ( La  contlaiiU  rit  nulle  parce  qu’on  a , en  même 

IP-^u  ^ trmpi  ^ xz=:  O et  f ^ = O. 

On  a,  par  l’Équation  de  la  courbe  CNA,  en  fonction  de  4",  et,  par 
la  deuïiénie  équation  (lo),  Z ™ fontion  de  t,  on  aura  donc  l’es- 
jiacc  X , parcouru  ]>ar  le  corps  P,  au  bout  d’un  temps  quelconque. 

1221.  I.a  trajectoire,  décrite  dan.s  l’espace  par  le  corps  se  déduit 
bien  simplement  de  l’équation  ( i3)  de  l’article  précédent.  Retranchant 
fix  de  l'un  et  l’autre  membre  de  cette  équation,  après  avoir  multi- 
plié chaque  membre  par  P-\-u,  et  faisant  attention  que  x-\-^=.^ , 
ou  c' — i = f , il  vient 

P x — u^ 

iS.  d’où ft:P-.:x-.S::NN':N'N" 

chaque  jxiint  N'  de  la  trajectoire  de  ft,  dans  l’espace,  partage  l’hori- 
zontale N N"  en  deux  parties  N N'  et  iV'  N"  qui  sont,  entre  elles, 
dans  le  rapport  des  masses  ft  et  P , \ s points  N étant  pris  sur  la 
courbe  CNA  dans  sa  position  initiale. 

1222.  Le  mouvement  du  centre  de  gravité,  du  système  des  deux 
corps  P et  ft,  a une  propriété  que  je  ne  dois  pas  omettre,  parce 
qu’elle  fournit  un  exemple  de  l’application  de  la  théorie  démontne, 
art.  1114  et  suivants.  La  pesanteur  est  la  seule  force  agissant  sur  le 
système  qui  ne  dépende  pas  des  actions  réciproques  des  corps  de  ce 
système;  ainsi,  d’après  les  articles  cités,  le  centre  de  gravité  ne  peut 
avoir  qu’un  mouvement  vertical,  et  c’est  ce  qui  est  parfaitement  vérifié 
par  les  formules  préci’deiites  ; en  effet  appelant  B la  distance  du  point 
de  départ  C,  du  corps//,  à la  verticale  passant  par  l’origine  des  x, 
et  E la  distance , à la  même  verticale , du  centre  de  gravité  de  P, 
lorsque  le  corps  ft  part  du  point  C,  la  distance,  du  centre  de  gravité 
commun,  à la  même  verticale  fixe,  devient,  au  bout  du  temps  t, 

P(.r-t-£)  + «(B-f) 

'W^t 

expression  qui,  d’après  l’équation  P x — /tf=o,  de  l’article  précédent, 
se  change  en 

PP.JrUB 

c’est  la  distance  initiale,  qui  est  conservée  pendant  toute  la  durée  du 
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mouvement;  le  centre  de  gravité  se  meut  donc,  constamment  dans  la 
même  verticale,  ainsi  <|u’on  peut  le  conclure  de  la  théorie  ci-dessus  citée. 

iaa3.  Dans  le  cas  où  le  corps  P serait  immobile,  ce  qui  revient  à 
supposer  la  masse  P inrmie,  l’équation  (8),  de  l’article  laao,  donne 

^ - on  conclut  les  propriétés  du  mouvement  sur  une 


courbe  fiie,  démontrées  dans  la  deuxième  section  de  cette  deuxième 
partie  du  cours. 

iââ4.  Si  la  ligne,  parcourue  par  le  corps  u sur  le  corps/*,  est  une 


ligne  droite,  l’angle  ÿ sera  constant,  on  aura  sin.ÿ  , ds= 
et  en  faisant 


_ 


sin.  ÿ 


P -h  jttsin.»^ 

l’équation  (8)  de  l’art,  laao  aura  pour  intégrale 


(■) '=4’{ 


V j On  a en  mime  lempi  /=o  et  a>n»i  I.1 

condantc  e»t  nulle. 


d’où  on  tire  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (12) 

du  même  article  1220,  et  faisant 

^usin.^cos.^ 


b = aftcos.^ 


V-. 


2 ( (P-f/xsin.»^)  /*  -f  ^sin.»^ 

cette  équation  (12)  a,  pour  intégrale, 

(a)  . . . . 

l’équation  (4),  de  l’article  cité,  devient,  en  observant  <\vx^=cconsianle 
donne  d^=o, 

r_  Pp 


.geos.4> 


P -P  ^sin.>^ 

enfln,  d’après  ce  qui  a été  démontré,  art.  1220  et  1221 , la  ligne  par- 
courue, dans  l'espace,  parle  corps est  une  droite  partant  du  point  C 
et  coupnt  la  ligne  AD  ea  un  point  qu’on  détermine,  en  cherchant, 
par  l’équation  (i3)  de  l’art.  1220,  la  valeur  de  x correspondante  à 

('  = AD  = B,  qui  est  x=  \ faisant  CD  — H,  on  a,  pour 

l’équation  de  la  trajectoire  rectiligne  de  (t , dans  l’espace 
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BP  * 


on  voit  par  U‘s 'Équations  ( i ) et  (2)  que  le  mouvement  de  cliacun 
des  coqis  [j.  ol  P est  uniformément  varié,  et  l’équation  (3)  donne  le 
rapport  entre  la  pression  efl'eclivc  que  ces  corps  exercent  l’un  sur 
l’autre, et  la  pression  ^^cos.^,qui  aurait  lieu  si  le  corps  P était  ini- 


P 

mobile,  ce  rapport  -p-^ ^ est  toujours  plus  petit  que  l’unité. 


Oseillalions  d'un  corps  pesant,  assujetti  A se  mouvoir  sur  une  courbe  tenant 
à un  corps  mobile.  Dcterininalion  de  la  courbe  tantocbronc  , pour  cette 
espèce  d'oscillation. 


1225.  L’équation  suivante 


ré/=-. 


y- 


P ds^  + fidl^^ 

3.ÿ{P  + 


Fig.  16.  q“'  l’équation  (9)  de  l’art.  1220,  fournit  un  supplément  utile  et 
curieux  à la  théorie  exposée  dans  le  chapitre  précédent.  BEE' B'  re- 
présente  ou  un  plan  matériel  ou  un  corps  assujetti  aux  conditions 
énoncées,  art.  1219,  et  dont  la  base  plane  B' B glisse  sur  un  plan 
horizontal  fixe;  ce  corps  est  le  corps  P de  l’article  cité;  le  corps /s, 
du  même  article,  se  meut  sur  la  courbe  CAO  fixée  au  corps  mobile/*, 
et  lortque  le  temps  t=o,  il  est  supposé  partir  du  point  C sans  vitesse 
initiale,  le  corps  P étant  aussi,  à ce  premier  instant,  dans  l’état  de 
repos.  La  tangente  au  point  A , de  la  courbe  CAC , est  horizontale, 
et  lorsque  le  corps  sera  parvenu  à ce  point  A,  il  remontera,  en 
vertu  de  sa  vitesse  acquise,  le  long  de  la  brcincho  AO , pour  faire, 
ensuite,  une  oscillation  en  sens  invérse , à laquelle  succéderont  d'autres 
oscillations,  tant  dans  le  sens  CAO  que  dans  le  sens  CCA.  Le 
Corps  /*  a , de  son  côté , des  mouvements  qui  dépendent  de  ceux  du 
corps  fi. 

Je  suppose  qu’au  bout  du  temps  t le  corps  fi  est  parvenu  au  point  N 
de  la  courbe  CAOj  je  trace  les  horizontales  AD,  QNN" , CFO 
et  les  verticales  AF,  D Cj  ÇA'"  est  l’ordonnée  verticale  qui  a été 
désignée  par  Ç,  C!V  étant  l’arc  s,  et  CD  la  hauteur  H.  Je  fais 
AQ—z,  ÇN=y,  arc  AN^a,  et  j’ai  en  comparant  ces  indéter- 
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minces  à celles  qui  entrent  dans  la  valeur  de  dtj  cl-dcssus  rappoitce, 
di:=—dtj  d^=^—dj 
da*=d(j'-  — dj*  + dz^ 
et  la  valeur  de  dt  prend  la  forme 


{o)....d, 


P dj*  (P  -y 


P tio^  + M //fi*  _ 

si  apres  avoir  substitut*,  pour  dy,  sa  valeur,  en  fonction  de  s et  dz, 
donnée  par  l’équation  de  lu  courbe  CAü , on  intègre  cette  équation 
de  manière  que  l’inlégrale  s’évanouisse  lorsque  z = II,  on  aura  le  temps 
de  la  descente  de  C en  N j faisant,  ensuite,  dans  l intégrale,  5 = 0, 
on  aura  le  temjts  total  d’une  demi -oscillation , ou  de  la  descente  de 
C en  A. 

1426.  Ainsi  l’équation  de  la  courbe  CAO  étant  donnée,  on  aura 
toujours  les  moyens  de  calculer  la  durée  de  la  descente  depuis  un 
point  déterminé  C jusqu’au  point  A le  plus  abaissé;  mais  on  peut 
faire,  de  la  courbe  CAO,  l’inconnue  du  problème,  et  chereber  à la 
déterminer  d’après  des  conditions  qu’on  s’imposerait;  ces  conditions  sont, 
en  général,  susceptibles  d’être  énoncées  par  une  équation  de  la  forme 
dt=  & Qdz,  ©étant  constante  et  ()  une  fonction  de  v équa- 

rdyl  + (P  + /l)dz» 

-P + 

ou 


tion  de  la  courbe  cherchée  est  ©>  ()*  dz*- 


dy 


(6)  . . . . rfs=  J' 

On  doit  avoir  une  équation  de  condition,  entra  les  constantes,  pour 
eiprimer  que  la  tangente  de  la  courbe,  au  point  A , est  horizontale, 

ou  qu’on  a les  valeurs  simultanées  5 = 0,  r=o  et  -^^=0;  condi- 

</ 

tions  avec  lesquelles  la  forme  de  la  fonction  Ç doit  être  compatible. 
L’équation  (6)  pourrait,  d’ailleurs,  donnerlieuà  plusieursautresobserva- 
tions  que  je  supprime  pour  abréger,  me  bornant  à l’appliquerà  un  cas  par- 
ticulier, digne  de  remarque,  celui  dans  lequel  on  aurait  = ; 

K 5 (é/ — 5) 


faisant , pour  la  commodité  du  calcul 


on  «I 
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dt-=.  — di  1/ 

/ c 

r C Y di 

»gz{U~z) 

[î(tf-s)]7“ 

di\ 

htt 

= 1 — 1 tf,arc<co8.= : — v 

\»gj  1 i/f  y 

l ) ] 

on  a donc 

'=UJ  •'‘t 

z—kH  1 

COS.Z3 : — \ 

f 

( La  confiante  eit  nulle , parce  qu*on  à, 
1 en  même  temps,  /=o  et 

faisant,  dans  cette  équation,  « = o,  pour  avoir  le  temps  total  de  la 
descente  de  C en  ^ la  hauteur  H disparaît  de  la  valeur  de  t , qui 

devient,  L — ir  , en  désignait,  par  x,  la  demi -circonférence 


dont  le  rayon  =r  i. 

Ainsi  le  cas  que  je  viens  de  traiter  offre,  comme  celui  de  l’art.  971 , 
la  propriété  du  tautochronisme  ; mais , eu  égard  au  mouvement  du 
corps  la  courbe  mobile  parcourue  par  fi,  sur  ce  corps,  n’est  pas 
la  même  que  la  courbe  fixe  de  l’article  cité.  Pour  déterminer  cette 
courbe  mobile,  on  substituera,  dans  l’équation  (6)  ,les  valeurs  de  Q 
et  Q,  et  on  aura 


valeur  qui  ne  renferme  plus  la  la  hauteur  H,  et  de  laquelle  on  déduit 

l’équation  d’une  cycloïde  ordinaire  à base  horizontale,  dont  le  cercle 
générateur  aurait  un  diamètre  = C , serait  dy  =.  di  |/IE 

- .»  Ja 

cycloïde  étant  renversée  et  son  sommet  placé  en  A}  l’équation  précé- 
dente est  donc  celle  d’une  cycloïde  allongée,  dont  les  ordonnées  hori- 
zontales sont,  & celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  dans  le  rapport  de 
à Vy-  Pour 
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Pour  connaitre  la  tourbe  décrite,  dans  l’espace,  par  le  corps  fi , on 
retranchera,  de  chacun  des  membres  de  l'équation  ( i3),  art.  1220, 
et  faisant  attention  que  — .r  = ^,  on  aura  en  faisant.,^ D = B 

si  au  lieu  de  compter  les  abeisses  de  la  trajectoire  décrite  dans  l'es-  Fig.  16. 
pace,  à compter  de  la  verticale  CD,  on  les  compte  à partir  de  la 
verticale  jéF , et  qu’on  les  désigne  par  17,  on  aura  ri=*B — — dri 


et  dn- 


dn  — - 


P 


dy,  ou,  en  substituant,  pour  dj,  sa  valeur  ci-dessus, 


la  trajectoire,  décrite  dans  l’espace,  est  une  cycloïde  racourcie,  dont 
les  ordonnées  horizontales  sont,  à celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  en- 
gendrée par  un  cercle  dont  le  diamètre  = C,  dans  le  rapport  de  P 
à VT  les  ordonnées  horizontales,  de  cette  dernière  courbe, 
sont  moyennes  pro]rortionnelles  géométriques  entre  celles  de  la  courbe 
décrite  sur  le  corps  P,  et  celles  de  la  courbe  décrite  dans  l’espace;  il 
est  bien  entendu  qu’il  s’agit  ici  des  rap]x)rts  des  ordonnées  horizontales 
prises  k une  même  hauteur  au-dessus  de  AD,  et  comptées,  pour 
chacune  des  trois  cycloïdes,  à partir  de  son  axe  vertical  particulier, 
ou  de  la  verticale  passant  par  son  sommet. 


Ckoct  de  plusieurs  corps  sphériques  par  un  seul , le  corps  choquant  et  les 
corps  choqués  étant  ou  parfaitement  durs,  ou  doués  d’un  degré  quelconque 
d’élasticité. 


1226.  Après  avoir  donné  qtielques  exemples  de  la  détermination  des 
phénomènes  de  mouvement  des  systèmes  de  forme  variable  , lorsque 
ces  systèmes  ne  sont  pas  libres , ou  que  leurs  mouvements  sont  assujettis 
ù certaines  conditions  indépendantes  des  actions  des  forces,  je  passe  aux 
systèmes  entièrement  libres , et  je  vais  traiter,  d’abord , le  cas  de  plusieurs 
corps  doués  d’un  degré  quelconque  d’élasticité,  en  supposant  que  l’un  de 
ces  corps  choque  tous  les  autres  ensemble. 

Je  désigne  par  m' , m" , m"’ , etc.  les  masses  des  corps  choqués,  et, 
par  fl,  la  masse  de  celui  qui  les  frappe  tous  au  même  instant. 
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On  peut  supposer  que  ces  dlflerents  corps  sont  des  sphères,  homo- 
gènes chacune  en  particulier,  mais  de  densités  dilTérentes  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  dont  les  centres  se  trouvent  situés  dans  un  même 
plan,  les  sphères  choquées  étant,  à l'Instant  du  choc,  posées  de  manière 
qu’elles  soient  toutes  tangentes  à la  sphère  choquante. 

‘7-  Au  moment  du  choc,  le  corps  choquant  ,«  est  supposé  placé  en  yf, 
et  m est  un  des  corps  choqués,  rangés  autour  de  lui;  la  vitesse  initiale 
de^,  dirigée  suivant  A D,  est  représentée  par  U,  et  les  vitesses  initiales, 
respectives,  des  corps  choqués  m' , m" , etc.  sont  représentées  par  ra', 
cj",  etc.  Je  traiterai  d’abord  le  cas  ofi  ces  dernières  vitesses  ont  des 
directions  normales  aux  plans  tangents,  à leurs  points  de  contact  avec 
le  corj»  fx;  ainsi  la  vitesse  initiale  do  m est  supposé-e  dirigée  suivant 
la  ligne  AN,  qui  passe  par  les  centres  de  ft  et  ms  ce  cas  une  fois  ré- 
solu, celui  des  directions  quelconques  des  vitesses  initiales  n’a  plus  de 
difliculté , comme  on  le  verra  bientôt. 

D'après  cette  hypothèse , les  direct  ions  des  mouvements  de  m' , m" , etc. 
après  le  choc,  doivent  être  les  mêmes  querelles  des  vitesses  initiales; 
ainsi  le  mouvement  de  m aura  lieu  suivant  AN.ie  désigne  par/t'j  u" ,cte. 
les  vitesses  respectives  de  m' , m" , etc.  apri’S  le  choc,  dans  le  cas  de  la 
dureté  parfaite,  et  par  a' , a",  etc.  les  angles  res|)cctifs  que  forment  les 
directions  de  ces  vitesses  avec  celle  de  U.  Ces  angles  a' , a",  etc.  rc- 
préncnlés,  en  géné'ral,  par  l’angle  N A D,  sont  donnés  par  les  positions 
initiales  des  corps. 

Les  quantité-s  de  mouvement  existantes,  dans  le  sy.slémc,  avant  le 
choc,  ont,  toutes,  au  moment  où  ce  choc  va  avoir  lieu , leurs  directions 
sur  des  lignes  passant  par  le  centre  de  la  sphère  choquante  yc;  ces 
quantités  de  mouvement  sont  /x  U et  m' a' , m" a"  etc.  et  les  sommes 
de  leurs  composantes  respectivement  parallèles  et  jicrpendiculalresàraxe 
AU,  ou  à la  direction  de  U,  ont,  pour  valeurs, /x£/-f  (/notcos. a) 
et  Z (m  asia.a).  En  divisant  chacune  de  ces  expressions  par  la  masse 
totale,  que  j’appelle  M,  on  a,  art.  Iii6,  les  composantes  respectives 
delà  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système  total,  prises  parallèlement 
et  perpendiculairement  k t'axe  AD. 

La  résultante  générale  de  ces  quantités  de  mouvement,  que  je  dési- 
gnerai par  MU'',  la  lettre  Jf'',  repré-sentant , art.  iii6,  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  et  M la  somme  des  m.-tsses  « + Z(/n),  a donc  pour 
T.i’ieur 
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IV A/=  |[//t/+X(«iajcos.a)]^  + [^("'<*>sin.</)]* 
soit  A ly  \ii  direction  de  celte  résultante,  qui  est  aussi  celle  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité , je  nomme  A l’angle  D'  A D qu’elle 
forme  avec  la  direction  de  U,  et  j’ai 

- . , S ( m cji\n.  A ) . uU  + S (me.)  ccii.a) 

(.)...sm.^=  -o..A  = l L 


Je  puis,  au  moyen  de  ces  équations,  cunsidérer  la  ligne  de  direc- 
tion A D',  de  H',  comme  une  ligne,  ou  axe,  donné  de  position  dan»  le 
plan  des  centres  des  sphères,  et  prenant,  d’abord,  le  système  à l’instant 
où  les  phénomènes  du  choc  n’ont  encore  eu  lieu  qu’à  la  manière  des 


corps  durs,  je  fais,  pour  cet  instant, 

La  vitesse  du  corps  choquant  ft,  que  je  suppose  dirigée  sui^ 

vant  A H'  ==. v 

L’angle  D' A R'  formé  par  cette  direction  et  par  celle  de  la 

résultante  générale  fV  M = 

L’angle  NAiy,  formé  par  la  direction  de  la  vitesse  u de  l’un 
quelconque  des  corps  choqués  et  par  la  direction  de  la  résultante 
générale  fVM= ^ 


D’après  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  , les  actions  réciproques  qui  viennent  de  s’exercer  entre  les 
corps  ne  changent  rien,  soit  en  quantité  soit  en  direction,  à la  vitesse 
du  centre  de  gravité;  ainsi  celte  vitesse  est  toujours  égale  à la  somme 
des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  suivant  A D' , divisée  par  la 
somme  des  masses,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu 
perpendiculairement  k A jy  devant  être  égale  à zéro,  ce  qui  fournit 
les  deux  équations 

l WM — /IVCO&.I2 — ucm.^)  = o 

j fivsta.S2 — Z(/»usin.ÿ)  = o 

Ces  mêmes  équations  se  déduiraient  aisément  du  principe  général  du 
mouvement;  il  faut  maintenant  en  avoir  une  pour  chacun  des  corps 
choqués , et  on  l’obtient , en  considérant  qu’à  l’instant  où  les  phéno- 
mènes du  choc  n’ont  encore  eu  lieu  qu’à  la  manière  des  corps  durs,  la 
vitesse  relative  de  ft  et  de  l’un  quelconque  des  corps  m,  doit  être  nulle, 
et  qu’ainsi  la  composante  de  Vj  prise  suivant  la  direction  de  it,  est  égale 
à iij  ce  qui  donne  l’équation  générale  u=nfCos.  (^  + (p),  ou 


V 
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(3) u = ('(cos.i2cos.^ — sin../2sin.^) 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  u dans  les  équations  (a),  ces  équations 
deviennent 


WM — fivco%.Sl  — ecos. /22i(/»  cos.*^) 

-f  esin. /2i;(/nsin.ÿcos.^) 
^sin./2  — cos.  J2  2 (msin.ip  cas.^) 

+ sin. /2  2 (/nsin.*<t) 


} = 
} = 


O 


O 


oa  déduit»  de  ces  deux  dernières  équations» 
.^'(/Tzsin.^cos. 


tang.  = 


ft  + 2 (tnsin.^ÿ) 

WM 


\fji  + 2{m  cos.*  ip  ) } cos.  Xi  — 1 2 (ot  sin.  cos.  <})  j sin.  X2 


^ et  e étant  ainsi  déterminées,  la  vitesse  u de  l’un  quelconque  des 

corps  m,  se  calcule  par  l’équation  (3),  ou  son  équivalente 

a=  ecos.  la  direction  de  cette  vites.se  ayant  lieu  sur  la  ligne 

qui  joint  les  centres  àe  m et  /t  et  dont  la  position , donnée  par  l’état 
initial  du  système,  fait  connaître  les  angles  a,  et  on  a ip  = a — j4. 

laay.  Le  problème  est,  ainsi  parfaitement  résolu,  dans  l’hypothèse  de 
la  parfaite  dureté  des  corps,  applicable,  pour  le  cas  de  l’élasticité,  à l’ins- 
tant où  cette  élasticité  est  prête  à produire  son  effet.  Je  puis  en  consé- 
quence, prendre  la  ligne  de  direction  de  Vj  dont  la  position  est 
déterminée  par  la  première  équation  (5),  de  l'article  précédent,  comme 
un  axe  fixe  auquel  je  rapporterai  les  directions  des  autres  lignes. 

Je  nomme  a l’angle  D' R' , formé  par  les  directions  de  U et  v;  je 
désigne  par  le  signe  général  e,  l’angle  R'  A N formé  par  v et  par  l’une 
quelconque  des  vitesses  a,  ou  qui  ont  la  même  direction,  et  j’ai, 
par  le  principe  gérér.'d  du  mouvement , au  moment  où  le  choc  est 
effectué,  les  équations  suivantes: 


i/cos.a-b  2 {mc3 cos. e)  — /Àv  -f-  2 {mucos.é) 
ft  [7sin.  a + 2 {ma  sin.  i)  — 2 (mu  sin.  e) 


(6).... J 


OU  » en  vUminaut  n , par  l'équation  générale  » u = co«.  e , qui  rem> 
place  l*équalion  ü = p COâ.  ( 

^ V cos.  2 (rna  cos.  f)  = Z {m  cos.*  f) 


\fÂÜ  sin.  a-\-  2 (/Aitusin.  f)  = sin.  f cos.  f) 
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en  conservant  u,  sous  le  signe  , on  peut  mettre  les  deux  première* 
équations  (6)  sous  la  forme 

\ ft  Ucos.  a—uv  + S\{u — a)mco$.e\ 

''  ' ) ft\J  sin.  iz=:  . . . . £ j (tt — o)  OTsin.  f j 

Supposons  maintenant,  que  chacun  des  corps  m soit  doué  d’une 
élasticité  ayant,  avec  l’élasticité  parfaite,  le  rapport  de  /i  : 1 { royez  l’ar- 
ticle 747).  Dans  ce  cas,  la  compression  de  m,  produite  par  le  choc, 
étant  due  à la  quantité  de  mouvement  (« — cs)m,  une  partie  «(« — a)m 
de  celte  quantité  de  mouvement  est,  par  l’effet  de  l’élasticité,  gagnée 
par  m;  au  moyen  de  quoi,  lorsque  le  choc  est  consommé,  chacun  des 
corps  m a acquis,  outre  la  vitesse  u,  ou  la  quantité  de  mouvement  um, 
une  quantité  de  mouvement  n (u — co)m.  Sa  quantité  de  mouvement 
totale  est  donc 

um  n{u  — n>)/w  = wi|(i  + /i)«  — 

et  sa  vîtesse=(i  -f  ri)u — n «,  expression  qui,  ensubstituant , à u,  l’une 
des  valeurs  v cos. (12  + ip)  ou  v cos.  e,  devient 

*"( I + n)  cos.(J2  ■+  P)  — ne>,  ou,  v(i  + ;i)cos.«  — ni». 

Les  quantités  ¥ et  J2  sont  données  par  les  formules  (5),  de  l’ar- 
ticle précédent,  et  on  a a = J2  — e = J2  + <p  = a + a-,\cs  angles  <r 
sont  tous  donnés  par  l’état  initial  du  système;  les  angles  ip  sont  donnés 
par  cet  état  initial  et  par  la  position  connue  de  la  ligne  de  direction  .4  JV 
de  fVM. 


La  quantité  de  mouvement  n (« — ca')m,  gagnée,  par  chaque  corps /r/, 
dans  une  direction  qui  fait  un  angle  e avec  celle  de  v,  sera  perdue,  dans 
la  même  direction,  par  le  corps  fit,  ce  qui  changera  la  vitesse  e en  une 
vitesse  tv  que  je  suppose  dirigée  suivant  la  ligne  yi/t  faisant,  avec  A R' , 
un  angle  = et  on  aura  les  équations  suivantes, 

/ fi  wcos.0—fiv — nZ\  {u — ru)/ncos.e}. 

I ^tv  sin.^= nS  |(«  — iu)/nsin.f  } 

Substituant,  dans  ces  équations,  les  valeurs  de  .2^  j ( u — (j)mcos.é  j 
et  de  i I (m — c»)/w sin.f  [ , tirées  des  équations  (7) , on  a 


(9) 


J U'  cos.  0y=(^n  + i)v — n (J  cos.  x 
\ ii'sin.  ^ = « t^sin.  X 


d'où  on  déduit  ultérieurement 
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tv*  = (/i+  I — 2/i(n  + i)  Uvcos.a  + rt‘  i.'* 

^ «t’sin.  a 

tang.  0 = 

(«  + i)i/ — U U eus.  a. 

et  toutes  les  inconnues  du  problème  se  trouvent  déterminées. 

laaS.  Il  faut  maintenant  parler  du  cas  où  les  corps  r/i  sont  animés  de 
vitts-scs  initialts  faisant  des  angles  quelconques  avec  les  pians  tangents  aux 
sphères  m'j  ni" , etc.  à leur  point  de  contact  avec  In  sphère  ft.  ; dans 
ce  cas,  qui  n'ajoute  aucune  difllculté  à la  solution  du  problème,  on 
décomposera  d’abord  chacune  de  ces  vitesses  en  deux  autres  dont  l’une 
soit  perpendiculaire  au  plan  de  contact,  et  l’autre  parallèle  à ce  plan. 
On  cherchera  quelles  seraient  les  vitesses,  et  les  directions  de  mou- 
vement, après  le  choc,  tant  du  corps  « que  des  corps  m,  dans  l’hy- 
pothèse oii  ces  derniers  n’auraient,  pour  vitesses  , que  les  composantes 
normales  aux  plans  de  contact,  ces  déterminations  se  feront  par  les 
formules  démontrées  ci-dessus,  et  donneront,  pour  la  vitesse  de  /i  et  a 
direction  de  son  mouvement,  des  valeurs  auxquelles  il  n’y  aura  rien  à 
changer,  cette  vitesse  et  cette  direction  étant  entièrement  indépendantes 
des  composantes  tangentielles  dont  je  viens  de  jtarler;  quant  à la  vitesse 
de  chacun  des  corps  ft,  obtenue,  ainsi  que  sa  direction,  par  ce  premier 
calcul , il  faudra  la  combiner  avec  la  composante  tangentielle  de  sa 
vitesse  initiale,  et  on  aura  |e  mouvement  effectif  de  ce  corps  après  le 
choc. 

Vitetsci  relatives  , somme  gt  perte  des  forces  vives,  après  le  choc. 

I aaq.  En  conservant , pour  les  phénomènes  de  choc  traités  dans  le 
chapitre  précédent  les  significations  des  lettres  qui  entrent  dans  les 
formules,  si  on  veut  avoir,  pour  le  cas  de  l’élasticité,  l’expression  de 
la  vitesse  relative  du  corps  ft  et  d’un  des  corps  m,  on  se  rappellera 
qu’après  le  choc  la  vitesse  de  m est  e ( i -f  /i)  cos.e — na,  la  vitesse 
de  fl,  prise  dans  le  sens  de  celle  de  m,  étant  tu  cos.  (^-f-e),  ou 
tu  (cos.^cos.e  — sin.^sin.e)  la  vitesse  relative  a donc  pour  valeur 
tucos.^cos.e  — tusin.^sin.e — (i  -i-«)uco8.f 
substituant  les  valeurs  de  tu  cos.  ^ et  u'sin.  Adonnées  par  les  équations  {9) 
de  l’art.  1 137 , cette  vitesse  relative  devient,  toutes  réductions  faites, 
n[e> — i/cos.(«  — *)],  ou  n (ta  — U cos. a) (a) 
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vitesse  relative,  avant  le  choc,  était  Ucos.a — a>,  elle  a changé 
de  signe  et  s’est  diminuée  dans  le  rapport  de  i :n. 

iï3o.  La  somme  des  forces  vives  apres  le  choc  a,  pour  valeur, 
j ( I + /i)ccos.f  — ««]>  I 
ou,  en  développant  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  £ 

(<f)...^rv“+(i  +n)i'|('(i  +/j)2^(/7/cos.*f) — 2/r.S(///fflcos.e)  | +»’JE(wo») 
Dans  le  cas  de  l’élasticité  parfaite,  qui  donne  /i  = i , cette  expression 
devient 

+ 4c  j cZ(/«cos.*«) — £{mtacos.e)  | + 
on  tire,  de  la  première  équation,  (6),  de  l’art,  laay  e^(///cos>f) 
— £ (macos. e)  = u(Ucos.a  — v);  substituant  cette  valeur  et  celle 
de  ft  IV*,  donnée  par  la  première  équation  (9)  de  l’article  cité  et  dans 
laquelle  un  fera  n=i  , on  aura,  toutes  réductions  faites,  l’expression 
At  £/*  + £(ma^) 

Ainsi  .dans  le  cas  de  l’élasticité  parfaite,  les  forces  vives  sont  conservées. 

ia3i.  Faisant  n=o,  dans  l’expression  (if)  de  l’article  précédent, 
on  a le  cas  de  la  parfaite  dureté,  et  cette  expression  devient 
y ^tv*  + c*  £(mcos.*e) 

la  condition  de  n=o,  donne  évidemment  rv=o,  et  l’expression  (y) 
devient,  en  y introduisant  celte  valeur, 

*’*  ( /X  + 2^  ( rn  cos.  * f ) I 
la  perte  de  force  vive  est , dans  ce  cas, 

fi(U‘  — e*  ) — >•*  2.’  ( me  os.’e  ) 
ou,  — *'')  — ^(mii^) 

Si  dans  l'expression  (y)  on  substitue,  pour  v2^(//icos.*e),  sa  valeur, 
tirée  de  la  3*  é-quation  (6)  de  l’art,  taay  qui  est  /t  (Ucof.a  — v) 
4-  £ (macos.e)  et  celle  de  e*,  donnée  par  la  condition  n = o, 

cette  expression  deviendra,  toutes  réductions  faites, 
vj/x  f/cos.a  + Z(/«r»cos.f  ) | 

et  se  réduira  <1  fiv  î/cos.a  lorsque  les  vitesses  initiales  a seront  milles. 

Choc  de  deux  corps,  durs  ou  élastiques,  et  de  fornirs  quelconques. 

ia3a.  Deux  corps,  de  formes  quelconques,  étant  supposés  avoir, 
dans  l’espace,  des  mouvements  tels  qu’ils  doivent  se  rencontrer  et  se 
« ho([ucr,  je  représente  par  M et  M' , 1rs  masses  de  ces  corps.  Gtnsi- 
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dérant  ensuite,  sépari-mcnl,  le  corps  M,  je  fais  passer,  par  son  centre 
de  gravité,  trois  axes,  ù angles  droits  l'un  sur  l’autre,  fixes  dans  ce 
corps,  et  se  mouvant  avec  lui,  et  je  rends,  ce  centre  de  gravité,  l’ori- 
gine commune  des  coordonnées  3;,,  j,,  *,  mesurées  sur  les  aies  dont 
je  viens  de  parler,  et  servant  k déterminer  les  positions  respectives  des 
molécules  de  .1/. 

A l’instant  où  le  choc  est  prêt  à s’cITectuer,  le  rentre  de  gravité  du 
corps  M a une  certaine  vitesse,  dans  l’espace,  que  je  représente  par  v, 
et  qui  mesure  son  mouvement  général  de  translation;  je  suppose  que 
ce  mouvement, dû  à une  impulsion  initiale , n’est  modifié  par  aucune 
puissance  extérieure;  de  plus,  les  molécules  de  M tournent  autour  d’un 
aie  passant  parle  centre  de  gravité  de  ce  corps, axe  qui  est, art.  1144, 
désigné  par  le  nom  d’axe  instantané  de  rotation. ic  représente  ^wcej,g, 
les  cosinus  des  angles  que  forme,  respectivement,  la  direction  de  la 
vitesse  v,  avec  les  axes  des  t,,  y,,  z,j  par  ÿ la  vitesse  angulaire  du 
corps  autour  de  l’axe  instantané  de  rotation , et  par  a , S , y ,\a  angles 
respectifs  formes  par  cet  axe  et  par  les  axes  des  et  t,j  toutes  ces 

v.tlcurs  étant  prises  à l’intstant  où  le  choc  va  s’eflectuer. 

Je  remarque  d'abord  que  les  produits  ^cos.x,  JJcos.if,  et  ÿcos.y, 
sont  les  quantités  p , q et  r de  l’art.  1 144,  ce  qu’on  vérifiera  en  mul- 
tipliant chacune  des  équations  (6)  de  cet  article,  par  l’équation  (fi>) 
de  l’article  114.5.  On  a vu,  art.  1146,  comment  on  simplifiait,  par 
l’emploi  de  ces  quantités,  les  expressions  des  composantes,  parallèles 
aux  X,,  et  de  la  vitesse  due  au  mouvement  de  rotation,  d’un 
des  points  du  mobile;  faisant  donc  pour  abréger, 

5jcos.a=/,‘  gcos.tf=/n,'  ycos.y  = /i; 

On  a,  article  cité,  pour  les  valeurs  respectives  de  ces  composantes, 
considérées  par  rapport  à la  molécule,  ou  élément  du  corps  M , dont  les 
coordonnées  sont  x,,y,  et  s,,  et  dont  je  désigne  la  masse  par  dM j 
tn:.,—ny,s  nx,—  lz,}  ly,—mx,} 

Mais  çette  molécule,  a,  outre  ces  vitesses  dues  au  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité,  la  vitesse  commune  v de  trans- 
lation totale  du  corp,  dont  les  composantes,  parallèles  au*  x„  et  i, 
sont  ve,  vfj  vg,  de  manière  que  les  com|x>santes  , respectivement 
parallèles  aux  mêmes  axes,  de  la  vitesse  absolue,  àedMj  dans  l’espace  sont 
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Composanic  de  la  vitrsae  ( Xf I'/ 

abiuliic  de  la  molécule  i/.W,  J r,  7 . 

avaiil  le  choc,  priae  parallè-  J > "T  / -■, 

lement  à l’aic  dei  ^ ^Tïi  — '"■*’/ 

A l'instant  où  toutes  ces  valeurs  ont  lieu,  le  elioc  s’cU'ectue,  et  il  sc 
fait  un  cliaiigenient  brusque  dans  l’état  de  mouvement  de  toutes  les 
molécules  du  eorps;  les  eorjis  .1/  et  M'  étant  , d’abord,  considérés 
comme  parfaitement  durs,  et,  de  plus,  leur  eonUict,  au  moment  du 
choc,  étant  supposé  avoir  lieu  sur  un  point  unique  de  chacune  de  leurs 
surfaces,  le  corps  M exerce,  en  ce  point,  sur  le  corps  j'/' , une  per- 
cussion mesurée  par  le  produit  PV  d’une  certaine  masse  P par  une 
vitesse  U , produit  que  je  représente  par  T7 , la  même  lettre  devant 
représenter  la  réaction , que  le  eorps  ,1/'  exerce  sur  M ; celte  action  et 
celle  réaction  sont  dirigées,  du  dehors  au  dedans  de  chacun  des  corps, 
perpendiculairement  au  plan  langent  commun  mené  par  leur  point  de 
contact. 

Je  puis  maintenant  considérer  cette  quantité  de  mouvement  inconnue 
P ü , ou  N J comme  due  à une  cause  nsotricc  quelconque , en  sup- 
posant toujours  qu’elle  est  imprimée  au  corp  M , normalement  à sa 
surface,  au  point  où  le  choc  a lieu;  la  même  hyiJOlhèse  pourra  se 
faire  sur  le  corps  M' , au  moyen  de  quoi  on  aura  , [>ar  le  jtrincipc 
général  du  mouvement,  des  équations  d’équilibre  séparées,  lestjuclles 
contiendront,  pour  chacun  des  corps,  la  quantité  commune  N,  équa- 
tions qu’il  s’agit  de  trouver. 

Soient  à l’instant  où  le  choc  est  effectué,  u la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  y'  la  vitesse  angulaire,  autour  du  nouvel  axe  instantané  de 
rotation,  et  , q el  r les  produits  de  y'  par  les  cosinus  respectifs  des 
angles  que  cet  axe  fait  avec  les  x,, y,  et  p , a,  r,  les  cosinus  des 
angles  respectifs,  formés  par  la  direction  de  u et  par  les  x,, et  3,; 

V.,  C les  coordonnées,  respectivement  parallèles  aux  x,,y,  et  s,, 
du  point  de  contact , et  enfin  a , b , c cosinus  des  angles  respectifs 
que  la  direction  de  N fait  avec  les  et  s,. 

On  aura,  immédiatement  après  le  choc,  les  expiessions  suivantes 
des  composantes,  parallèles  aux  axes  coordonnés,  de  la  vitesse  d’une 
molécule  quelconque,  ou  élément  de  masse  4M , expressions  qui  se 
déduisent  des  mêmes  considérations  que  les  formules  (i)  ci-dessus. 
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Compotanle  de  la  vitcusc  ( j- u p tJ  s,  — ry, 

abanluc  dp  la  moléculp  I , 

aprèalc  choc,  prise  parallè-  j U O r-V^ 

leinent  à l’arc  de»  z, « r + py,  — ejT, 

Telles  sont  les  e.xpresrions  générales  des  vitesses  qui  ont  lieu  n 
l’instant  où  la  quantité  de  mouvement  iVvient  dV-tre  imprimée  au  corps  M, 
corps  dont  les  molécules  ont,  d’ailleurs,  au  moment  du  choc,  les  vitesses 
dont  j’ai  donné  ci -dessus  les  valeurs,  formules  ( i),  et  qu’on  doit  aussi 
regarder  comme  imprimées,  de  manière  qu’il  faut  , pour  appliquer 
le  principe  général  du  mouvement , considérer  comme  forces  imprimées 
dans  des  sens  respectivement  parallèles  aux  x,,y,  et  2,,  celles  dont  les 
valeura  suivent,  savoir: 

I®.  Pour  ce  qui  concerne  la  qujntité  de  mouvement  N ^ 

Na,  N b,  Ne  J 

i°.  Pour  ce  qui  concerne  chaque  molécule  dM  du  corps  M 
{ee  + mz,—  nj,)  d .V;  ( e/-f  n x,—h,  ) d M j ( x,)  d M ; 

et  poser  l’équation  d'équilibre  entre  ces  quantités  de  mouvement  et 
celles  qui  ont  lieu,  et  qui  sont  dues  aux  vitesses  dont  les  formules  (a) 
donnent  les  valeurs,  savoir 

(uf  + qz, — ry,)d M;  (ua  + >x,—pt,)  dM-,  (//  r-i-py,  — </.T,)dM; 
ces  dernières  étant  prises  avec  des  sens  d’action  contraires  ù ceux 
suivant  lesquels  elles  agissent. 

ia33.  Le  corps  étant  libre,  les  équations  cherchées  sont  au  nombre 
de  six,  art.  3^2  et  suivants,  et  ont,  pour  prototypes,  les  équations  (n) 
et  (A)  de  l’art.  3^6,  dans  lesquelles  N(Pccs.a)  repré  ci: te 

Na+/\[(i>e  + mz,—nj,)—{iip  + r/s,—rj,)]dM\ 
ou,  Na+f\[i>e  — iip  + {m  — ,j)z,+  {r~n)y,]dM\  . 

mPcos.ff)  et  i'(T’cos.y)  représentant  les  sommes  des  composantes, 
respectivement  parallèles  y,  et  aux  z,,  et  formées  de  la  même 
manière;  ainsi  on  a, 

INa  + /j  dM\ ve—up  H-  (/«— 9)2,  -b  {r—n)y,]  | =0 
Nb-\rJ\  dM[vf—ua  + {n—r).r,-\-{p—l)z,]\=o 
d M [vg—u  T-\-{l—p\y,-\-{q—m)x,]  j ==0 
N{rta—^b)^J\[ve—up-\-{m—q)z,-\-{r—n)yi]y,dM\'\_ 

—A  [V— /)S/3  x,dM\^ 

N{^c—i;a)  -f/l  [l'ir— "T  + + {q—m)x;\x,dM  1 

—A  [<'C—'‘e  + {'"—q)^Æ{r—n)y,]  z,dM  j | 

A'(vé— lie)  -b/{  [vf-ua-\-(u—r)x,  f (j/—  /):,]!  zpiM  j 1 _ 
—A  {<’g—ur-ir{l—p)^-,^{q—m)x,]  \j-,dM  1 1 
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Ces  intégrales  doivent  être  prises  dans  rétenduc  ei-tiérc  de  la  masse 
du  corps,  à l’instant  où  le  choc  est  elTectué;  et  i,  sont  les 

variables,  N,  v , n , ^ et  toutes  les  quantités  angulaires  doivent 
être  regardées  comme  constantes.  Les  propriétés  du  centre  de  gravité 
donnent  lieu  à quelques  réductions,  et,  de  plus,  la  figure,  la  grandeur 
et  l’état  physique  du  corps  étant  connus  on  peut  simplifier  considé- 
rablement l'analyse  en  prenant  ]>our  axe  des  z,  les  axes  prin- 

cipaux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité;  on  a,  soit  par  les  propriétés 
de  ce  centre,  soit  par  celles  des  axes  principaux, 

f T,dM~o-,fy,dM—o-,  fi,dM—o 
=0  \fx,i,dM—o  ,Jj,i,dM=o 
faisant,  ensuite,  comme  à l’art.  1164, 

/dM{x,^  yj,-)^CjfdM[.T,-  -P  V)  = ^é 
Ici  équations  (i)  deviennent , en  y introduisant  ces  diverses  valeurs, 
et  faisant  attention  que  f dM=  M 

( N a y-  M i^v  c — "f>)  — O 

N b -p  M — U a)  — O 

/j\  _ N c y m\v g — n r)  = O 
N {ri a — ^b)  -y  C (r — «)  = o 
c — W(y  — /n)  = o 
.N{1^6  — »!f) -P  -d{p — /)=o 
En  appliquant , au  corps  M' , les  mêmes  raisonnements  qui  ont  conduit 
aux  équations  ( 1 ) et  (2),  on  parviendra  à des  équations,  absolument 
de  même  forme , entre  la  quantité  commune  N et  les  quantités  corres- 
pondantes k a,  b , Cj  e,  «,  etc.;  ainsi  il  suffira,  quant  à ce  corps  M' , 
de  copier  les  équations  précédentes  avec  la  seule  attention  d’indiquer 
que  les  lettres  , autres  que  la  lettre  N,  n’ont  pas  les  mêmes  valeurs 
numériques,  ce  qui  pourra  se  faire  en  accentuant  celles  qui  n’ont  pas 
d’accents,  et  en  supprimant  l’accent  de  celles  qui  en  ont;  ainsi  les  six 
inconnues  p,  q , r,  np,  na , ut,  relatives  au  mouvement  de  M , 
seront,  quand  il  s’agira  du  mouvement  de  M' , désignées  par  p',  q' , /, 
n' ç'  , u'  cP , n'  P 

On  peut,  d’après  cette  convention,  considérer  les  six  équations  (2) 
comme  en  représentant  douze;  mais  le  problème,  ayant  treize  in- 
connues, savoir, 

Pj'Ij’’}  p',q',r",  up,  u<r,  UT,  «V,  wV,  et  iV 


On  »ur»  pour  le  corp*  M'  de» 
équations  abtolumcul  de  même 
forme,  ainsi  les  six  équations 
ci- à cdté  doivent  être  consi- 
dérées comme  eu  représentant 
douae. 
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.on  a besoin  d’une  treizième  équation  pour  calculer  les  valeurs  déter- 
minées de  toutes  ces  inconnues. 

Cette  treizième  équation  s’obtient,  en  considérant  que  la  vitesse 
relative  des  points  par  lescjucls  M et  M'  se  touchent , prises  dans  le 
sens  de  la  normale  commune  qui  passe  jiar  ces  points,  sont  nulles  au 
moment  où  le  choc  est  opéré;  )e  suppose  que  les  formes  des  corps  et 
les  circonstances  du  choc  sont  telles  que  les  corp  se  touchent  au  même 
point,  pendant  la  durée  de  leur  compression,  durée  qui  est,  d’ailleurs, 
censée  infiniment  petite,  et  ('observe  qu’à  l'instant  où  cette  compression 
cesse,  c’est-à-dire,  où  le  choc  est  opéré  à la  manière  des  corp  durs, 
les  composantes,  parallèles  aux  z,,  de  la  vitesse  du  point  de 

contact,  pris  sur  la  surface  du  corjw  , sont,  respectivement, 

expressions  qu’on  obtient  en  substituant  dans  les  formules  (2)  de  l’ar- 
ticle précédent,  à la  place  des  coordonnées  a,  d’un  point 

quelconque,  les  coordonnées  particulières  r,  Cdu  point  de  contact. 

Ces  composantes  font,  avec  la  direction  de  A%  des  angles  respectifs, 
dont  les  cosinus  sont  n , h , c , donc  la  vite.sse , dans  le  sens  de  la 
direction  A,  du  point  de  la  surface  du  corp  /i/où  le  contact  a lieu 
à l’instant  du  choc,  a pour  valeur 

qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

on  aura  une  expression  absolument  semblable  pour  la  vitesse,  dans  la 
direction  de  N , du  |x>int  de  la  surface  du  corps  M' , oii  le  contact  a 
lieu,  vitesse  dont  la  valeur  sera,  par  conséquent,  en  dé'signant,  ainsi 
qu'on  en  est  convenu,  par  des  lettres  accentuées,  les  quantités  relatives 
à ce  second  corps,  dont  les  correspondantes,  dans  le  corps  Af,  sont 
représentées  par  les  memes  lettres  sans  accent, 

V et  y désignant,  respectivement  , la  1''  et  la  i'  des  deux  valeurs 
précédentes,  on  exprimera  que  la  vitesse  relative  des  points  de  contact 
est  nulle,  en  posant  l’équation  = — V ou  F -\-F'  =^o,  ce  qui  donne 
(3) I >t{n(>J^ba-\-CT)-\-p{cri  — an))  _ 


. ^ jii  )itized  bÿ-Gbd^ 
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avec  cette  c<)uation  et  les  douze  précédentes  représentées  par  (a) 
on  pourra  calculer  chacune  de  treize  inconnues, 

P t '1 1 't  p'  1 > >'  t "é*.  "*■>  ’t'  p'  >%  /r'ir',  «'r'  et  N, 

qui  ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  ees  diverses  équations.  Quand 
on  aura  caleulé  les  inconnues  «p,  ua,  ut,  en  faisant 
P* U*  a* u^  T*  = Q , 

et  observant  que  = i ; on  aura  « = J/ Ç,  et  les  valeurs 

particulières  de  ct  et  r se  trouveront  égales  aux  quantités  eonnues 


U P U a HT 

V~Q  ’ ’ VÏ^' 

Pareillement  l’expression  î/ + + donnera  la  vitesse  angulaire 


apri-s  le  choc,  et  en  représentant  cette  expression  par  JV, 


P-  2-  JL 
iV'  ir'  IV' 


seront,  respectivement,  les  cosinus  des  angles  formés  par  l’axe  instan- 
tané de  rotation  et  par  les  et  t,,. 

Les  mêmes  observations  s’appliquent  aux  quantités  u' p' , n' a,,  u' i' , 
p' , q' , r';  ainsi  on  aura,  pour  chacun  des  deux  corps,  les  valeurs  sé- 
parées de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  des  angles  que  la  direction 
de  cette  vitesse  et  celle  de  l’axe  instantané  de  rotation  font  avec  les 
x,,y.,  Z,,  et  enfin  de  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe. 

1234.  Le  cas  de  l’élasticité  se  déduit  aisément  de  ce  qui  précède; 
les  phénomènes  dus  à celle  propriété  des  corps  ont  lieu  immédiatement 
après  l’instant  où  le  choc  s’est  ojiéré  h la  manière  des  corps  durs,  et 
je  suj)()ose  que  les  changements  dans  l’é'tat  de  mouvement  de  Af  et  M' 
depuis  le  moment  où  ils  sont  en  contact  jusqu’5  celui  où  l’élasticité  a 
complètement  produit  son  effet , se  font  pendant  un  temps  qu’on  peut  re- 
garder comme  infiniment  petit.  D’après  cela,  l’élasticité  de  M et  AF 
étant  <1  l’élasticité  parfaite  dans  le  rapport  de  /t  à i , lorsqu’on  vertu 
de  la  percussion  normale  A',  qui  s’est  exercée  au  point  de  contact,  les 
éléments  de  surface  de  M et  AP , qui  se  touchent  à ce  point,  ayant 
acquis  des  vitesses  égales,  n’exerceront  plus  d’action  l'un  sur  l’autre, 
l’effet  de  l’élasticité  sera  , conformément  aux  explications  détaillées 
que  j’ai  données  sur  cette  matière,  de  reproduire  sur  chaque  corps,  à 
leurs  jxjiuls  de  contact,  une  action  normale  nN  dirigée  du  dehors  au 
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Joduns.  Ainsi  h A'  doit  être  combinée  avec  les  quantités  dépendantes 
du  mouvement  de  M , après  le  choc  à la  manière  des  corps  durs, 
comme  N a été  combinée  avec  les  quantités  relatives  à son  mouvement 
avant  le  choc;  des  considérations  absolument  semblables,  s’appliquent 
au  cor[)s  M' . 

Soient,  apiès  que  l’élasticité  a produit  son  entier  elFet,  iv  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  de  A/;  R , Sj  T j respectivement,  les  cosinus 
des  angles  formés  par  la  direction  de  et  par  les  x,,y,,z,\  12  la 
vitesse  angulaire,  2,  ft,v , les  produits  de  SI  par  les  cosinus  respectifs 
des  angles  désignés  par  j , h , k , que  le  nouvel  axe  instantané  de  ro- 
tation tait  avec  les  et  z,\  d’après  ce  qui  vient  d’étre  dit,  les 

quantités  le,  /?,  S,  T,  seront  substituées,  dans  les  équa- 

tions (a)  de  l’article  précédent,  aux  quantités  Uj  ç , a,  T,p , tj , r, 
et  ces  dernières  y remplaceront  v , e ,J',  g,  m , n;  les  termes  qui 
contiennent  N ne  subiront  d’autre  changement  que  celui  d’étre  mul- 
tipliés par  nj  on  aura  ainsi, 

Nn a-\-  M {u P — re/f  ) = o 
Nnb  A/(h<7  — h>5)  = o 

/ , Aénc -b  A'/(wr — wT)  = o 

N /I  {ri  fl  — ^ b)  + C(r — c)  = o 
JVn  {^c — (J'rt)  + R{u  — r/)  = o 
Nu{i^b  — »!c)  +yJ{À — />)  — 0 

On  peut  introduire,  dans  ces  é-quations , les  quantités  initiales 
V,  f yf,  g,  l)  m , Il  au  lieu  de  u , (>,  o,T,  p , q , r,  en  ajoutant, 
à chacune,  sa  correspondante,  prise  dans  les  équations  (2)  de  l’article 
précédent,  et  on  aura  " ' 

On  aura,  pour  le  corps  M* , des 
ê<]untionsabsolumeot  demt>me  fur- 
medans  lesquelles  loutesleslettres, 
excepté  N et  n,  devront  être  accen- 
tuées, pour  indiquerqur  lesqtianfi- 
tés  auxquelles  elles  correspondent 
appartiennent  à ce  corps  <>f';  ainsi 
les  six  équations  ci-à  cdté  doivent 
être  considérées  comme  en  repré- 
sentant douze.  s 

Au  moyen  des  treize  équations  de  l’article  précédent  (on  a vu  qtte 
les  six  équations  (2)  en  repré-sentent  douze)  on  arrivera  à une  équation 
qui  ne  renfermera  d autre  inconnue  que  A , dont  on  substituera  la 


(rt-j-i)  A*<2-|- A/(ec  — wR)  = o 
AA-f- A/(e/‘ — IV  A)  = 0 

f2b...  + + «'7’)==o 

{n+i)N{na—^b  )-)-(y  — «)=o 
(n  + i)A(Pc — ^fj)-{-R(p — f//)=ro 
•('»+  0*A(4'i—)!c)=^  (;.—/)  =0 
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valeur  clans  les  c‘quatiotis  précédentes,  qui  ne  contiendront,  alors,  que 
les  douze  inconnues  wH , wS,  U'7’,  X,fJL,yj  w' R' , wW',  ’f' , 
X.' ,fi' , tX ; ces  douze  inconnues  étant  calculées,  on  aura  les  valeurs  sé- 
parées de  tv,  R,  S,  T,  fl,  j,  h,  k,  cl  de  leurs  correspondantes 
accentuées,  par  le  procédé  expliqué  à la  fin  de  l’article  précédent;  on 
obtiendra  donc,  dans  le  cas  de  l’élasticité  d’un  degré  quelconque,  comme 
dans  celui  de  la  dureté  parfaite,  les  vitesses  des  centres  de  gravité,  les 
directions  de  ces  vitesses,  les  positions  des  axes  instantanés  de  rotation 
et  les  vitesses  angulaires  autour  de  ces  axes. 

laSd.  I^s  cas  particuliers  qu'on  aura  à traiter  fourniront  ordinai- 
nairement  quelques  moyens  de  simplification,  mais  voici,  à cet  égard, 
des  considérations  générales  que  je  ne  dois  pas  omettre.  Menons,  par 
le  point  de  contact,  deux  axes,  perpendiculaires  entre  eux,  tracés  sur 
le  plan,  langent  aux  deux  corps,  qui  passe  par  ce  ]X)int,  et  décom- 
posons chacune  des  vitesses  initiales  e et  «é,  en  trois  autres,  dont  deux 
soient  parallèles  aux  axes  dont  je  viens  de  parler,  et  la  troisième, 
jterpendiculaire  au  plan  qui  renferme  ces  axes;  désignons  ces  compo- 
santes, par  I cj , pour  le  corps  M , par  , 'iX , a' , pour  le 
corps  ]SV ; la  vitesse  du  centre  de  gravité  , du  système  des  deux  corps, 
ser,  art.  1114,  et  suivants,  tant  avant  qu’après  le  choc,  égale  <1 

et  on  aura  les  expressions  suivantes  des  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  son  mouvement  et  par  les  axes  auxquels  ÿç,  et  a 
sont  parallèles. 

' M^M" 

J’observe  maintenant  que  l’invariabilité  des  valeurs  (i)  et  (2)  doit  aussi 
exister,  en  particulier,  pour  chacune  des  quantités  de  mouvement  Mx, 
MtIi , M' x^ , M’  \J',puist|ue  ces  quantités  de  mouvement  ont  lieu  dans 
des  plans  perpendiculaires  aux  directions  tant  de  la  percussion  N , que 
des  réactions  cette  percussion  et  ces  réactions  n’ont  donc  d’effet 
que  sur  les  quantités  de  mouvement  Ma , Ma'  perpendiculaires  au 
plan  tangent,  et  cet  effet  consiste  à diminuer  l’une  de  la  même  quan- 
tité dont  l’autre  est  augmentée,  condition  nécessaire  pour  que  le  centre 
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de  gravite  du  système  des  deux  corps  conserve  sa  vitesse  et  la  direction 

de  son  mouvement. 

Il  suit,  de  là,  i°.  que  si,  parla  direction  de  la  vitesse  initiale  edu  centre 
de  gravite  du  cor|)S*V,on  mène  un  plan  per|)endiculaire  au  plan  tangent , 
n et  rv  auront  leurs  directions  dans  ce  même  plan  ; et  ce  que  je  viens  de 
dire,  de  la  vitesse  e de  M , est  applicable  à la  vitesse  initiale  v'  de  J/'. 
a°.  Qu’il  faudra  se  borner,  dans  les  questions  particulières  tpi’on  aura  à 
résoudre,  à calculer  la  composante  de  la  vitesse  de  chaque  centre  de 
gravité,  jverpendiculaire  au  plan  tangent  , laquelle  se  cunibinesa  en- 
suite, avec  la  composante  invariable,  parallèle  à ce  plan,  pour  donner 
la  vitesse  absolue  dans  l'es|)ace.  J’ajouterai  que  lorsqu’on  aura  fait  ce 
calcul  pour  l’un  des  corps,  on  aura,  aisément,  le  résultat  relatifà  l’autre 
cor|B,  car  en  nommant  «,  et  ce  que  « et  ta'  deviennent,  respec- 
tivement, apri"9  le  choc,  on  a iM  o'  = M a i-\- 31  ,ra  / et  qii’aiasi 

«me  des  inconnues  co,  et  a>,'  étant  détermii’ée,  l’autre  s’en  déduit  im- 
médiatement. 

Mouvement  d'un  (il  élastique  dans  le  rens  de  sa  longueur  et  retenu  par  deux 
puinis  files. 

is3<3.  Les  exemples  que  j’ai  donnés,  jusqu’à  présent,  de  l’an.ilvse  du 
mouvement  d’un  système  de  forme  variable,  supposent  tous  que  les 
divers  points  de  ce  svsième  se  meuvent  dans  des  espaces  de  grandeurs 
finies;  mais  il  est  une  classe  de  problèmes,  également  curieux  et  im- 
portants, dans  lesquels  on  considère  les  limites  de  ces  espaces  comme 
infiniment  rapprochées,  le  mouvement  de  chacun  des  points  du  système 
se  réduisant  à des  oscillations  dont  la  loi  dépend  et  de  la  constitution 
de  ce  systénve  et  de  l’action  des  forces  qui  agissent  sur  lui.  J’ai  voulu, 
avant  de  terminer  les  applications  des  principes  élémentaires,  faire 
connaître  aux  élèves  la  solution  d’un  de  ces  problèmes,  et  celui  <|ue 
j’ai  choisi  est  célèbre  tant  dans  l’histoire  de  l’analyse  inalhémalique 
que  dans  celle  de  la  mécanique;  il  conduit  à une  équation  aux  dilfé^ 
reners  partielles,  du  deuxième  ordre,  la  première  de  cet  ordre  qui  ait 
été  intégrée  (*).  Voici  l’état  de  la  question. 


(■)  Ccito  Intégrale  est  duc  à Dalembertf  qui  l’a  publiée,  pour  la  prémiéra 
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Une  corde,  ou  un  fil  tendu,  considérée  comme  une  ligne  droite  ma- 
térielle, a ses  points  extrêmes  immobiles  ; cette  corde  , ou  ce  fil , ex- 
tensible et  élastique,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  mais,  d’ailleurs  par- 
faitement flexible  résiste,  en  vertu  de  son  élasticité,  aux  forces  qui 
tendent  k le  courber.  La  tension  Ji  laquelle  cette  résistance  est  due 
peut  être  obtenue  par  divers  procédés;  on  sait  que  l’usage  ordinaire, 
pour  les  instruments  de  musique,  est  d'employer  des  chevilles  un  peu 
coniques  , qui  entrent , à frottement  , dans  des  trous  de  même  for- 
me, et  autour  desquelles,  les  cordes  sont  enroulées,  par  un  de  leurs 
bouts,  l’autre  bout  tenant  à un  point  fixe;  les  chevilles,  plus  ou  moins 
tournées,  donnent  aux  cordes  dilTérents  degrés  de  tension.  Mais  ce 
moyen,  ou  tout  autre  dont  on  voudrait  se  servir,  équivaut  toujours  à 
l’efl’et  d’un  poids,  suspendu  h chaque  corde,  en  substituant , h l’arrêt, 
qui  tient , un  de  scs  points , fixe,  une  poulie,  infiniment  petite , sur  la  * 
quelle  ce  point  serait  soulemi,  et  donnant  , si  on  veut,  des  positions 
horizontales,  à l’axe  de  la  poulie,  et  È la  partie  de  la  corde  comprise 
entre  cette  poulie  et  celui  de  ses  points  qui  demeure  fixe. 

Ce  fil  a pris,  k un  instant,  et  par  des  causes  quelconques,  une 
certaine  forme,  et  en  vertu  tant  des  vitesses  dont  ses  dilTérents  points 


foi»,  dan»  le  volume  de  1747,  de»  Mémoire»  de  l’académie  de  Berlin,  et  qui 
a intégré  d’autre»  équation»  en  différence»  partielle»,  dan»  »e» écrit» »ur la  cau»o 
de»  vent»  et  »ur  la  réci»tance  de»  fluide».  11  a,  aîn»i,  la  priorité  quant  à ce  qui 
concerne  le»  application»  de  ce  genre  d’équation»  aux  »cicnce»  physico-mathé- 
matique», mai»  la  gloire  de  l’invention  du  calcul  intégral  aux  différence»  par- 
tielle» appartient  à Léonard  Euler;  ce  grand  géomètre  avait  intégré  en  1734 


l'équation  du  premier  ordre  de  la  forme 


(/‘et  étant  des  signes  de  fonctions;, y représente  uu  paramètre,  constant 
pour  une  courbe  déterminée,  et  variable  d’une  courbe  k l’autre,  x et  .a  étant 
les  coordonnés  rectangulaires.  ( Voyez  son  mémoire , qui  a pour  titre , Methodus 
inveniendi  e^uafiones  pro  in/initis  curvù  ejusdem  Mémoires  de  l’académie 

de  Pélersbourg , année  1734  et  1735).  Il  a ensuite  traité  fort  en  détail  la  théorie 
des  équations  aux  différences  partielles,  dans  le  troisième  volume  de  son  calcul 
intégral,  qui  est  le  premier  ouvrage  où  ce  calcul  soit  présenté  de  manière  à 
pouvoir  être  classé  parmi  les  méthodes  analytiques. 


I 
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sont  aiiinirs  que  de  sa  force  élastique,  cette  forme  dmt  clianger  dans 
les  instants  suivants.  11  s’agit  de  trouver  la  loi  de  son  mouvement , en 
supposant  que  les  plus  grands  écarts  de  ses  points,  par  rapport  à l’aae 
rectiligne,  mené  d’un  des  points  fixes  k l’autre,  sont  extrêmement  ou 
infiniment  petits. 

1287.  Prenant  un  de  ces  points  fixes,  pour  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  de  la  courbe,  qui  est  supposée  plane,  et  comptant  les  x 
sur  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  fixes,  je  conçois  une  in- 
finité d’ordonnées  élevées  entre  ces  deux  [Hiints  fixes  dont  chacune 
correspond , sur  la  courbe,  à un  point  matériel  cpi’on  peut  supposer 
être  un  des  é-lcments  désignés  par  i/m,  df  la  masse  du  lil,  lié,  k l’é-lé- 
ment  suivant,  par  une  portion  élémentaire  r/x  de  la  longueur  du  fil, 
cet  élément  t/s,  de  la  masse  duquel  on  peut,  tli-s-lors,  faire  abstrac- 
tion, tendant  h rapprocher,  en  vertu  de  son  c-lasticité,'  h-s  deux  points 
matériels  qui  sont  k scs  extrémités. 

La  constitution  du  système  étant  ainsi  établie,  je  considère  parti- 
culièrement deux  des  éléments  consécutifs  de  la  courbe,  qui,  en  vertu 
de  leur  élasticité,  tirent  en  sens  contraire,  suivant  la  longueur  de  la 
courbe,  l’élément  de  masse  dm  posé  entre  eux,  et  dont  les  coordonnées 
sont  X et  J'.  J’appelle  ÿ et  ^ les  angles,  rcs[icetifs,  formés  parees 
éléments  de  courbe  et  jiar  l’axe  des  r,  et  désignant  par  r,  la  tension 
du  fil,  laquelle,  vu  l’hypothi-se  des  vibrations  infiniment  petites,  peut 
être  censée  constante  dans  l'étendue  entière  de  la  courbe,  et  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  j’ai  les  forces  suivantes  données  par  cette 
tension  et  agissant  sur  l’élément  de  masse  dm  , savoir; 

parallèlement  k l’axel  + 

^ des^ Tsin.  , et  rsin.  {ip-\-dip) 

les  forces,  qui  composent  chacune  de  ces  couples,  agissent  dans  des  sens 
directement  opposc-s,  et  comme  l’hvpothèse  des  oscillations  infiniment 
petites  permet  de  confondre  l’arc  (f  avec  son  sinus  ou  sa  tangente,  on 
a i°.cos.(;}-|-''^‘^)  = t^os-'?  = • > Y"sin. (;î-j-r/;J ) — rsin.;?  = 
la  résultante  de  la  première  couple  est  égale  k zéro;  la  résultante  de  la 
seconde  est  égale  k rdif. 

I^-s  effets  dynamiques,  produits  sur  l’élément  de  masse  dm  , étant, 
ainsi,  réduits  k ceux  de  l’élasticité  des  éléments  de  courbe  qui  lui  sont 
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rontigus,  on  peut  poser  l’équation  de  son  mciivenicnt  comme  s’il  était 
libre;  mais  avant  de  lui  appliquer  le  principe  général  , il  faut  faire 
attention  que,  d’après  les  conditions  qu’on  s’est  imposées  sur  l’étendue 
des  oscillations  et  d'après  la  petitesse  de  l’angle  ip  qui  en  résulte , la 
longueur  d’un  arc  quelconque  de  la  courbe  ne  dillt're  de  celle  de  la 
portion  de  l’axe  des  abeisses,  h laquelle  elle  correspond , que  d’une  quan- 
tité négligeable  par  rapport  à l’une  et  à l’autre  longueur,  et  il  suit  de  Ui 
que  le  mouvement  de  l’élément  déniasse  dm  a continuellement  lieu  ,soit 
dans  un  sens  soit  dans  l’autre,  suivant  une  même  perpendiculaire  à l’axe 
des  ar, sur  laquelle  se  trouve  la  coordonnée  de  cet  élément  de  masse. 

Ces  préliminaires  posés,  la  force  motrice  imprimée,  et  celle  qui  a 


lieu,  sont,  respectivement,  rd<p  et 


dm  , 


dl  étant  constant  ; 


ces  deux  forces  motrices  ont  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite, 
et  comme  tang.  ^ = ^ = ^,  d’où  dx  , {^dx  est  sup- 


posée constante)  l’expression  de  la  première  se  change  en  rdx 


Cette  dernière  force  est  accélératrice  ou  retardatrice  dans  différentes 
circonstances  qui  dépendent  et  du  sens  du  mouvement  de  l’élément  de 
masse  dm,  et  de  la  position  du  centre  de  courbure  de  l’é-lément  de 
courbe  sur  lequel  dm  est  posé,  centre  qui  peut  être  ou  du  côté  de  l’axe 
des  X , ou  du  côté  opposé,  par  rajiport  à la  courbe^  établissant  les 
signes  des  quantités,  dans  chaque  cas,  relativement  à ces  circonstances 
et  à lu  condition  de  prendre  positivement  les  vitesses  qui  tendent  à 
augmenter  les  positives,  on  a,  d’après  le  principe  général,  entre  la 
force  motrice  imprimée  et  celle  qui  a lieu  la  relation  d’égalité 


dm  ^ d.r^  J \ dl^  J 


Cette  équation  est  applicable  à toutes  les  bypolbèses  qu’on  peut  faire 
sur  les  variations  des  masses  dm , d’un  point  à l’autre  de  la  courbe;  si 
on  suppose  que  la  somme  des  masses  élémentaires  dm , étendues  sur 
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une  certaine  longueur  de  courbe,  est  proportionnelle  à cette  longueur, 
qui,  d'apri-s  ce  qu’on  a dit  ci-dessus,  est  celle  de  la  partie  correspon- 
dante de  l’axe  des  x , ces  masses  étant , de  plus , égales  en  volume, 
on  aura  le  cas  du  fd  homogène  et  uniformément  gros  ; désignant , 
dans  ce  cas,  par  p la  masse  totale  du  fil  ou  de  la  corde  entre  scs  points 
fixes , et  par  a sa  longueur , entre  les  mêmes  points,  la  proportion 

(I  :p  ::  dx  ; dm  donnera  dm  = et  ré(|uation  (i)  deviendra 


1238.  Il  me  reste  à rapporter  à des  notions  précises  la  mesure  de 
la  tension  t;  celte  tension  se  trouvant  obtenue  par  un  moyen  quel- 
conque, et  maintenue  dans  un  état  déterminé  et  constant,  son  elTct  est, 
lorsque  la  corde  reçoit  un  ébranlement,  après  lequel  elle  est  aban- 
donnée à elle-même,  de  faire  faire,  k cette  corde,  pendant  la  première 
unité  de  teinpsqui  suit  son  ébranlement,  un  certain  nombre  de  vibrations; 
or  supposons  qu’au  moyen  quelconque  de  tension  on  ait  substitué  , 
de  la  manière  indiquée  à l’art.  laSô,  le  poids  d’un  corps,  dont  la  masse 
serait  égale  à f',  de  quantité  telle  qu’il  fasse  faire,  à la  corde,  le 
même  nombre  d’oscillations  dans  les  mêmes  circonstances,  le  poids  sera 
évidemment  la  mesure  de  la  tension.  Lorsqu’il  s’agit  des  cordes  d’ins- 
truments de  musique,  l’identité  des  nombres  d’oscillations  se  reconnaît 
par  l’identité  des  sons  , et  on  verra  bientôt  que  l’isochronisme  des 
oscillations  dispense  de  se  réduire  k ne  considérer  que  celles  qui  ont 
lieu  pendant  la  première  unité  de  temps  du  mouvement. 

La  tension  réquivalant,  ainsi,  au  poids  d’un  corps  dont  la  masse=/^, 
représente  une  force  qui,  dans  le  premier  instanf  de  son  action,  engen- 
drerait une  quantité  de  mouvement  élémentaire  Pgdt  (je  continue  à 
désigner,  pur  g,  la  force  accélératrice  due  k la  pesanteur  terrestre); 
on  a donc  rdls=-P  gdt  ou  r=  P g et  l’équation  (2)  de  l’article  pré- 


'■dent  devient  a g , ou  en  faisant , pour 

•y-'- 




abréger  a g . = i» 

P 
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les  masses  P fl  p étant  proportionnelles  à leurs  poids, exprinie  le 

rapport  entre  le  poids  capable  d’opérer  la  tension  actuelle  de  la  corde,  ^ 
et  le  poids  de  celte  corde. 

I i39-  Lesélcves  feront  attention  que  le  coefficient  dKTérentiel^— ^ 

se  rapporte  exclusivement  aux  espaces  parcourus,  par  un  même  point  de 
la  courbe,  sur  la  peqjendiculaire  à l’axe  des  x qui  passe  par  ce  points 
c’est-à-dire,  aux  variations  de  longueurs  dej^  correspondantes  aux  va- 
leurs t , t -{■  tit , t Stdtjàa  temps,  pour  une  même  valeur  de  .r_,  et  que 

le  coefficient  difTêrentiel  SC  rapporte  aux  variations  de  lon- 

gueurs des  coordonnées correspondantes  aux  abeisses  x,  x-\-dx, 
x-\-idx,  pour  une  même  valeur  de  tj  ainsi  l’êquations  (a) 
est  aux  dilTérences  partielles  du  deuxième  ordre,  et  je  vais  intégrer 
celte  équation  en  n’employant  que  des  considérations  familières  à tous 
ceux  qui  connaissent  les  simples  éléments  du  calcul  difTérenlicI  et  in- 
tégral. 

D’après  le  mode  de  variation  de  jf',  fixé  par  l’état  de  la  question, 
on  doit  &\dn y —Jonction  (.r,  /)  et,  par  conséquent, 

(i  ) dy=p  dx-\-tj  dt 

P cl  t}  étant  des  fonctions  de  x et  t.  Soient 


(a). 


J dp  = rdx  -j-  sdt 
Xdi/^r’c 


-.ddx-\-!.' dt 

r,  J,  r*  et  y étant  aussi  des  fonctions  de  x et  /,  on  aura,  par  le  théorème 
connu,  P=s,  d’où  dq=sdi-\-d dt j le  coefficient  y = 

— C V et  la  deuxième  équation  (a)  se  change  en 
V rf/»  J 

dq  = sdx->r[^f^dt 

l'équation  (a),  de  l’article  précédent,  donne , en  observant  que 


^ - -V  - 


■Qigitked  by  Google 
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ft  les  deux  équsliuns  (2)  deviennent 

, V \dp-=rdx  Jr  sdt 

\ df/  = sdv  + b^rdt 

J’ajoulela  première  de  ees  équations  à la  deuxième,  êl  je  l’en  relranclie, 
luccessivemenl , après  l’avoir  nuilliplice  par  b , ce  qui  me  donne 

/5\ / "'V  + bdj)—{hr  + .5)  {bdl-\-di) 

[ dq  — bdp  — (^br — s)  (bdl  — dx) 

I,es  difTérenlielles  dp  et  dq  étant,  équations  ( 1 ) et  (2),  des  difle- 
rentiellc  exactes,  les  deuxièmes  membres  de  ces  équations  (5)  doi- 
vent être  aussi  des  dilFérenlielles  exactes,  et,  par  conséquent,  on  a, 
/’  et  Z,  étant  des  signes  de  fonction, 

br-\-s  — [bt-\-x) 

br — i = Z(A/ — j) 

Les  équations  (5)  deviennent,  en  y substituant  cesvaleurset  intégrant 

' q^bp=f\{bdt^dx)  r(A/  + .t)  I {bt^x) 

.q—bp==f\{hdi—dx)1{bl  — x\\=x.{l>t—x) 

\J  et  ^ étant  des  signes  de  fonctions. 

Les  valeurs  séparées  de  p q\  q , déduites  de  ces  équations,  sont 


p = J-^\^^biJr^)-ySbt-x)\ 

q = ^ l^(A,+.r)+;ç(/./_.r)} 


et  ces  valeurs,  introduites  dans  l’équation  ( t),  la  changent  en 


<//=  ^ j {bdt-\-dx  )\^{bt-^x)-\-{bdl — dx)^{^bl  — x)  j 

équation  séparée,  de  laquelle  on  déduit,  par  l’intégration, 

(tT) . . . = ^ F(i/-x)  I 

f et  F étant  des  signes  de  fonctions. 

1240.  On  peut  s’assurer,  par  la  difFèrentlation,  que  rette  équation 
satisfait  It  l’équation  (a)  de  l’article  1238;  difierentiant,  d’abord,  par 
rapport  à x,  on  a 
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ensuite  la  difTércntialion,  par  rapport  à t , donne 


j/"(i/+x)  + P"(i/-a:)  I 


et  comparant  ensemble  les  valeurs  de 


qui  est  la  proposée.  On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  supprimant 
le  facteur  tl'’  l’équation  (if),  et  on  satisferait  encore  k la  proposée 


en  substituant  F(.r  — A/)  li  F{l>t — x),  ainsi  l’une  quelconque  des 
deus  équations 

(g’\  h'=f(^f+’^)  + F(/>t—x) 

\ U=./(^  + é-/)+/’(x-/i/) 

est  tout  aussi  bien  l’intégrale  de  la  proposée  que  l’équation  (F),  et, 
en  général , toute  é(|uatiun  finie , qui , satisfaisant  h une  équation  en 
différences  partielles  de  l’ordre  « , renferme  un  nombre  n de  fonctions 
arbitraires,  doit  être  regardée  comme  l’intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion en  différences  partielles.  L’analyse  de  l’article  précé'dent  aurait  con- 
duit à la  2'.  des  équations  (F) , si,  pour  avoir  la  2'.  équation  (S)  de  cet 
article,  on  eut  retranché  la  2'.  (4)  de  la  1".  (4),  celle-ci  étant  mul- 
tipliée par  b J au  lieu  de  faire  l’opération  inverse. 


Proprictcf  et  construction  de  l’équation  qui  donne  le  mouvement  de  la 
corde  vibrante. 


124t.  L’analyse,  exposée  dans  le  chapitre  précédent,  nous  a conduits 
à l’équation 
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dans  laqtidlr  x ex  j sont  les  coordonmrs  de  la  courbe  qui  renferme, 
au  bout  du  temps  t , tous  les  points  du  lil  mis  en  oscillation,  ou  de 
la  corde  vibrante,  coordonnées  dont  l’origine  est  h un  des  deux  points 
fixes  du  fil  ou  de  la  corde;  la  constante  à représentant  l’expression 


£l  J!  P 

— — , dans  laquelle  P est  un  poids  qui  représente  et  mesure  la 


tension,  le  poids  et  a la  longueur  de  la  corde  entre  ses  points  fixes. 

J’observe , d’abord , que  les  points  de  la  corde  placés  à l’origine  àe  a, 
qui  est  l’origine  des  Xjjr,ctk  l’extrémité  de  a , étant  immobiles,  on 
doit  avoir,  pour  une  valeur  quelconque  de  les  valeurs  simultanées 
x = o } y=-o 


3t  = a J y = o. 

Lesquelles  substituées  dans  l’équation  précédente,  donnent 
(i)  |/(A/)  = -F(A/) 

' ' + = 

soit  l>t  — a~^t  on  aura 


/(*/  + «)=/(f+xn),  F(ir-<a)  = FU), 
d’où,  i*.  ^‘fjuaiion  (2), 

mais  la  première  équation  (2)  nous  apprend  quelles  symboles  de  fonction 
f et  /^peuvent  être  remplacés  l’un  par  l’autre,  en  changeant  simpe- 
ment  le  signe  extérieur  qui  affecte  toute  la  fonction,  donc 

/(^  + 2û=/(^)  Y 


changeant  dans  les  deux  membres  J'en  F et,  par 
conséquent  + en  — on  a 

+2«)=F(£) 


(3) 


en  considérant  2a  comme  une  différence  finie  de  f , c’est-à-dire,  en 
faisant  ^^  = 2a,  on  aura 

fis  + -/(f)  = ^./(c).  F(S  + 2a)-F(£)  = ^.F(S) 

et  les  équations  (3)  équivalent  aux  suivantes 

^.f(S)  = oi^.F(£)=.o. 

Nous  découvrons,  par  ces  équations,  une  propriété  très  importante, 
des  fonctionsyet  F j prenant  f,  pour  abeisse  d’une  courbe  qui  aurait. 
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pour  ordonnées,  soit  soit  F (f),  et  ayant  construit  un  arc  de 
cette  courbe  correspondant  <1  une  longueur  a â de  l’axe  des  abcisses, 
le  surplus  de  la  courbe  se  composera  d’arcs  semblables  et  égaux  û 
celui-là,  mis  à la  suite  les  uns  des  autres;  je  vais  appliquer  cette  pro- 
priété à la  construction  de  l’équation  (i)  établie  d’après  les  données 
du  problème. 

1342.  Il  s’agit  de  trouver,  pour  une  valeur  déterminée  de  x,  les 
valeurs  de  la  coordonnée déduites  de  l’équation 

J— J + x)  -b  F{bt~x) (i  ) 

et  correspondantes  aux  difTérentes  valeurs  de  /,  ou,  réciproquement, 
pour  une  valeur  déterminée  de  /,  les  coordonnées  des  dilTérents  jxjinis 
de  la  courbe  suivant  lesquelles  la  corde  est  pliée  à l’instant  qui  ter  ■ 
mine  le  temps  donné  /. 

Je  suppose,  d’abord,  pour  plus  de  généralité,  qu’à  l’instant  où  le 
temps  t commence,  les  dilTérents  points  de  la  corde  ont  des  vitesses 
finies  et  connues,  lesquelles  avec  la  figure  de  cette  corde , au  même  ins- 
tant, constituent  les  données  initiales  du  problème. 

Or,  à un  instant  quelconque  du  mouvement,  la  vitesse  du  point  dont  . 
les  coordonnées  sont  x et  j'  a,  pour  valeur,  d’après  l’équation  ( i ) de 
l’article  précédent, 

b\f  {bt^■x)  + F{bt-x)  I 

et  désignant,  par  Uj  la  vitesse  dont  le  point,  correspondant  à l’abeisse  x, 
est  animé  à l’instant  où  / — o,  on  a, 

U=.b\f{x)^P{-x)  \ 

équation  qui,  multipliée  par  dx  et  intégrée,  donne  ’• 

f{Udx)^bC=b\f{x)-F{-x\\ 
l’équation  (i  ) donne,  à ce  même  instant  où  / = o, 

J^=y(x)  -b  FÇ—x)  j b' eu  la  valeur  de^  lorsque /=o. 

ou,  comme  on  peut,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci -dessus,  substitueryà 
en  changeant  le  signe  extérieur  de  la  fonction, 

/(Udx}+bC^b]fix)+f{-x)\ 
r=/(x)_/(_x) 
on  déduit  de  ces  équations 
» 
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Ce  sont  ces  équations  que  je  vais  employer  pour  donner  une  construc- 
tion fort  simple  de  l’équation  ( i ) de  l’article  précédent,  laquelle  par  le 
cliLngement  de  F cnJ'j  sous  la  condition  sus-énoncée,  peut  s’écrire  ainsi , 

et  comme  on  a,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt,  pour  les  valeurs  des  lignes 
à construire,  des  expressions  dans  lesquelles  la  constante  C s’élimine 
toujours  d’elle-meme,  la  valeur  de  cette  constante  peut  être  prise  abso- 
lument à volonté,  et  pour  sim|)lifier  je  la  supposerai  égale  ii  zéro. 

1343.  Les  équations  (y)  de  l’article  préctyent  se  trouvent , ainsi, 
réduites  à 


/(--)=;{ 


b 

f{.Udx) 

b 


,_r}| 


Fig.  18,  no.  J.  étant  la  longueur  de  la  corde,  A et  B ses  points  fixes  et  A 

l’origine  des  x et  soient  AM  B la  figure  initiale  de  cette  corde, 
celle  qui  a lieu  lorsque  / = o,  et  faisons  AP  — x,  P,M^F;  puisque 
les  vitesses  initiales  de  tous  les  jioints  M sont  données,  on  pourra 
construire  une  courbe  AFB  telle  que  l’ordonnée  F égale  l’espace 
qu’un  mobile  parcourerait,  dans  l’unité  de  temps,  s’il  était  animé  de  la 
vitesse  V , du  point  M , correspondante  à la  valeur  / ^=o,  et  par  le 
moyen  de  cette  courbe  AV  B on  en  construira  une  troisième 
AWIJ  dans  laquelle  le  rectangle  fait  de  l’ordonnée  P IV  et  de  la 
constante  b sera  égal  à l’aire  A P V , ou  à y(  U dx)-,  on  aura,  ainsi , 
les  quantités  données  par  Ijétat  initiai  de  la  corde 

AP  = xs  PM^^Vj  PV=dUj  PW=:I1EÉJÛ 

dont  les  relations  sont  exprimées  par  les  équations  (y^). 
y'gi8,n“*.i  cti.  Pour  employer  ces  quantités  aux  déterminations  dont  j’ai  besoin,  je 
prends  un  autre  axe  A/b,,  séparé  du  premier,  pOur  ne  pas  embrouiller 
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la  figure,  mais  posé  de  manière  que  les  lignes  A,  A et  HfB  soient  à 
angles  droits  sur  les  lignes  A, B,  Kt  A B et  je  corstiuis , sur  (et  axe, 
une  courbe  AjM/S  dont  une  ordonnée  quelconque  P,  U,)  située  sur  le 
prolongement  de  PV,  ait  pour  valeur 

P,  Af,=H  Z’ Z’ A/)  =1 1 =^1^^  + r J =/(x) 

^ Prenant,  ensuite,  sur  le  prolongement  de  B,  A,,  A,h,  — A,Bi,  je 
construis,  sur  cet  axe  prolongé,  la  courbe  A,ft,s  telle  qu’en  prenant 
une  abeitse  A,!f,=iA,P,  l’ordonnée  correspondante , ait,  pour 
valeur , 

.-r,u,  = i{PfV-PM)  = \^^  r I =/(-*■) 


celle  dernière  courbe  coupe  son  axe  au  point  //,,  où  on  a A ,H,  (n®.2) 
— Ah{\\°.  i)  = l’abcisse  correspondante  è l'intersection  II,  où  ladifiTé- 

f{  U dx  I 

rcnce  entre  PW  et  PM,  c’est -ii- dire,  entre  t— ^ — r-1— ' cl  V devient 

O 


nulle. 

De  plus  les  ordonnées  extrémies.  B,  S et  b, s,  (n°.  a)  sont  de  mé-mc 
signe,  égales  entre  elles  et  à l’ordonnée  extrême  B ü , (n°.  i )[,  vu  qu’au 
point  B,  PM  où  V est  nulle  et  que  la  valeur  JS  £é  de  JP  IP,  ou  de 

fUdx^  ^ point,  est  la  valeur  commune  des  ordonnées  extrêmes 


B,  S et  b, s. 

On  a ainsi  un  arc  de  courbe  s fx,A,M,S  tel  qu’en  prenant  l’origine 
des  X in  A,,  comptant  les  x positives  dans  le  sens  A, B,  et  les  x né- 
gatives , dans  le  sens  A,  b,  une  ordonnée  quelconque  de  cet  arc  de 
courbe  a pour  valeur  gé-nérale  fi^x),  expression  dans  laquelle  x jrcut 
être  positive  ou  négative;  or  cet  arc  de  courbe  étant  construit  sur  une 
longueur  b,  B,  de  l’axe  des  abeisses , on  peut,  d’après  la  propriété 
y(.-r-l-2a)=y(x),  démontrée  dans  l’article  précédent,  le  continuer 
indéfiniment  par  les  répétitions  successives  de  l’arc  s (i,A,M,S  à la 
droite  de  SB,  et  de  l’arc  S M,A,fn,s  à la  gauche  de  s b,. 

Rien  n’est  plus  plus  aisé,  maintenant,  que  de  construire  l’é-quation 
y—J'(be  + x) — J'(bl — x),car  il  suffit  de  substituer,  dans  les  ex-, 
pressions y(-r)  et  y(  — x)  , où  on  peut  donner  à x des  valeurs 
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nbioluinrnt  arbitraires,  ht  -{-x  k x et  — (x  — ht)  k — x,  et  de 
prendre , en  ayant  égard  aux  signes , la  dilTerence  des  ordonnées 
correspondantes  à ces  abeisses  , l’origine  étant  en  yf,  sur  la  courbe 
f fc,  A,M,S  prolongée  indéfiniment  de  part  et  d’autre  du  point 

1244.  Mais  on  peut  opérer,  immédiatement,  d’après  la  coMthe  AMB, 
qui  donne  la  figure  initiale  de  la  corde,  et  la  courbe  'AV B des  vitesses. 
On  fera  attention  que  l’ordonnée  f\ — (x  — bt)  j prise  sur  la  courbe 
s/tiA/MiS  SC  déduit  des  ordonnées  des  courbes  A MB  et  AJ'VÜ 
correspondantes  à l’abeisse  x — ht , on  aura  donc  d’après  les  équa- 
tions (y')  de  l’article  précédent,  en  faisant  AP  = x,  P P'  = P p'  = ht , 
d’où  AP'=x  + htj  et  Ap'  — x — ht 

f{ht  + .r)  = i -4  P’M'^ 

/j  -(x-é/)  i =f(ht-x)  = i(^'’"''’  ‘ -p'  m'  ) 

et  l’équation  j'=y(A/  + x) — f{ht  — x)  deviendra 


(2).. 


-*( 


P'M'  + p'm'  — 


aire  p 


P'  L 


On  voit  que  , si  la  constante  C des  équations  (y)  de  l’article  1242, 
fut  restée  dans  les  équations  (■/)  et  , par  conséquent  , dans  les 
équations  (i)  du  présent  article,  elle  se  serait  éliminée  d’elle  même, 
lorsqu’on  a soustrait  l’un  de  l’autre  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions (i),  pour  former  l’équation  (2),  il  était  donc  plus  simple  de 
supposer,  dès  l’abord  , cette  constante  nulle,  ainsi  que  je  l’ai  fait. 

Ixjrsque  t = o,  ona  ht  — o,  PP'=o,  Pp'=o,  P'W — p' m'  = P M\ 
d’où _4'  = i(2/^M)  = f'=  l’ordonnée  initiale,  ainsi  que  cela  doit  être. 

'8, n".  I.  Pour  continuer  cette  construction,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
X et  de  / , il  sulllra  d’appliquer  aux  courbes  AViB  et  AVli,\a  pro- 
priété, démontrée  art.  1241  , de  la  fonction  f.  Or,  l’équation  de  la 
courbe  initiale  est  p'=y’(x) — y( — x)  et  les  valeurs  de  V sont 
données  depuis  y = o,  jusqu’à  a.  Si  on  suppose  x négatif,  cette 
équation  deviendra  /'=  — iy(-f  ) — ,f(  — t *1''  fùté  des  x 
négatives,  la  courbe  se  continuera  au-dessous  de  l’axe,  suivant  A/tB , 
en  portant  à l’extrémité  d’une  abeisse  quelconque  A tr  égale  k A P , 
une  ordonnée  négative  tru  égale  à l’ordonnée  positive  PM.  ün  cons- 
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truira  ainsi  la  portion  de  courbe  Afib,  qui  n’est  autre  chose  que  la 
courbe  A MB  mise  au-dessous  de  l’axe  dans  une  position  inverse, 
correspondante  à une  longueur  d’axe  Ab  = AB , après  quoi  on  répétera 
indéfiniment  b fi  AM  B,  embrasse  une  longueur  2 a de  de  Paxe  bB , 
à droite  de  B,  et  BMAfib,  à gauche  de  b. 

Une  opération  semblable  se  fera  sur  la  courbe  AV  B,  car  on  a 
S<,Vdx)^b  t/(x)-t-/(-.r)!,  d’oùï/=A|/'(x)-/'(-x); 
la  valeur  de f(^Vdx),  devient,  en  y rendant  x négative* 

S {U  dx)=.  — b \f  {x)  ^ f{  — x)\  d’où 
ü = — b jy’(x)  — J'  ( — X j , expression  de  U correspondante  à 
un  abcisse  x négative;  les  ordonnées  V correspondantes  à des  abcisses 
égales,  portées  de  part  et  d’autre  du  point  A,  sont  donc  égales  entre 
elles, ‘mais  situées  de  différents  côtés  par  rapport  à l’axe  bB i et  la 
continuation  de  la  courbe  sujiérieure  sera,  du  côté  de  b , la  courbe  in- 
férieure AV,  b , semblable  et  égale  h A VB,  mais  mise  dans  une  situa- 
tion inverse.  La  courbe  b V,  AV B embrassant  une  longueur  a a de  l’axe 
des  abcisses  x,  se  continuera  indéfiniment  par  les  répliques  de  ôé'',  AVB 
à la  droite  de  B , et  par  celles  de  BVAV,  ô à la  gauche  de  b,  la 
propriétéy(f  -f  2 /i)=y(^),  donnée  parla  première  équation  (3)  de 
l’article  (t  241) , s’étendant  à toutes  les  de  cette  équation  dont 

la  dérivée  de  l’ordre  (n)  est jf  (f  -h  2«)  (e). 

1245.  Voilà  donc  une  construction  très-simple,  établie  sur  toutes  les 
données  du  problème,  et  qui  se  rapporte  à un  état  initial  quelconque 
du  fil  ou  delà  corde.  L’hypothi-se  des  vitesses  desdifféreuls  points  de  cette 
corde,  correspondantes  à la  valeurr  = o,a  eu,  pour  principal  objet, de 
donner  à la  solution  toute  la  généralité  possible;  on  déduit,  en  peu  de  mots, 
de  cette  solution,  la  construction,  dans  le  cas  où  la  corde  infléchie,  et 
abandonnée  à elle -même,  jiart  de  l’état  de  repos  à l'instant  où  00 
compte  l — o. 

En  appliquant,  à ce  cas,  la  règle  générale  énoncée  par  l’équation  (2)  Fig.  18,  n®.  3 
de  l’article  précédent,  on  voit  que  la  modification  à faire,  à cette  règle, 
pour  l’objet  particulier  dont  il  s’agit  ici,  consiste  dans  la  suppression 
du  terme  relatif  à l’aire  p' P'  LI  de  la  courbe  des  vitesses  initiales,  et 
dès-lors  les  opérations  sont  extrêmement  abrégées;  les  courbes  A JVU , 

AVB  n’existent  plus  et  tout  est  donné  par  la  figure  initiale  de  la  corde. 

Soit  A„M„B„  cette  figure  initiale,  A„  et  B„  étant  les  points  fixes; 

011  répétera  d’abord  la  courbe  A„M„B„  au-dessous  de  l’axe  A„B,„ 
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en  Ai,n,„b„,  en  la  plaçant  dans  une  sibialion  inverse,  c'est-à-dire,' 
en  faisant  lorsque  A„  >f„—  A„P„,  aprt's  quoi  on  con- 
tinuera indéfiniment^,,»,,  laduite  de  fl„et 

à la  gauche  de  A,,,  le  tout  ainsi  qu'il  a été  expliqué  à l’article  precedent. 

Ces  préparations  faites,  si  on  a /l„P„=^x  et  qu'on  veuille,  pour 
cette  valeur  de  .r,  avoir  la  valeur  de  )■  au  bout  du  temps  t , on  portera, 
de  part  et  d’aiitie  de  P„,  P ii  P,xzs  t , et  traçant  les  ordon- 

nées P,^l,  et  p,m,  à la  courbe  initiale,  on  aura  la  valeur  cherchée 
en  substituant , dans  la  formule  (2)  de  l’article  précé-dent,  P,  M,  et p,rn, 
re.spectivemciit,  h P'  M'  ftp'm'  et  ne  tenant  aucun  compte  de  l’aire 
soustractive;  il  en  résultera  la  formule  très-simple 

1246. 11  suit  de  ce  procédé  de  construction  que  si  le  temps,  au  bifut  du- 
quel on  veut  avoir  la  valeur  de^,  est  égal  à -^ , il  faut  porter,  de  chaque 


côté  de  P„ , les  valeurs P„  /v=P„A  =/>.  ^=a=A„B„, 


et  l’ordonnée 


cherchée  sera j-  = 7(XiV-}-A«);  mais  d’après  la  nature  de  la  courbe, 
ou  les  équations  (.1),  art.  1241,  A'  .■V  et  Un  distantes  entre  elles  de  a a 
doivent  être  égales  et  de  même  signe,  Aot\z  y=^KN —kn  ou  en 
prenant  B,,k,-=  B „K  = A „P „,y  = k,n.  et  comme  cette  pro- 

priété aurait  lieu  pour  une  ordonnée  quelconque,  on  voit  qu’au  bout  du 
a ‘ 

temps  la  courbure,  A„nBi, , que  prend  la  corde,  est  sa  courbure 


initiale  Ai,M„B,i  inversée,  correspondante'à  la  position  qu’elle  aurait 
si  elle  faisait  une  demi-révolution  autour  de  A„B„  et  une  autre  demi- 
révolution  autour  d’une]perpendiculaire  à menée  sur  le  milieu  de 

cette  ligne  dans  le  plan  de  la  figure. 

Lorstjue  la  courbe  initiale  A„  l)  P„  a deux  branches  A„D  et  DB„ 
égales  et  semblables  de  part  et  d'autre  de  l'ordonnée  CDj  menée  au 
milieu  de  A „B„,  si  on  veut  connaître  la  valeurque  prend  une  ordonnée  ini- 


tiale quelconque  P„  A/,,au  bout  d’un  temps  il  faut,  par  la  méthode 

de  construction,  porter,  de  part  et  d’autre  de  sur  l’axe  des  x , des 
longueurs  égales  j a,  et  l’ordonnée  cherchée  sera  la  demi -somme 
des  ordonnées  élevées  aux  extrémités  de  ces  longueurs;  mais  quelque 
part  quesoitP,,,  ces  ordonnées  seront  toujours,  ou  nulles,  ou  égalesetde 
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signrsconlrairrs.donclacourbt’ initiale  SC  confondra  au  bout  du  temps — j- 

avrcladroitc  v/„fi„etc'est,d’aprèscequi  précède,  la  moitié  du  temps-^ 

( 

qu’elle  emploie  pour  prendre  la  forme  de  la  courbe  ji„nD„  égale  et 
semblable  à la  courbe  primitive 

Les  constructions  précédentes  pourroient  aisément  se  rajiporter 
aux  surfaces  courbes,  en  considérant  le  temps  t comme  une  des  coor- 
données de  la  surface,  qui  aurait  pour  équation 

les  élèves  qui  voudront  connaître  ce  qui  a été  fait,  relativement  è ce 
mode  de  construction,  pr.urront  voir  le  mémoire  d’Arbogast,  sur  /« 
nature  des  fonctions  arbitraires  ^ couronné  il  l’académie  de  Pélcrs- 
bourg,  en  1790,  et  le  mémoire  de  Monge,  publié  dans  le  i5'  cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  Poljtcchniijue. 

Cunscrpicncri  dédiiilef  de  la  théorie  précédente.  Divers  détails  relatifs  h la 
corde  sonore. 

1 247.  La  théorie  et  les  formules  , précédcmmcrt  démontrées,  se 
concilient  avec  tous  les  faits  connus,  et  pcuvetit  être  emplojt’S  soit 
pour  sotimettre  au  caictil,  soit  pour  expliquer  les  principaux  phéno- 
mènes du  mouvement  des  cordes  sonores , mais  avant  qtt’oit  en  eut 
enrichi  l’analyse  et  lu  mécaniqite,  on  possé‘dait , pour  l’usage  de  la 
physique  et  des  arts  , des  règles  de  calcul  absolument  identiques  avec 
celles  qui  se  déduiraient  de  cette  théorie  et  de  cesforpiulcs.  Cette  identité 
tient  à l’indépendance  qui  existe  entre  la  courbure  de  la  corde  et  la 
durée  de  scs  vibrations,  durée  qui  est  donnée,  exclusivement,  par  la 
longueur,  la  densité  et  la  tension  de  cette  corde;  et  cette  indépendiuice 
est  une  conséquence  des  conditions  du  problème,  comme  on  le  verra 
bientôt.  , 

Sauveur,  membre  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris,  qui  fleurissait 
à la  fin  du  XV'  siècle,  parait  être  le  premier  qui  ait  jeté  un  grand  jour 
sur  la  théorie  physiro- mathématique  du  sen;  il  a déterminé,  par  des 
procédés  fort  ingénieux,  le  nombre  absolu  de  pulsations  que  donnent 
un  tuyau  d'orgue  et  ime  corde  sonore,  dans  des  circonstances  déter- 
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milite*  {Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences j années  1700 

et  1713). 

1248.  Parent  mourut  en  1716,  et  Taylor  publia,  en  1717,  son  livre 
intitulé  Mi  thodus  incrementorum  direcla  et  inversa  , où  il  donna 
une  solution  du  problème  de  la  eordc  vibrante  beaucoup  plus  générale 
que  les  solutions  connties  jusqu'alors,  mais  n’olTrant,  cependant,  qu’un 
cas  particulier  de  celle  que  nous  devons  à Dalembert.  Daniel  Bemouilli 
adopta  et  enrichit  l’analyse  de  Taylor,  et  l’équation  suivante  comprend 
leur  solution  dans  le  sens  le  plus  étendu  , 


(') jy=>-/sin. 


•Wt/ 


„ . 2.T.r  ztrbl 

-«sin. cos. 


-j-6'sin. 


2rr.v 


cos. 


a 


Z.Tbt 

a 


4- etc. 

A ,C,eVe..  étant  des  cocHîcients  constants , .ir  la  demi-circonférence 
dont  le  rayon  = \ ,a  ex.  b ayant  la  même  signification  que  ci-dessus. 

Cette  équation  donne  la  courbure  de  la  corde  au  bout  du  temps  t , 
et  en  y faisant  / = o (on  suppose,  d’ailleurs,  que,  lorsque  t — o,  les 
vitesses  des  différents  points  de  la  corde  sont  naissantes)  on  a l’équa- 
tion suivante  de  la  courbe  initiale. 


/«I  .t  ■ -t'*"  I T,  ■ 2.T-T  , ^ . Z.r.T  , 

(2)  . . , .y  = Asin. j-Zïsin. j-Csin. (-  etc. 

L’équation  (i)  satisfait  très -bien  aux  conditions  établies  dans  le 
chapitre  précédent;  si,  pour  une  valeur  déterminée  quelconque,  de  t, 
vous  construisez  un  arc  de  cette  courbe  qui  s’étende  depuis  l’abeisse 
x:=z{n-\-o)a  jusqu’k  l’abeisse  .t  = (/i  -|-2)  n,  ce  même  arc  se  répétera 
dans  les  interv.alles  de  .t=(/i  + 2)æ  à x — {n-\-^)a,  de  x={n 
k x=z{n  -P  6)a  etc.  n est  un  nombre,  entier  ou  fractionnaire,  et,  en 
•iipposant  n = I , chacun  des  arcs,  semblables  et  égaux , commencera  et 
se  terminera  sur  l’axe  même  des  Xj  qu’il  coupera  entre  ses  deux  points 
extrêmes,  de  manière  que  cet  axe  sera  rencontré  par  la  courbe  totale 
aux  points  correspondants  à :r  = o,  x — a^  x = ia,  x = 3a,  etc. 

L’équation  (2)  est  celle  de  la  courbe  initiale,  qui  doit  couper  l’axe 
aux  points  ci-dessus  indiques,  parmi  lesquels  points  se  trouvent  les 
points  fixes  des  extrémités  de  la  corde;  on  peut  se  donner  entre  ces 
points  fixes,  un  nombre  arbitraire  d’autres  points,  et  déterminer  le* 
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cocHcicnts  A,  B , C,  etc.,  de  manière  que  la  courbe  initiale  passe 
par  ces  points  donnés  et  adapter,  ainsi , l’équation  (a)  à une  innnité  de 
figures  initiales. 

1449.  Dans  riiypothèsc  de  û = o,  C = o,  etc.  les  équations  (i)  et 
(a)  de  l’article  précédent  deviennent 

lorsque /=o  ...  .jr  = ^sin.  ■ 


Pour  une  râleur  quelconque  ) ^ ens  ^ t 

de  < f 'a  a 

et  donnent,  particulièrement , la  solution  deTaylor,  la  courbure  assignée 
k la  corde  étant  celle  d’une  troeboïde  prolongée  indéfiniment. 

ia.5o.  J’ai  dit,  précédemment,que  l’équation  de  Bemouilli  jvouvait  satis- 
faire à des  variétés  infinies  de  ligures  initiales,  mais,  comme  cette  équa- 
tion se  rapporte  à une  forme  particulière  de  fonction,  elle  n’a  pas  toute 
la  généralité  des  solutions  de  Dalembert  et  d’Euler,  qui,  non  seulement 
embrassent  une  infinité  de  formes  différentes,  de  fonctions  analytiques, 
mais  satisfont  encore  à une  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  courbure  ini- 
tiale de  la  corde  ne  serait  soum'se  ii  aucune  loi  mathématique.  La  seule 
restriction  à cette  dernière  propriété  tient  à la  condition  des  oscillations 
infiniment  petites  et  des  angles,  de  même  ordre,  formés  par  l’axe  et 
par  chaque  élément  de  la  courbe.  Encore  cette  restriction  n’est- 
elle  applicable  qu’à  la  question  particulière  de  la  corde  vilirante  , 


car  elle  n’existe  plus,  si  on  considère  l’équation  é* 


et  son  intégrale  J' =y(  A/ -I- x)'+  F {b  t — x) , indépendamment  de 
toute  application  à la  mécanique  ou  à la  physique;  pour  s’en  convaincre, 
il  suffit  de  fbire  attention  qu’en  prenant  a;  et  / pour  les  deux  coordonnées 
d’une  surface  courbe,  dontjy  serait  la  troisième  coordonnée,  la  surface 
J’  — y(h  t + x)  F {b i — ,r)  peut  se  construire  par  la  combinaison  de 

deux  surfaces  cylindriques,  à bases  quelconques,  dont  les  équations 
particulières  seraient  î;  = f{^bt  H-  x)  et  1^  1=  F{bt — x);  or,  on  sait 
que  chacune  de  ces  dernières  équations  n’énonçant  autre  chose  sinon  qu’un 
certain  système  de  lignes,  dans  l’espace,  est  composé  de  droites  |xirallèles 
entre  clics,  laisse  entièrement  arbitraire  la  forme  de  la  section  de  ce  sys- 
tème, ]>ar  un  plan  perpendiculaire  aux  droites  qui  le  composent.  C’est 
t 6? 
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un  cas  analogue  à celui  de  l'ctjuatiün  s =y(.r»  + j'*),  laquelle  énonce, 
uniquement,  que  toutes  les  sections  d’une  surface  faites  |>er|)<-ndicu - 
lairement  à un  axe  rectiligne  de  position  donnée,  sont  des  sections  circu- 
laires, en  laissant  arbitraire  la  forme  de  la  section,  par  un  plan  qui 
renfermerait  tous  les  centres  de  ces  sections  circulaires;  cette  tlernière 
équation  est  celle  des  surfaces  de  révolution. 

iz5i.  Daniel  Bernouil'y  a eu  , au  sujet  de  sa  solution,  d'assez  longues 
discussions  avec  Euler  et  Dalembert,  et  ceux-ei  ont  aussi  disputé  l’un 
contre  l’autre  sur  quelques  points;  d’autres  géomètres,  du  premier 
ordre,  se  sont  occupés  des  mêmes  questions,  et  tous  ces  débats  ont  jeté 
de  grandes  lumières  sur  les  propriétés  des  intégrales  des  équations  en 
dilférences  partielles,  et  sur  l’interprétation  des  fonctions  arbitraires 
qui  entrent  dans  ces  intégrales;  on  a bien  prouvé  que  ces  fonctions 
pouvaient  être  conliniics  , ilisconlinues  ^ et  même , avec  certaines 
restrictions,  discontiguës ; Monge  a rendu  ces  vérités  manifestes  par 
la  considération  des  surfaces  courbes. 

isSa.  En  mettant  l’équation  de  la  corde  vibrante  sous  la  forme 

et  se  rappelant  que  y reprend  les  mêmes  valeurs  et  le  même  signe, 
lorsque  les  quantités  qui  sont  sous  le  signe f , varient  de  a a,  soit  en 


plus  soit  en  moins,  si  on  substitue  à r -P  , on  aura  encore  une 
valeur  du  même^^  correspondante  à la  même  abeisse  x 


et,  comme  cette  identité  a lieu  quel 


sera  la  durée  constante  des  périodes  successives  pendant  lesquelles 
s’opèrent  tous  les  changements  possibles  de  forme  de  la  corde  vibrante, 
laquelle  reprend  toujours,  !i  la  fin  de  la  période,  la  même  forme  qu’elle 
avait  au  commencement;  ainsi,  voilà  un  isochronisme  qui  a lieu  quel 
que  soit  l’état  de  mouvement  ou  de  repos  de  la  corde,  au  commence- 
ment de  la  première  jjériode , et  il  est  bien  important  de  remarquer 
que  la  durée  constante  de  chaque  période  est  absolument  indépendante 
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de  la  courbure  de  la  corde.  Voilà  pourquoi  le  problème  de  la  deter- 
minalion  de  cette  durée  était  résolu,  ainsi  que  je  l’ai  dit,  art.  1247, 
avant  que  le»  géomètres  fussent  parvenus  à la  solution  générale  du  pro- 
blème de  la  corde  vibrante. 

Si  la  corde  j>art  de  l’état  de  repo»,  on  voit  clairement , d'après  ce  qui  a 
été  dit,  art.  124.5  et  1246, que  le  mouvement,  pendant  chaque  période  qui 
comprend  l’allée  et  le  retour,  se  composera  de  deux  vibrations  de  même 


durée,  exécutées  dans  des  sens  opposés,  chacune  étant  de  — unités  de 


temps;  et  dans  le  cas  Indiqué  à la  fin  de  l’art.  1246,  la  durée  de  la  pé- 
riode SC  soudivisc  en  quatre  parties  égales,  la  corde  se  confondant  avec 
la  droite,  menée  entre  ses  points  fixes,  aux  instants  qui  terminent  la  pre- 
mière et  la  troisième  sous -division. 

1203.  I.a  durée  d'une  oscillation  d’un  pendule  simple,  dont  la  lon- 


gueur = a pour  valeur,  art. 


.T'étant  la  demi -circon- 


férence qui  a l’unité  pour  rayon,  et  jç  la  force  accélératrice  due  à la 


pesanteur  terrestre.  Si  on  égale  cette  valeur  à 


a 

T' 


en  SC  rappelant  que 


V 


ag 

i on  aura 

P 

(,).. 

« 1 s® 
II 

. i - “P 



On  a,  h la  latitude  de  Paris  , 

,5-=:  9, “«Ire. 8088 


telle  est  la  longueur  du  pendule  synchrone  aux  oscillations  de  la  corde; 
mais  le  calcul  seul  peut  la  donner,  car  la  construction  d’un  pareil  pen- 
dule serait  impraticable;  le  maximum  de  la  valeur  de  /,  dans  notre 
système  musical , n’est  que  d’environ  un  millimètre.  (Voyez  l’article 
suivant  et  la  note  de  l’article  1255). 

1254.  En  désignant  par  77,  la  pesanteur  d’une  unité  de  longueur  de 
la  corde,  qui  est  toujours  supposée  homogène  et  uniformément  grosse. 


et  observant  que  aU—p,  la  valeur  r = 
vibration , devient 


V 


de  la  durée  d’une 

si 


D 


(■). 


IQUE  élémentaire. 

~lT 


y- 


Iv 


!T  étant  la  demi -circonférence  dont  le  rayon=  i , A la  pesanteur  de 
la  matière  de  la  corde  sous  l’unité  de  volume  , et  r le  rayon  de  cette 
corde,  que  je  suppose  cylindrique,  on  a //=,T/(r*,  et 

jrk 


y)' 


y 


si  n désigne  le  nombre  de  vibrations  que  fait  la  corde  pendant  l’unité 
dt  temps  on  aura  /;  =■ 


d’où 


(3).. 


-V- 


eJL 

ap 


et  ^ = 


Faisant  n = 3a , cc  qui  cil,  i-lr'es-pru- 
I près,  le  cas  d’une  corac  donnant  l’unis- 
' son  du  tuyau  d’orgue  le  plus  grave  , 

I (Voyez  la  note  «le  Vart.  suivant),  on  a 
/ = 0,“’'*''00097 

le  dénominateur  ap  pouvant  être  remplacé  j>ar  l’une  des  expressions 
a /7  , ou  ar  \'^  ir h. 

Ainsi  la  tension  d’une  corde,  de  matière  et  de  grosseur  donnée,  restant 
la  même,  la  durée  de  chaque  vibration  est  proportionnelle  à la  longueur 
de  cette  corde;  si  la  longueur  est  constante  et  que  sa  tension  varie,  la 
durée  d’une  de  ses  vibrations  sera  léciproquement  proportionnelle  à la 
racine  quarrée  du  poids  capable  d’opérer  la  tension,  qu’on  est  dans 
l’usage  d’appeler  le  poids  tendant j la  longueur  et  le  poids  tendant 
restant  les  mêmes,  r est  proportionnel  Il , cette  dernière  quantité 
étant,  parmi  les  cordes  cylindriques  de  même  matière,  proportionnelle 
au  rayon,  et,  en  général,  proporiionnclle  au  produit  du  rayon,  par  la 
racine  quarrée  de  la  pesanteur  spécilique. 

i»55.  Ce  qu’on  appelle,  en  musique,  intervaUe , quand  on  consi- 
dère les  sons  relativement  à leurs  degré's  ou  de  grave  ou  à'nign , 
dépend  des  rapports  entre  les  nombres  n , ou  les  nombres  T,  donnés 
par  les  vibrations  des  cordes  qui  rendent  ces  sons;  soient  n et  n,,  r 
et  T,,  les  valeurs  de  ces  nombres,  jx)ur  deux  cordes  sonores,  l'intervalle 
entre  le  son  rendu  par  la  corde  à laquelle  se  rapportent  /;,  et  r,,  et  le 
son  rendu  par  l’autre  corde,  est  appelé  unisson,  tierce,  r/uarte , 
quinte  , octave,  etc.,  suivant  que  l’on  a,  respectivement, 

n,  n,  B n,  X n,  Z n, 

— =i; — — — ; —£.=.3-;  -L  — — ; — i-  = a;etc.,ou 
n n 4 ti  6 n i ’ /i 
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Il  = , Sl=A  ■ — 3 . t, 

r ’ r 5 ’ r 4 ’ ^ 


a T,  • 

= -3;— = T;etc. 


se  trouvent 


Si  les  deux  cordes  dont  je  viens  de  parler  sont  de  même  métal,  de 
même  diamètre  et  ont  une  même  tension,  ou,  plus  simplement,  si  on, 
emploie  une  même  cortle  d’une  tension  constante,  en  faisant  varier  sa 

longueur,  les  rapports  —,  ^inverses  des  rapports 

donnés  parles  rapports  des  longueurs,  et  l’cflet  produit  sur  une  oreille, 
convenablement  exercée,  par  les  résonnances,  ou  simultanées  ou  suc- 
cessives, des  sons  auxquels  appartiennent  ces  rapports,  lui  fait  connaître 
les  intervalles  correspondants,  sans  qu’il  soit  besoin  d’aucune  mesure 
ni  d’aucun  calcul.  Ainsi,  lorsqu’un  musicien  juge,  d’après  la  sensation 
qu’il  éprouve,  que  deux  sons  forment  un  intervalle  d’octave,  on  peut 
en  conclure,  immédiatemeut,  que  si  on  divise,  par  un  arrêt  ou  un 
chevalet  , la  corde  qui  rend  le  plus  grave  des  deux  sons,  en  deux 
parties  égales,  chaque  moitié  donnera  le  plus  aigu  de  ces  mêmes  sons, 
et  ainsi  des  autres  intervalles  (*)-t 


( * ) Je  vais  entrer,  sur  celle  malière,  dans  des  détailsqui  pourront  intéresser 
quelques  lecteurs. 

Il  est  assex  ordinaire  aux  auteurs  dos  Traités  sur  la  Musique,  qui  veulent 
employer  le*  expressions  numériqnrs  des  intrrvalUs  ^ de  désigner  ces  intervalles 
soit  par  les  rapports  entre  les  longueurs  des  cordes  (la  matière  de  ce*  cordes, 
leurs  diamètres  et  leurs  tensions  étant  supposée*  les  mêmes)  soit  par  les  rapports, 
inverses  des  précédents,  entre  les  nombres  de  vibrations  qui  eut  lieu  pendant 
un  même  temps  ; mais  cette  manière  d'exprimer  les  intenaltes  ne  donne 
point  leurs  vraies  valeurs  , lesquelles  sont  représentées  par  les  exposants 
des  rapports  entre  les  nombres  des  vibrations  correspondants  à un  même 
temps  , ou  les  logarithmes  do  ces  rapports.  Ainsi  , par  exemple  , deux 
sous  étant  à la  quinte  l’un  de  l'autre  , le  rapport  des  vibrations  est  celui 
de  t • T»  ou  de  (f)°  : i prenons  uu  troisième  son  à la  quinte  du  plus  aigu, 

les  rapports  des  vibrations  des  trois  cordes  seront  ('»)'^>  ("i)*» 

général , pour  une  suite  de  sons  à la  quinte  les  uns  dos  antres  , on  aurait  U série 

eic.. 

VittienaUn  entre  le  premier  son  ot  le  son  qui  correspond  à rcxposaiit  (41), 
est  évidemment  égal  à O)  fois  rintcrvallc  cotre  les  deux  premiers  Sons,  Tun 
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1256.  Ll-  poids  tendant  P a,  pour  valeur  générale,  P = — ; 
soient  deux  cordes  tendues  auxquelles  appartiennent,  respectivement, 

apn^ 


les  valeurs  a , n , p , et  , n,j  p,,  P,,  on  aura 


d’où 


(0 v^^^lÆilLp 


5Î  les  drtix  cordes  sont  de  n)éme  métal  et  de  même  diamètre,  on  aura 


étant  de  fo  quintes  tl  l’autre  de  t quinte , donc  les  intervalles  rapportés  au  pre- 
mier terme,  sont  mesurés  par  les  exposants  des  termes  et  proportionnels  aux 
logarithmes  de  ces  termes}  et  les  imlervalUs  ^ entre  les  termes,  sont  mesurés 
par  les  diHercnces  entre  leurs  exposants  et  proportionnels  aux  difTcrctrccs  de 

leurs  logarithmes.  En  substituant  le  rapport  — , au  rapport  — , et  consi- 
dérant comme  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  on  rendra  te  raisonne- 
ment précédent  indépendant  de  toute  valeur  particulière. 

Ayant  ainsi  le  véritable  mode  du  mesure  pour  les  intervalles,  il  reste  à 
déterminer  celui  qu’on  doit  prendre  pour  unité,  ou  terme  de  comparaison. Le 
choix  de  celle  usité  est  arbitraire  el  je  pensa  que,  dans  le  système  musical 
Dotiarve,  il  est  convenable  que  ce  soit  le  d’octave , c’esc-à-dira , le  demi- 
ton,  ou  le  plue  petit  intervalle,  sur  les  instruments  à sons  fixes,  accordés 
suivant  le  tempérament  égai.  Le  système  de  logarithmes  le  plus  cooitxiodo 
avec  une  pareille  unité,  serait  celui  dans  Icxpjel  le  logarithme  de  i étant  o,  le 
logariihoM!  de  la  serait  i.  Choque  logarithme  représentant  uii  des  douze  in- 
tervalles qui  partagent , en  parties  égales , la  gamme  dont  le  premier 'son  cor- 
respondrait à O,  SC  trouverait  parmi  les  nombres  naturels  de  o u ta.  La  baie 
ja_ 

du  système  serait  = 3^1,059463?. 

L’échelle  de  convention  dont  je  viens  de  parler  est  celle  dont  plusieurs  mu- 
siciens ont  proposé  l’adoption  pour  l’accord  des  instrumente  à sons  fixes,  pro- 
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Au  moyen  de  celte  formule,  si  on  a plusieurs  cordes  de  meme  métal 
et  de  même  diamètre,  dont  les  lon^ueui.»  soient  données  et  qui  rendent 
des  sons  dont  les  inten'ailes  mttsicaux  soient,  aussi,  doum'-s , on 
pourra  , dii^oids  tendant  P y d’une  de  ces  cordes  , déterminé  par 


|iosition  conirc  lai|uellf  cKnuirr»  musiciens  ont  élevé  de»  difficultés  j mais 
l'usage  que  je  fuis  ici  de  celte  échelle  est  etuièrement  indépendant  de  tout  parti 
qu'on  pourrait  prendre  à ccl  égard. 

Si,  au  lien  de  prendre  le  d’nctare,  pour  unité,  ou  prenait  l'octave  en- 
tière, le  système  de  h’gBrilhme  le  plus  commode  pour  représenter  les  sons, 
dans  cette  hypothèse,  aurait  3 pour  hase;  mais  le  premier  système  et  le  pre- 
mier choit  d'unité  dont  j'ai  parlé  sont  prérérabtes. 

J'ui  dit , dans  le  texte  , qu'un  homme  exercé  pouvait  conclure , du  sentiment 

df  l'oreille,  les  valeurs  des  rapports  — ou  i je  dois  ajouter  que  la  facilité 

n J 

et  la  précision  de  ces  évaluations  varient,  considérablement , suivant  les  difTc- 
rciits  intervalles  des  sons  que  l'on  compare,  et  même  deviennent  impossibles, 
lorsque  ces  sons  sortent , quant  au  grave  et  à l'aigu , de  certaines  limites  au- 
dclâ  desquelles  ils  cessent  d'étre  appréciables.  On  peut  prendre  pour  limite , au 
grave,  le  son  rendu  par  le  tuyau  d’orgue,  à bouche,  qui  sonne  l’i//  à la  qua- 
trième octave  au-dessous  de  Vut  de  la  clef;  sa  longueur  est  d'environ  lo  mètres. 
Les  facteurs  et  les  organistes  rappellent  le  32  pieds.  Le  son  qui  forme  la  limite, 
h l'aigu  est  d’environ  B 7 octaves  au-dessus  du  précédent;  ainsi  l’ut, 
donnant  n pulsations  dans  un  temps  donné , Tut  le  plus  rapproché  de  la  limitu 
a l'aigu,  en  donne  un  nombre  ft 

Cei  déterminations  ne  fouruissaot  que  des  rapports,  U serait  curieux  et  même 
utile  , pour  l'art  musical,  d'avoir  les  nombres  absolus  de  vibrations  faites  par 
les  corps  sonores  dans  des  circonstances  déterminées.  Saupeur  dont  j'a|  parlé  à 
l'article  1347,  s'etant  occupé  de  cette  question  en  1700,  et  ayant  employé  un 
moyen  fort  ingénieux  le  volume  de  1700  de  l'Académie  Royale  des 

Sciences  de  Paris]  crut  avoir  trouvé  que  le  tuyau  d'orgue,  à bouche ^ sonnant 
Vut  à la  double  octave  au-dessous  de  Yut  de  la  clej‘,  tuyau  ouvert  dont  la  lon- 
gueur est  d'environ  2°^,  6 , ou  8 pieds,  donnait  61  pulsations  par  seconde.  Trei?e 
ans  après,  des  recherches  sur  le  problème  de  la  corde  vibrante,  dont  il 
conclut  des  formules  équivalentes  à celles  de  l’article  laSq,  le  conduisirent 
é des  résultats  qui  donnaient  , dans  les  memes  circonstances , des  nombres 
doubles  de  ceux  qu'il  avait  trouvés  d'abord  ; il  chercha  à expliquer  ces  diffé- 
rences, en  disant  que  dans  ses  expériences  sur  les  tuyaux,  les  battements  ob- 
serves n'avaient  été  sensibles  à l'orciUc  , et  par  conséquent,  comptés,  que  de 
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cxpcricjKC,  conclure  les  poids  tendants  de  toutes  les  autres  puisque» 

par  hypothèse,  P . et  — sont  données  dans  tout  le  système, 
an 

M.  Charles,  membre  et  bibliotiiécaire  de  l’Institut,  a au  mois  de 


deu\  en  deux  , au  lieu  qur,  dan«  lc«  valcult  reialifi  aux  t-ordci  aonorri , Xalive 
et  le  retour  sont  comptés,  chacun,  pour  une  vibration. 

La  corde  sonore,  qui  est  à Pimlsson  de  Yu(  a deux  octaves  au«dessous  do  Vut 
de  la  clef,  fait  donc , d’après  les  déterminations  de  laz  vibrations  par 

seconde.  Pour  vérifier  ce  résultat , j’ai  pesé  une  corde  de  laiton , de  celles  que 
les  facteurs  désignent  par  le  n*.  7,  et  qui,  longue  de  1 48,  sonnait,  sous 

une  tension  de  i5ooc  mille  grammes , Tunisson  du  fa  à deux  octaves  amdrssous 
du  fa  de  la  défi  le  poids  de  cette  corde  était  de  la  Kf®«*ine»  ^ 783,  aiusi  on  a 
«=  1=»,  48  ; p-=i  i2Kramm«^  p—  l5oOO  ; 

cl  la  formule  (3}  de  l’article  laS^  donne 


n = 


V 


9,8088  X 1 5ooo 
1 ,48  X 1 2,783 


88,196 


jjarune  iiulrf  r.pprirnpe  j’ai  trouvé  qu'une  corde  de  fer,  de  o,“*'”S825  de  lon- 


gueur, du  puid.dc  et  sous  une  tension  de  11 184  grammes,  donnait 

un  son  plus  haut  que  l’ut  de  la  clef  de  77  d‘octave.  La  formule  ci-dessus  citée 
donne, dans  ce  cas. 


n = 


9.8088  X 1 1 t34 
0,5825  X 0,6 1 5 


552,14 


en  ramenant  les  nombres  des  vibrations , obtenus  par  les  deux  calculs  précédents, 
à celui  que  donnerait  la  corde  montée  au  ton  de  l’ut  deuxieme  octave  au*dessous 


de  Put  de  la  clef,  on  a, 

Par  le  premier  résultat.  . /ic=)33,aq 

Par  le  deuxième  résultat »=>i3o,36 


observant  ensuite  que  IW,  dont  il  s'agit  ici , est  celui  du  (on  d’orclicstre  actued, 
plus  haut  d’un  demi-ton,  ou  environ  de  7V  d’octave,  que  Vut  de  l’ancien  to/i 
d'église , employé  par  Sauveur,  on  a ultérieurement,  en  ramenant  le  ton  d'or> 
cheslre  au  tou  d’église,  le  nombre  de  vibrations  donné  par  Vut  double  octave 
au-dessous  de  l’ut  de  la  clef,  à l'unisson  duquel  se  trouve  le  tuyau  d'orgue, 


t>  bouche , de  8 pieds  ouvert,  savoir, 

Dcterminatioii  de  Sauveur 1 33,00 

Premier  résultat  ci-dessus 134 

Deuxième  résultat 133 


■'^igtTlzed 
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décembre  1810,  un  rapport  intéressant  et  curieux,  à cette  compagnie 
savante,  sur  les  nouveaux  piano  de  Tinvention  de  M.  Schmidt,  dans 


ces  diverses  déterniinations  ont,  entre  elles,  un  accord  aussi  satisfaisant  qnc 
U nature  de  ce  genre  de  recherche  peut  le  permettre  ; on  en  conclut  que  le 
son  formant  la  limite,  au  grave,  des  sons  musicalement  appréciables,  celui 
que  fournit  le  tuyau  d^orguo  de  3s  pieds , donne  3r  vibrations  par  seconde , 
Vue,  q[ui  se  trouve  vers  l’autre  limite,  a 8 octaves  au  dessus,  donnant 
3z  X s’ =7936  vibrations  dans  le  même  temps. 

Il  est  aisé,  d’après  ce  qui  précède,  de  résoudre,  physiquement  le  prohlcmr 
du  4on  fixe , son  dont  la  détermination  est  fort  importante  en  musique.  On  a 
proposé  d’établir  ce  son  de  maiiicrc  que  les  nombres  de  vibrations,  donnes 
par  les  ut  des  differentes  octaves,  fussent  compris  dans  la  série  des  puissances 
de  a,  et  l’adoption  de  cette  proposition  n’occasionnerait  pas  de  changement 
sensible  dans  le  ton  d’orchestre  actuel,  car  , en  prenant  le  nombre  3a  pour 
celui  des  vibrations  de  l’ut  à l’unisson  du  3a  pieds  de  l’orgue  , on  ne  ferait  que 
changer  1a  série, 

3i,  6a,  124,  348,  etc. 

en  celle-ci,  ^ 

3a , 64 , 1 a8 , a56 , etc. 

et  le  nombre  3s, s’il  u’est  pas  précisément  le  véritable,  en  diOTere  fort  peu. 

On  pourrait  opérer,  immédiatement , sur  la  corde  qui  sonne  l’i//  répondant 
i i56,à  l’octave  grave,  au-dessous  de  Vut  de  la  clef,  ou  sur  celle  qui  sonne 
l’ut  de  la  clef  et  fait  $ia  vibrations,  par  seconde;  connaissant,  eiactement,  lo 
poids  et  la  longueur  de  la  partie  de  cette  corde  comprise  entre  ses  points  fiies  , 

on  calculerait,  d'après  la  formule  /*=  , la  valeur  P,  du  poids  tendant, 

4 

correspondante  à n = aS6,  ou  à n = 5ta;  on  mettrait,  ensuite  , à l’unisson 
de  la  corde  ainsi  tendue  , une  fourchette  d’acier,  pareille  à celles  que  les  mu- 
siciens désignent  par  le  nom  de  diapazons , et  on  aurait  lo  son  cherché,  qui 
ne  serait  sujet  qu'aux  très-légères  variations  ducs  aux  changements  de  tem- 
pérature. 

Ayant  pris  une  corde  de  fer  du  n*.  i , celle  qu’on  emploie  ordinairement 

vers  le  milieu  du  clavier,  je  lui  ai  donné,  entre  les  points  fixes  une  longueur 

de  o,“®*^®S8a5;  3,  “*.4  de  longueur  de  celle  corde,  pesaient 

ainsi  le  poids  de  o,^58s5  était  de  o,^^"™™‘gaa59  ; calculant  la  valeur 

^ 0,58x5  X O, qaafiq  X (5ia)*  , 

^ Q — , j’ai  eu  i’  = i4363 grammes,  et  suspendant, 

9,0000 

U (üe,  le  poid.  de  143639  grammes,  j’ai  obtenu  le  ion  répondant  ii  5ia 

I 63 


aux 
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lequel  11  tJonne  révaluation  de  la  somme  des  puids  équivalents 
tensions  de  toutes  les  cordes  de  ces  instruments;  d*aprcs  les ej[[K-riences 


Tibraiiont,  lequel  d’après  ce  qui  précède  , devrait  cire  Vut , son  fixe  ; le  dia- 
pazon  d* acier  f taillé  pour  être  À Tunisson  de  cct  ut  ^ doDue  sensiblement 
Punisson  de  celui  qui  sonnerait  l'n/  de  l’orcbestro  italien. 

J’ai  pris  une  autre  corde  blanche  du  numéro  immédiatement  plus  ^os  que 
celui  de  la  précédente;  une  longueur  de  3,"*’4  de  cette  corde  pesait  , 

ce  qui  donne  pour  le  poids  d’une  longueur  de  o,*”’58s5  ; le 

poids  tendant  qui  ferait  rendre  a ces  o,“’58*5  de  corde,  Tut  de  Sia  vibrations 

, . I „ o,58a5Xi,336i  X{5ia)“ 

par  seconde,  aurait  pour  valeur  ft  'fift — = 19140  grammes; 


mais  la  corde  D*a  pas  été  capable  de  supporter  ce  poids;  en  le  réduisant  au 
quart,  c’est-à-dire,  à 4810, ^^*“*”^*75 , le  son  produit  a été  exactement  l’oc- 
tave grave  de  celui  que  j’avais  obtenu  par  rexpérience  précédente , c’est-à-dire , 

J . I 1 1 J I o,58a5Xi,a36rX(a56)* 

1 o/deao6  vibrationspar  seconde,  dont  le  poids  tendant= o -ôo — 

9,OlOO 

^ant  ces  diverses  expériences  que  je  rapporte  pour  montrer  leur  accord  avec 
la  théorie,  les  cordes  étaient  suspendues  verticalement  pour  éviter  l’einploi 
des  poulies  de  renvoi , et  les  erreurs  provenant  des  incertitudes  sur  l’évaluation 
du  frottement;  il  résulte,  de  cette  position,  une  inégalité  de  tension  aux  diHe- 
rents  points  de  la  corde,  vu  que  chaque  point  supporte,  outre  le  poids  tendant, 
celui  de  la  partie  de  la  corde  qui  tu!  est  inférieure  ; mais  cette  inégalité  est , abso- 
lument, négligeable  dans  les  cas,  pareils  à ceux  que  je  viens  de  citer,  où  le 
poids  de  la  cordc  peut  être  censé  Infiniment  petit  par  rapport  au  poids  tendant. 

Com|ne  il  a été  question , dans  cette  note  , des  sons  rendus  par  les  tuyaux  , à 
fjouche,  il  ne  sera  pas  inutile  de  donner,  pour  ces  tuyaux,  la  formule  qui  cor- 
respond à l’équation  'ï— |/  ; le  prisme  d’air  que  renferme  un  de  ces 


V 


tuyaux,  mis  en  mouvement  par  une  masse  d’air  extérieur  , que  la  bouche, 
ou  un  soufflet,  y introduit  dans  la  direction  convenable,  fait  l’cflct  de  la  cordo 
vibrante  , la  pression  de  l’athmosphère  remplaçant  le  poids  tendant.  Je  me 
borne  à cette  indication  générale,  me  réservant  de  donner,  ailleurs,  une  ex- 
plication plus  détaillée  des  conformités  et  des  dilférences  existantes  entre  les 
phénomènes  que  présentent  les  corps  solides,  et  l'air,  mis  en  vibration.  Soient 
U longneur  du  tuyau  = a;  l’aire  de  la  section  transversale  = ; la  pe- 

santeur spécifique  de  l'air  = m;  la  pesanteur  spécifique  du  mercurcss/l/,  la 
hauteur  du lbaromètrc=  le  poids  de  la  corde,  et  le  poids  tendant  P, 


,„.^__Di2ilis;eitby  X^o^le 
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et  les  calculs  de  M.  Charles  , un  piano  monté  à deux  cordes  par 
touche,  depuis  le  fa  à la  double  octave  au-dessous  du  fa  de  la  clef, 
jus<|u’ii  l’ut  à triple  octave  au-dessus  de  l’ut  de  la  clef  (ce  t(ui  fait 
en  tout  cinq  octaves  et  une  quinte)  supporte,  parla  tension  des  cordes, 
un  effort  de  i836  kilogrammes  , ou  36t2  livres,  poids  de  marc;  le 
même  |piano  , monté  à trois  cordes , supporterait  un  effort  de  2764 
kilogrammes,  ou  55o8  livres,  et  il  faut  ajouter  120  kilogrammes,  ou 


auront,  ici,  pour  valeurs  respectives,  nxabb  et  Mkbb^  ü*où  Ton  conclura  le 
nombre  n des  vibrations  ou  pulsations  par  seconde,  en  remplaçant  p et  P par 

ap  > 


CCS  dernières  expressions,  dans  réquatioii 


a = -L|/Z 

a 1/  m 


8^ 


étant  la  longueur  du  pendule  qui  bat  les  secondes^  et  >Tla  demi^circonfércnca 
dont  le  rayon  — i,  on  a g=).  , et  l’équation  précédente  devient 


.r  t / M 


Xk 


on  peut  remarquer  que  la  section  transversale  bb,  du  tuyau,  a disparu  de  la 
valeur  de  n,  et  qu’ainsi  le  grave  ou  Taigu  du  son  rendu  par  ce  tuyau  ne  dépend 
que  de  sa  longueur,  ce  qui  est  confurme  à l’expérience  ; mais  ce  son  doit  hausses 
ou  baisser,  sensiblement,  lorsque  l’atmosphère  subit  des  changements  qui  fout 
varier  les  valeurs  de  m et  de  k,  et,  en  cela,  l’expérience  est  encore  d’accord 
avec  la  théorie.  « 

On  peut,  dans  l’étatamoycn  de  l’atmosphere,  supposer — 


.i/ï. 

w m 


m 86,a63 

mètre  ^ ro. 

= 104,93  et  76;  on  a,  à ta  latitude*  de  Pans  , ^=9,  8088 


et  on  conclut  de  ces  valeun 


j/ V = 


=a85,74,  d’ou  /i=î5?2Zi,  eti*=kî5£zZlj 


si  on  suppose  n:=:3o,  on  aura  a=9,™*^*^**525  ou  39,P**^*4,  c’est  la  longueur 
du  prisme  d’air  qu’il  faut  mettre  en  vibration , dans  l’état  moyen  de  l’atmosphère , 
pour  obtenir  le  son  le  plus  grave  de  l’écheUe  musicale. 
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246  livres  pour  les  pianos  à 3 cordes  ei  à 6 octaves,  ccqui  porte  leur 
clTort  total  à 2894  kilogrammes,  ou  5y53  livres. 

ia.57.  La  théorie  de  la  corde  sonore,  exposée  depuis  l’article  1286, 
fournit  les  moyens  de  soumettre  au  calcul  plusieurs  phénomènes  im- 
portants; il  en  est  d’autres  dont  cette  théorie  donne  des  explications 
plus  ou  moins  satisfaisantes,  et  dont  un  des  plus  curieux  est  le  phéno- 
mène des  harmoniques.  On  a reconnu  qu’en  faissant  vibrer  un  corpa 
sonore  quelconque  capable  de  produire  un  son  musical , ce  corps  faisait 
entendre,  outre  le  ion  fondamental,  (celui  auquel  se  rapportent,  dans 
le  cas  d’une  corde  tendue , les  formules  données  précédemment  ) la  série 
des  sons  dont  les  rapports  de  vibrations,  avec  ce  fondamental,  sont 
T>  ■f*  T>  f > c*c.,  ou  bien , dans  le  cas  d’une  corde  homogène  et  unifor- 
mément grosse,  la  série  des  sons  que  rendraient  les  sous-divisions 
7,  J,  i, -j,  etc.  delà  corde,  la  tension  demeurant  la  même.  Les  quatre 
premiers  sons  de  cette  série  sont  très- appréciables,  pour  des  oreilles 
exercées,  sur -tout  quand  le  son  fondamental  est  grave.  Ainsi,  lorsqu’on 
fait  vibrer  une  corde  sonore,  la  sensation  qu’éprouve  l’oreille  se  com- 
pose de  l’ensemble  des  sons  que  rendraient  les  divisions  de  la  corde 
t > T>  T*  î>  ® pt‘*  *0"  "O'" 

série  harmonique. 

Hameau  a établi  son  système  d’harmonie  , ou  de  basse  fonda  - 
mentale,  sur  les  faits  que  je  viens  de  citer,  en  considérant,  particu- 
lièrement, dans  la  série  harmonique,  les  termes  i , 7, 7:  un  autre  musicien 
célèbre,  Tartini  , a pris,  pour  arriver  au  même  but, une  route  inverse, 
en  apparence,  de  celle  de  Rameau.  Il  a remarqué  qu’en  faisant  entendre, 
ensemble,  deux  sons  voisins,  quelconques,  pris  parmi  ceux  que  ren- 
draient les  sous-divisions  -r,  -î,  i,  etc.,  d’une  corde,  sous  une  tension 
constante,  on  entendait,  en  même  temps,  un  troisième  son  engendré 
par  les  deux  autres, et  qu’il  a jugé  être  le  son  Tartini  a été  trompé 
par  l’identité  As  octaves  et  a pris,  pour  le  son  1 , de  la  corde  entière, 
le  son  ÿ de  sa  moitié  qui  est  l’octave  du  précédent.  La  production  de 
ce  troisième  son  a,  pour  cause,  infiniment  probable,  les  coincidences 
des  vibrations  des  deux  sons  générateurs,  coincidences  qui,  j^ndant  un 
temps  donné,  sont  en  nombre  égal  à celui  des  vibrations  de  la  corde  i , 
pendant  le  même  temps  ; lorsque  ces  coincidences  ont  lieu , il  en  résulte 
des  renflements  de  sons,  ou  battements , qui  affectant  l’oreille  plut 
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fortement  que  les  vibrations  intermédiaires,  donnent  la  sensation  d’un 
son  particulier,  distinct  des  deux  sons  réellement  produits  par  des  moyens 
mécaniques. 

ta58.  Un  phénomène  qui  n’est  point  , comme  le  précédent , une 
illusion  des  sens  , et  qui  tient  aux  lois  générales  des  actions  réci  - 
proqucs  des  corp,  est  le  mouvement  vibratoire  que  reçoivent,  spon- 
tanément, des  cordes,  sur  lesquelles  on  n’exerce  aucune  action  visible, 
pour  les  faire  vibrer,  mais  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage  et  sont 
montées  au  ton  des  harmoniques  d’une  corde  sonore  qu’on  fait  vibrer 
soit  en  la  pinçant,  soit  en  la  choquant,  soit  en  la  frottant. 

laSp.  Voici  un  autre  fait  analogue  au  précédent;  si  on  par- 
tage, par  un  obstacle  léger,  la  corde,  en  deux  parties,  dont  l’une  soit 
une  fraction  de  la  corde  totale  égale  à un  des  termes  de  la  série  har- 
monique, ou,  en  général,  si  les  deux  parties  sont  exactement  divisibles 
par  une  même  longueur,  laquelle  divisée  par  la  longueur  totale,  donne, 
nécessairement,  un  des  termes  de  la  série  harmonique,  et  qu’on  fasse 
vibrer  une  de  ces  deux  parties , la  vibration  se  communiquera,  vu  la 
légéreté  de  l’obstacle , à l’autre  partie,  et  la  corde  entière  se  partagera, 
spontanément,  en  sous-divisions,  égales,  chacune,  au  plus  grand  divi- 
seur commun , formant  des  ventres , séparés  par  des  nœuds , ou  points 
fxes,  et  le  son  résultant  sera  à l’unisson  de  celui  qu’on  obtiendrait,  sous 
la  même  tension,  avec  une  seule  des  sous-divisions  ainsi  formées.  La 
découverte  de  ce  phénomène  remarquable  est  duc  à Sauveur.  ( V oyez  les 
Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l’année  1700.) 

M.  Oaladni  parle,  dans  son  traité  d’acoustique,  d’un  résultat  sin- 
gulier, obtenu  par  M.  Heliwag,  qui  ayant  divisé  une  corde  par  un  appui 
léger,  a pu,  dans  certains  cas,  obtenir  un  son  plus  grave  que  celui  de 
l’une  et  l’autre  des  deux  divisions  de  la  corde,  (A'qyea  l’ouvrage  cité, 
section  3 , § 4a  ). 

ia6o.  Tout  ce  qui  précède  est,  exclusivement , relatif  k la  théorie  des 
vibrations  transversales  d’un  fil  élastique  dans  le  sens  de  sa  longueur, 
|urfaitement  flexible,  et  tendu,  soit  par  un  poids,  soit  par  une  force 
équivalente  à un  poids;  un  fl,  ou  une  verge,  capable  de  faire  la  fonction 
d’un  ressort , peut  auisi  produire  des  sons  en  vibrant  transversalement, 
mais  il  n’est  pas  nécessaire  que  ses  deux  extrémités  soient  fixes;  elles 
peuvent  être  toutes  deux  libres,  ou  l’une Jixe  et  l’autre  libre , oti. 
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enfin  , l'une  simpicmoni  apptiyie  et  l’autre  libre.  Outre  ces  sons  dus 
aux  vibrations  transversales  suit  du  fil  parfaitement  flexible,  soit  du  fil 
ou  de  la  verge  à ressort,  il  en  est  d’autres  qu’on  obtient  en  faisant  vibrer 
ces  corps  , |>ar  le  moyen  du  frottement,  dans  le  sens  longitudinal;  ces 
derniers  sons  se  trouvent  soumis  aux  mêmes  lois  que  ceux  des  tuyaux 
d’orgue  , produits  par  les  vibrations  longitudinales  des  prismes  d’air 
contenus  dans  les  tuyaux.  {Voyez  l’ouvrage  ci-dessus  cité,  §77). 

Les  vei'ges  ou  lames, à ressort,  produisent  encore  des  sons  (wir  des 
vibrations  que  M.  Chladni  appelle  tournantes , et  qu’on  obtient  en 
frottant  ces  verbes  dans  des  directions  obliques  à leurs  longueurs  ; il 
donne  à ces  vibrations  l’épitliéte  de  tournantes , parce  qu’il  suppose 
qu’elles  sont  dues  ii  un  mouvement  gyratoire  des  molécules  du  corps 
sonore  autour  de  son  axe  longitudinal. 

1261.  Enfin  les  quest  ions  résolues  et  les  faitsexposés,depuisl’art.  i23â, 
se  rapportent,  uniquement,  au  cas  du  problème  du  cor|js  sonore  qu'on 
jreut  appeler  linéaire  , parce  que  ce  corps  a toujours  été  considéré 
comme  une  ligne  matérielle;  on  a ouvert,  depuis  quelques  années,  un 
champ  immense  aux  recherches  des  géomètres  et  des  physiciens,  par 
les  expériences  qu’on  a faites  sur  les  vibrations  des  surfaces  élastiques. 
J’ai  dit,  dans  la  note  de  l’art.  846  que  le  premier  aperçu  des  phénomènes 
relatifs  a cette  espèce  de  vibrations  était  dû  à Galilée,  mais  il  ne  paraît  ]>as 
que,  pendant  les  XVll'et  XVUl'siècles,  on  ait  donné  aucune  suite  à sa  dé- 
couverte , ou  même  qu’on  y ait  fait  quelque  attention.  Un  physicien 
allemand,  M.  Chladni,  après  s’être  occupé,  pendant  plusieurs  années, 
de  cette  matière,  a publié,  ii  Paris  , les  résultats  de  ses  recherches, 
dans  un  ouvrage  qui  a été  approuvé,  avec  éloge,  par  l’Institut  de 
France;  il  a prouvé  par  des  expériences  curieuses  et  trè's-variécs  que 
les  surfaces  des  plaques  de  dilTérentes  formes,  qu’on  fait  resonner  de 
difTcrentes  manières,  se  divisent  spontanément  en  plusieurs  surfaces 
partielles  , vibrant  chacune  isolément,  et  séparées  entre  elles  par  des 
lignes  immobiles,  ou  axes  d’équilibre,  auxquelles  on  jieut  faire  prendre 
une  infinité  de  formes  toutes  très-régulières.  Ces  surfaces  partielles 
vibrantes  correspondent  aux  ventres  de  la  corde  sonore,  découverts 
par  Sauveur , dont  j’ai  parlé  à l’art.  is59,  et  les  axes  d’équilibre 
remplacent  les  noeuds , ou  points  immobiles  qui  séparent  ces  ventres. 
On  les  rend  sensibles  en  jetant  de  la  poussière  sur  la  plaque  avant  de 
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la  mettre  en  vibration;  dés  que  cette  plaque  commence  à vibrer,  la 
poussière  abandonne  les  portions  de  la  surface  totale  qui  sont  en  mou- 
vement , et  se  range  sur  les  axes  d'équilibre  dont  elle  rend  ainsi  la  forme 
parfaitement  visible.  Voyez,  pour  plus  de  détails  sur  ces  phénomènes, 
l’ouvrage  de  M.  Chladni,  intitulé  Traité  d'acoustique  j et,  pour  la 
partie  mathématique  , un  Mémoire  de  M.  Poisson  , inséré  dans 
la eollection  de  l'Institut , année  i8ia, II*  partie;  je  recommande,  aussi, 
aux  élèves  é|ui  voudront  s’instruire,  à fond , de  la  théorie  du  son,  l’étude 
rélléchie  des  Recherches  sur  la  nature  et  la  propagation  du  son  , 
de  Lagrange,  publiées  dans  les  deux  premiers  volumes  des  Mémoires 
de  l’Académie  de  Turin;  et  celle  d’un  beau  Mémoire  de  M.  Poisson, 
publiée  dans  le  14*  cahier  du  Journal  de  l’École  Polytechnique. 

Éijualion  du  mourrment  applicable  h tout  tytl^me  de  corps,  quelles  que  soient 
sa  forme  et  les  condilions  auiquellea  il  est  assujetti. 

1262.  Après  avoir  déduit,  des  notions  les  plus  élémentaires,  dans  la 
première  partie  de  ce  cours,  les  formules  et  les  méthodes  applicables 
à l’équilibre  des  différents  systèmes  de  corps,  nous  nous  sommes  élevés, 
par  des  généralisations  successives,  jusqu’à  un  principe  unique,  celui 
des  vitesses  virtuelles , d’où  on  pouvait  faire  découler,  comme  d'une 
source  commune,  tous  les  principes  secondaires,  ou  toutes  les  propriétés 
dont  nous  nous  étions  servis  pour  résoudre  les  problèmes  de  Statique. 

Nous  pouvons  obtenir  le  même  avantage,  dans  la  Dynamique,  et 
il  est  aisé  de  prévoir  que  la  formule , analogue  à l’é<|uation  déduite  du 
princijx:  des  virtuelles  , à laquelle  nous  parviendrons , ne  sera  que 
l'énonciation  la  plus  générale  du  principe  qui  a servi  de  base  à l’ana- 
lyse de  toutes  les  questions,  relatives  au  mouvement,  traitées  depuis 
l'art.  io35;  et  comme  l’application  de  ce  principe  consiste  à ramener 
lis  cas  de  mouvement  à des  cas  d’équilibre,  ce  sera,  ultérieurement, 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  deviendra  ce  que  l’on  pourrait 
appeler  un  instrument  universel,  poux  la  solution  de  tous  les  problèmes 
de  mécanique. 

1263.  Un  corps,  ou  un  système  de  corps,  assujetti,  quant  à sa  com- 
position, à des  conditions  quelconques,  étant  sollicité  par  des  forces 
de  la  nature  de  celles  qui,  assujetties  à la  loi  de  continuité,  et  jouissant. 
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en  général,  des  propriétés  dont  il  a été  parlé  art.  718  et  719,  font 
varier  la  vitesse  par  degrés  insensibles,  soit  m.  une  des  masses  élémen- 
taires du  corj»  ou  système  de  corps,  et  3 les  coordonnées  rec- 

tangulaires de  m,  rapportées  à trois  axes  fixes  qui  se  coupent  en  un 
point  d’origine  commune.  La  molécule  m est  censée  sollicitée  par  des 
puissances  dont  le  nombre,  les  directions  et  les  intensité's sont  quelconques, 
l’une  desquelles,  si  elle  agissait,  seule,  sur  cette  molécule  libre  et  sé- 
parée du  système  dont  elle  fait  partie  , lui  communiquerait  une 
force  motrice  que  je  désigne  par  Pm,  les  forces  motrices  qu’engen- 
dreraient chacune  des  autres  puissances,  dans  les  mêmes  circonstances , 
étant,  respectivement,  Qm,  Rm,  etc. 

Ainsi,  P , Q,  R,  etc.  étant  des  forces  accélératrices,  Pm,  Qm  ^ 
Rm J sont  les  forces  motrices  imprimées  k la  molécule  m}  mais,  en  vertu 
tant  de  l’action  combinée  des  puissances  qui  agissent  sur  cette  molécule , 
que  de  sa  liaison  avec  les  autres  parties  du  système,  sa  vitesse  actuelle, 
que  je  désigne  par  v,  variera  de  la  quantité  et  la  force  motrice 


effective  à laquelle  sera  due  cette  variation  aura  pour  valeur-^ 


ou  d m,  en  représentant,  par  ds , l'élément  de  courbe  par- 

~d7 

couru  par  la  molécule  dm , pendant  l’instant  dt  auquel  se  rapportent 
les  phénomènes  de  mouvement  que  nous  considérons. 
ds 

La  vitesse-^  ayant,  pour  composarites  parallèles  aux  axes  coor- 


d.T 


dt 


donnés,  , .^^la  force  motrice  effective  de  m,  celle  qui  a 

dt  dt  dt 


dt  ~St  dt 

, d’àx  ddv  ddt 

ou,  en  supposant  dt  constant,  m,  ~dt'~ 

Or , d’après  le  principe  général  du  mouvement , article  io38  , 
)es  conditions  de  l’équilibre  (joivent  exister  entre  ces  forces  mo  t 


lien , a,  pour  composantes,  d 
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tricrs,qui  ont  lieu,  prises  dans  réfendue  entière  du  système,  avec  des 
sens  d’action  contraires  à cciui  suivant  lesquels  elles  agissent,  et  les 
forces  motrices  imprimées,  Pm,  Qni,  etc.  prises  également  dans 
l’étendue  entière  du. système;  et,  art.  5oi  et  suivants,  ces  conditions 
sont  susceptibles  d’être  exprimées  par  une  équation  unique,  celle  que 
donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Prenant,  sur  les  directions  des  forces  Pm,  Qm,  Pm  , etc.  des  points 
déterminé-s,  qui,  à l’instant  oii  on  considère  tes  actions  de  ces  forces, 
soient  à des  distances  respectives  p , q t r , etc.  de  leur  point  commun 
d’application,  ou  de  la  molécule  m , et  sujiposant  que  leurs  actions 
tendent  à augmenter  les  distances  p >q , r , etc.  on  aura , en  ayant 
égard,  quant  à la  notation,  k l’observation  de  l’article  8i8,  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  (le  mot  moment  étant  pris  avec 

la  signification  qui  lui  a été  donnée,  art.  467)  égale  k 

{Pàp  + Qdq  + /t  J e + etc.)  /n  , pour  la  molécule  m , et  k 
— j OT  /{d/-|-etc.)  j pour  tout  le  système.  La  somme  des 

, dd.T  ddy  ddi  1 1 r 

moments  des  composantes  — , — m , — m , — ; — 777 , de  la  force 
dt^  dl‘  dt^ 


dds  ■ ( ddx  , dd  y . ddz  , \ 

motrice m,  qui  a heu,  est  I oj  + I 

en  supposant  que  ces  forces  sont  prises  positivement  lorsqu’elles 
tendent  k augmenter  les  coordonnées  zj  cette  somme  des 

moments  peut,  article  476,  remplacer,  dans  l’analyse,  le  moment  de 

la  force  unique  tti  , et  en  prenant  les  forces  imprimées  dans  un 

sens  contraire  à celui  suivant  lequel  elles  agissent , elle  devient 

mj,  pour  la  molécule  771,  et 


-( 


ddx 


\ dt* 


dx  + 


ddr  . ddz 


ôz 


) 


ddy 

dx* 


dy  + 


pour  tout  le  système. 


Ainsi  les  conditions  de  l’équilibre  entre  les  forces  motrices  impri- 
mées et  celles  qui  ont  lieu,  conditions  qui  doivent  exister  en  vertu  du 
principe  général  du  mouvement,  étant  énoncées  d’après  le  principe  des 
vitesses  virtuelles,  donnent  l’équation 


I 
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2^\m{Pàp  + Qôq  IUtr  + etc.)  } 


( 

j" 


dd.r 

~IF 


tlx  + 


dt^  fii^ 


=jl 


1264.  L’Équation  {^1),  tic  l’article  précédent,  est  composée  de  deux 
parties,  .savoir,  la  somme  m {P  àp  y-  Qôq  Kà  r y- c\.c.)  \ qui, 
art.  5o6,  est  la  quantité  à ég.alcr  à zéro  pour  e.xprimcr  que  les  puissances 
P',  P",  etc.,  (/,  0",  etc. , P',  /!",  etc.,  etc.  rtc.,  appliquées  aux  difl’é- 
rents  points  du  système,  se  font  équilibre,  et  la  somme 


dd.r  . , ddy 
■d.r  + ■' 


)}  duc  au  mouvement  qui 


dt^  ■ r//> 

a lieu  lorsque  les  puissances  ne  se  font  pas  équilibre;  cette  équation 
est  donc,  en  général,  pour  la  science  de  l’équilibre  et  du  mouvement, 
ce  que  rét|ii:ition  déduite,  d’abord,  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
était,  pour  la  partie  de  cette  science  qui  concerne,  particulièrement, 
l’équilibre;  et  on  voit , en  effet,  que  l’équation  de  l’art.  5o6  n’est  qu’un 
cas  particulier  de  l'équation 

is65.  Le  mouvement  des  corps  composant  le  système  peut  être 
modifié  par  des  résistances  (pii  dépendent  ou  de  ce  mouvement  même, 
ou  des  pressions  que  ces  coqis  exercent  les  uns  sur  It^  .autres  ; telles 
seraient  la  résistance  d’un  milieu  et  le  frottement.  Pour  avoir  égard  à la 
première  espèce  de  résistance,  on  se  rappellera,  art.  709,  qu’elle  peut 
être  considérée  comme  une  force,  ordinairement  projxirtionnclle  à une 
fonction  de  la  vitesse,  et  agissant  toujours  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment actuel.  Ainsi  l’action,  sur  un  point  matériel, de  cette  force  <|ue 
je  désigne  par  r,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à la  courbe  queparcourt 
ce  point,  et  son  moment  = rdp;  en  apjiclant  (>  une  longueur  arbi- 
traire prise  sur  la  tangente,  à partir  du  point  mobile.  On  a,  en  repré- 
sentant par  H et  r les  coordonnées  de  l’autre  extrémité  de  p 

p—y'  (1— Z)»  -P  {j—pY  + (*—>■)* 


f}p= 


X — / 


clr  + 


y — « 


dj'-f 


■ôz 


e c e 

la  distance  p étant  absolument  arbitraire , rien  n’cmpcche  de  la  regarder 
comme  infiniment  petite  et  de  poser  la  condition  p = ds,i'o\x 
X — X=  dx , y p-=idj J i — rrzzdz 
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valeur  qui , adaptée , cunvenablemciit,  aux  diirérents  cas  particuliers, 
fournira  le  moyen  d’introduire  dans  l’équation  de  l’art.  ii63,  les 
moments  des  puissances  que  représente  la  résistance  du  milieu. 

L’équation  précédente  est  établie  dans  l’hypothèse  de  l’iminobililé 
du  milieu  dans  lequel  se  meuvent  les  corps  du  système;  si  ce  milieu 
est  lui -même  en  mouvement  , sa  résistance  n’a  d’effet  qu’en  vertu 
des  vitesses  relatives;  en  désignant  par  dç,  tir,  et  d(^ , les  espaces 
élémentaires  respectifs  qu’il  parcourt  parallèlement  aux  x et  i pen- 
dant que  le  point  dont  je  viens  de  parler  décrit  l’élément  ds , ou 
r/x»  + '0'*  + trajectoire,  et  faisant 

da^l/" (dx  — (/  = )»  -P  (dy — drt)^  -f-  (dz  — d^)^ 
la  valeur  de  d(>,  donnée  ci  • dessus , se  changera  en 

, , , dx  — dP  . dy — r/jj  , dz  — dP  , 


1266.  J’ai  supposé  que  les  actions  des  forces  appliquées  au  système 
étaient  soumises  à la  loi  de  continuité  , mais  si  ces  actions  étaient 
telles  qu'il  en  résultât  des  changements  brusques  dans  l’état  du  sys- 
tème , il  n’y  aurait  qu’à  substituer , aux  forces  motrices  imprimées , 
les  quantités  de  mouvement  imprimées,  et  , aux  forces  motrices  qui 
ont  lieu,  les  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu;  soient  .T,  x, 
P , etc.  les  vttesies  finies  imprimées  à la  molécule  m,  dans  les  di  - 
rcctions  des  lignes />,  7,  r,  etc.,  et  x,'  composantes , res- 

pectivement parallèles  aux  x,  ^ et  a , de  l’augmentation  ou  de  la 
diminution  finie,  de  la  vitesse  antérieure,  qui  en  résultera  pour  cette 
molécule,  eu  égard  tant  aux  impulsions  .t,  x,  p,  etc.,  qu’à  sa  liaison 
avec  les  autres  points  matériels  du  système,  l’équation  (^A),  ci-dessus 
citée  deviendra 

0 = 1 ^ \m{trà  P + xàq  -y  P àr -y-  ctc.)\  . J,. 

\ m{x<i  X + -Ji  -P  « d J ) } 

Je  vais  maintenant  déduire,  de  l’équation  {A),  les  propriétés  com- 
munes , sans  exception  , à tous  les  eas  de  mouvement  des  systèmes 
d’une  nature  quelconque,  et  les  démonstrations  les  plus  générales  des 
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principes  de  la  cnnservat'nm  du  mouvemeul  du  neutre  de  /;raiilè , 
des  aires,  de  la  cotiscrration  des  forces  vires  et  de  /«  moindre 
action , principes  dont  j’ai  déjà  entretenu,  plusieurs  fois,  les  élèves, 
mais  dont  je  me  réservais  de  leur  donner  la  théorie  romplète,  avec  ses 
principales  conséquences,  lorsqu’ils  auraient  été  suflisamment  pré|wrés 
à cette  étude. 

Principe  de  U conserv.'ition  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

ia6y.  Le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  a été  démontré,  art.  iii^  et  suivants^  mais  il  n’en  sera  que 
plus  utile  de  le  donner  pour  premier  exemple  de  l’application  de  la 
formule  générale  du  chapitre  précédent  , afin  de  bien  faire  concevoir 
et  l’usage  et  les  avantages  de  cette  formule. 

Les  axes  des  x,y  et  » étant  fixes  dans  l’espace,  et  x,,y,,  j,  étant, 
à un  instant  quelconque  du  mouvement,  les  coordonnées  particulières 
don  point  déterminé  du  système,  soient,  au  même  instant, 

x = x,  + f;jr=jr,  + iî;  i = s,  + <r- 

ç,  ti  et  4"  seront  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  système, 
par  rapport  à trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  fixes,  et  se 
coupant  au  point  qui  a x,,y,  et  *,  pour  coordonnées  particulières, 
point  qui  est  l’origine  des  et  Ç. 

On  déduit  des  équations  précédentes. 

àx  = dx,  + df  ; dy  = dy,  + ; Ji=zàa,  + 

ia68.  Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l’équation  (jd)  de  l’ar- 
ticle i»63,  j’observe  que  les  forces  auxquelles  le  système  se  trouve 
soumis  sont,  en  général , ou  internes  ou  extérieures , les  premières 
provenant  des  actions  que  les  parties  du  système  peuvent  exercer  les 
unes  sur  les  autres,  et  les  dernières  étant  indépendantes  de  ces  actions. 
Supposons  que  les  forces  de  la  première  espèce  existent  et  qu’un  point 
quelconque  du  système  attire  chacun  des  autres  proportionnellement 
à sa  masse  et  à une  certaine  fonction  de  la  distance  ; imaginons,  pour 
pivis  de  facilité,  le  système  divisé  en  molécules  de  même  masse,  il  est 
évident  que  l’action  et  la  réaction,  qui  auront  lieu  entre  deux  molé- 
cules quelconque,  seront  égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  donc 
les  termes  que  ces  molécules  introduiront  dans  la  somme 
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i’  j m {Pàp  + Qà<i  + etc.)  ( se  déduiront , et  il  ne  restera,  sous  le 
signe  que  les  termes  dûs  aux  actions  des  forces  extérieures.  Celles-ci 
étant,  conformément  aux  lois  les  plus  générales  de  la  nature,  supposées 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d’application  k leurs  centres 
d’action,  qui  sont  des  points  fixes  pris  sur  leurs  directions,  on  peut, 
art.  824  , les  décomposer  , chacune , en  trois  autres , parallèles  aux 
et  s et  dont  les  valeurs  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x , 
et  i du  |wint  d’application;  X,  et  Z étant  les  sommes  respectives 
de  ces  composantes  pour  un  des  points  du  système,  on  a,  art.  477, 

Xôx  + y<t_y  -é  P àp  Çtf  q Pâr etc. 

et  ces  valeurs  introduites  dans  l'équation  de  l’article  >263,  la 
changent  en 

+ ,_o 

Un  conçoit  aisément  qu’il  faut  étendre  , aux  chocs  qui  s’exercent 
entre  les  corps  du  système,  ce  qui  est  dit,  précédemment,  sur  leurs 
actions  réciproques.  Les  termes  introduits,  par  les  chocs  , dans  l’équa- 
tion (A')  de  l’art.  1266,  doivent  se  détruire  d’eux-mémes,  puisque 
l’égalité  et  le*  directions  contraires  de  l’action  et  de  la  réaction,  existent, 
entre  deux  corps  qui  se  choquent,  comme  entre  deux  corps  qui  s’at- 
tirent ou  se  repoussent. 

1269.  Remplaçant,  dans  l’équation  (fi)  de  l’article  précédent,  âXj 
Jjr,  di  par  leurs  valeurs  données  ci-dessus,  on  aura  des  termes  mul- 
tipliés par  âx,,  àjr,,  di,,  dans  lesquelles  ces  variations  pourront  être 
mises  hors  du  signe  S,  puisqu’elles  se  rapportent  k un  point  parti- 
culier du  système,  ou  qu’elles  n’énoncent,  en  général,  que  des  varia- 
tions de  distances  entre  les  plans  coordonnés  fixes,  et  les  plans  qui  leur 
sont  parallèles  et  qui  passent  par  ce  point  particulier;  de  plus,  ces  va- 
riations àx„  ày,,  dx,,  entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres, 
le  sont  aussi  des  variations  dÇ,  àn,  àÇ  qui  se  rapportent  spécialement 
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aux  plans  coordoniiûs  mobiles;  donc  les  termes  multipliés  par  à.r,, 
tloivent  être,  séparément,  égaux  à ;cro,  ce  tjui  donne 


(•)• 


CcB  écjuatîont  cor- 
respondent aux  cqua- 
tions(:)  de  l’arl.  iiao. 


Supposons,  maintcnxitit , que  le  point,  dont  les  coordonnées  sont  Xf, 
y„  et  Z,,  est  le  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 
2’(Cot)  = o;  - (r:An)  = o;  1,  (4'w)  = o 
et,  en  di(rércntiant  par  rapport  au  temps, 

ces  valeurs  étant  introduites  danscelles  de  2 

,1,  J’ 

dds\  , 

Z I m— — I , on  a 

V dl-J’ 


et  le^  étj^uations  (i)  deviennent 

l 

W 


dàXf 

dt^ 

ddy, 

dt^ 


dd-^, 

[ dl\ 


2 {m)  — 2 {X/n)  = 6 
2 (m)  — 2 {y>ft)  = O 
2{m)  — 2 (Zm)  = O 
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équations  ôquivalptUrs  aux  équations  (3)  do  l'art.  1 1£0,  et  par  lesquelles 
toutes  les  circonstances  du  niouvetnent  du  centre  de  gravité  se  trouvant 
déterminées. 

Si  le  svstéme  ne  se  meut  qu’en  vertu  d’impulsion.s  initiales,  on  fera 
X=o,  }~=Oj  Z = o,  et  intégrant  on  aura  les  équations  de  la  fin  de 
l’art.  1 1 r9;  enfin  on  a vu,  par  l’article  précédent,  que  le  mouvement 
do  ce  centre  est  entièrement  indépendant  des  actions  réciproques  que 
les  corps  exercent  les  uns  sur  les  autres,  soit  par  attraction,  soit  par 
choc  ou  par  jrression,  propriété  dont  la  démonstration  avait  déjà  été 
donnée,  article  1 1 18;  les  équations  (2)  nous  redonnent  donc  ce  résultat 
général  : « Lorsqu’un  système  n’est  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
« quels  que  soient  les  mouvements  de  ses  diverses  parties,  dûs  tant  à des 
« impulsions  initiales  qu’à  des  forces  internes,  son  centre  de  gravité, 
O ou  est  en  repos,  ou  se  meut  d’un  mouvement  rectiligne  et  uniforme, 
« dû  aux  impidsions  initiales,  et  qui  se  détermine  par  les  équations  (2) 
« de  l’art.  1128,  comme  si  le  système  étoit  de  forme  invariable,  sans 
« avoir  égard  aux  Jones  internes , ou  en  considérant  ces  forces  et  les 
«actions  réciproques  par  chocs  ou  pressions  comme  si  elles  n’exis- 
« taient  pas.  • 

J’ai  indiqué,  art.  1182  et  suivants,  quelques  cas  dans  lesquels  ces 
mêmes  propriété*s  auraient  lieu  , quoique  le  système  fût  sollicité  par 
des  forces  extérieures. 

Principes  ries  aires. 

1270.  Les  variations  d/»,  (ft; , <fr,  eec.^di® , àj,  ds,  qui  entrent 
dans  la  formule  générale  {A)  de  l’article  1268,  doivent  être  assu- 
jetties aux  conditions  énoncées,  art.  468,  mais;  il  y a une  infinité  de 
manières  de  satisfaire  h ces  conditions.  Considérons , au  bout  du  temps/, 
un  système  de  points  malé-ricls  en  mouvement  , les  positions  de  ces 
points  étant  rapportées  aux  trois  axes  coordonnés  fixes  des  ,t,  jy  et  z, 
et  imaginons,  au  bout  du  temps  /,  un  second  système  de  |x)ints , 
semblable  et  égal  à celui  dont  il  s’agit,  et  posé  de  manière  que  le  premier 
système  se  confondrait  avec  lui  s’il  tournait  d’abord  d’une  quantité 
angulaire  rJ^  autour  de  l’axe  des  z,  ensuite  d’une  quantité  angulaire 
ia  autour  de  l’axe  desjr,  et,  enfin,  d’une  quantité  angulaire  autour 
de  l’axe  des  xj  les  arcs  t/o)  et  di/'  sont  indépendants  les  uns  des 
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autres,  et  de  valeurs  absolues  entièrement  arbitraires,  pourvu  qu’ils 
soient  infiniment  petits;  de  plus  l’origine  des  coordonnées  est  fixe  peu  - 
dant  les  trois  rotations  desquelles  résultent  les  variations 

(éï2), . , , àT=z;Ja — y’àif;  = Jz=jrJ\}' — xr)û?. 

\3ji.  Chacun  des  points  du  second  système,  dont  il  a été  question 
dans  l’article  précédent,  se  trouve,  ainsi,  placé  avec  le  point  qui  lui 
correspond  dans  le  premier  système,  sur  une  même  surface  sphérique, 
dont  le  centre  est  à l’origine  des  coordonnées  ; et  en  projetant  l’arc 
élémentaire  de  grand  cercle  , comp'ris  entre  les  deux  points,  sur  la 
direction  de  la  puissance  appliquée  au  point  du  premier  système,  on 
a,  art.  4o5,  la  distance  élémentaire  par  laquelle  il  faut  multiplier  cette 
puissance  pour  avoir  son  moment. 

11  suit  de  là  que  les  moments  de  celles  des  forces  extérieures  dont 
les  directions  passent  par  l’origine  des  coordonnées  sont  nuis,  puisque 
les  surfaces  sphériques,  sur  lesquelles  se  prennent  les  distances  élémen- 
taires à projeter,  sur  ces  directions,  leur  sont  perpendiculaires.  Quant 
aux  forces  internes , (celles  qui  résultent  des  attractions  réciproques 
des  coqrs  ) leurs  moments  sont  nuis  , par  les  raisons  précé-demment 
données,  quel  que  soit  le  mode  de  détermination  des  moments,  et  ce 
que  je  dis  ici  des  forces  internes , doit  s’appliquer  aux  actions  que  les 
corps  du  système  peuvent  exercer  les  uns  sur  les  autres,  par  pressions 
et  par  chocs. 

laya.  Substituant  dans  l’équation  généraU  {B)  de  l’art.  is68,  les 
valeurs  de  àx,  àj , à:,  données  par  les  é'quations  [S2)  de  l’ar- 
ticle 1270,  on  a,  en  observant  que  les  variations  à(p,  dm,  d\l'  sont 
communes  à tous  les  points  du  système. 


,+  doS' 


zdd.T — xddz 


et  l’indépendance  entre  les  variations  d^ , dm,  d^i  donne  les  trois 
é-quations  séparé'es 


-Oigilized  by  Làrrt^le  - 
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dont  on  reconnaîtra  aisément  l’identité  avec  le?  équations  (i)  de 

l’art.  1120;  on  a T/tdjr — y ddx—  d{^x dy — ydx)y 

zddx — xdtlz  — d{idx — xdi)  y yddi  — iddy=zd{ydz — ^dj)  1 
et,  art.  838,  les  quantités  xdy — ydx  , zdx — xds,ydz — idy 
sont  les  doubles  des  projections  respectives,  sur  les  plans  xy , xz 
et  y Z,  de  l’aire  élémentaire  engendrée  dans  l’espace , pendant  l'instant 
dt',  par  le  rayon  Vecteur  du  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y 
et  a.  Les  équations  (2)  renferment,  ainsi,  sous  un  point  de  vue  gé- 
néral et  applicable,  sans  exception,  k toute  espèce  de  système,  le 
principe  des  aires  j dont  les  équations  de  l’art.  SSy  n’ofTrent  qu’un 
cas  particulier.  ' 

1273.  Lorsque  le  système  est  entièrement  lilrre,  les  équations  de 
l’article  précédent  ont  lieu,  quelque  j«rt  qu’on  prenne  l’origine  com- 
mune des  coordonnées  x,y,  z et  des  rayons  vecteurs  qui  décrivent 
les  aires  instantanées  j(x^-^ydr),  \{zdx — xdz) , ^{ydz  — zdy). 
Il  n’en  est  pas  de  même,  lorsque  le  système  a un  point  fixe,  car  si  ou 
place  l’origine  ailleurs  qu’k  <-e  même  point. , les  quantités  dtp,  àa,  à\P , 
définies  art.  1270,  ne  peuvent  plug^’^  communes,  chacune  en  par- 
ticulier, à tout  le  sj-stéme,  et  entièrement  iiÿléj’cnduntes  entre  elles , 
conditions  d’après  lesquelles  les  équations  (2)  de  l’arlTcrc  précédent 
ont  été  établies;  le  point  fixe  est  donc,  dans  ce^cas  le  seul  de  l’espace 
où  on  puisse  placer  l’origine  pour  cpie  les  équations  citées  aient  lieu. 

Après  avoir  ainsi  placé  l’origine  à un  point  fixe  du  système,  s’il 
existe,  dans  ce  système,  un  autre  point  qui  soit  fixe  aussi,  on  retom- 
bera encore  dans  l’impossibilité  d’avoir  les.trois  quantités  dji,  d<a, 
communes  k tous  les  éléments  de  masse;  mais,  en  prenant  la  ligne 
qui  passe  par  cet  deux  points  fixes  pour  un  des  axes  coordonaijs,  pour 
l’axe  des  z par  exemple,  on  frrp  dro—o,  dd-irso,  qn  aurp  , ar- 
ticle 1270, — ydpj  éfyz=xdip , d zo30,e,t  cesquiiiHités.substi  ■ 
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tuées  clans  l’équation  géné'rale  (fi)  de  l’art.  1268,  conduiront  à l’éqiia 
tion  unique 


On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  partant  de  la  proposition 
de  l’art.  384,011  j’ai  dit  que  l’équilibre  d’un  système  quelconque  devait 
satisfaire  aux  conditions  de  l'équilibre  d’un  corps  de  forme  invariable, 
proposition  qui  a servi  de  base  à la  théorie  du  mouvement  du  centre 
de  gravité,  exposée  art.  1 1 14  et  suivants,  et  conduit  aux  équations  (l) 
et  (2)  de  l’art.  1120,  desquelles  on  pourrait  déduire  les  résultats  ob- 
tenus depuis  l’art.  1267. 

1274.  Losque  les  points  du  système,  supposé  libre,  ne  sont  sollicités 
que  par  des  forces  dirigées  sur  l’origine  des  coordonnées,  et  par  des 
forces  internes  dues  aux  actions  que  ces  points  exercent  les  uns  sur  les 
autres  , tous  les  termes  des  équations  (2)  , de  l’article  1272  , qui 
contiennent  X,  X,  Z disparaissent  et  il  reste 

■ 


ou,  en  intégrant  par  rapport  au  temps,  -- 

O) 

les  rapports  entre  l’élément  du  temps  et  les  sommes  des  produits  des 
masses  par  les  projections  des  aires  élémentaires  sont  des  quantités 
constantes;  les  équations  de  l’art.  840  nous  ont  déjà  fait  connaître  que 
le  mouvement  d’un  point  matériel  jouissait  de  cette  propriété,  dont  le 
mouvement  des  corps  célestes  nous  a fourni,  art.  884  et  suivants,  une 
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belle  application  J et  nous  voyons,  par  les  énuations  précédentes, 
qu’elle  appartient  à un  système  assujetti  à des  conditions  quelconques. 

1275.  On  conclut  aisément  de  ces  équations  la  propriété  rela- 
tive aux  aires  finies,  mais,  pour  mettre  cette  conclusion  dans  tout 
son  jour,  je  représente  par  jn,,  ja,,,  î«,/,  les  sommes  des  produits 
des  masses  par  les  projections  des  aires  finies  engendrées  au  bout 
du  temps  t,  projections  faites,  respectivement,  sur  les  plans  des  xy,  xz 
ctyzj  on  aura 

Z\m(^xJy — ydx^\  = da,  J On  supposera,  dans  la  suite  du  cal' 
^ \ m zdx-^xdz')  [ —daf^  >cul,  que  les  valeurs  o,  = o,  = 0 , 

2:  j m \ydx~xdy)\—da,„  = o»»  beu  ensemble. 

et  en  différentiant 

2 } mi^xddy  — yddx)  } = dda, 

S t m(zddx  — xddz)  j = dda„ 

S { m (yddx  — xddy)  j = dda,„  , 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2)  de  l’art.  1272,  on  les 
change  en 

!dda,  ==  i:\m(rT—Xj)\di> 
dda„  = .S  j/n  (X3—  Zx)\dP 
dda„,=  S \m(Zy  — K z)\dt* 

et  ces  dernières  équations,  lorsque  les  puissances  du  système  se  réduisent 
aux  actions  réciproques  des  corps,  deviennent 

(2) dda,— O,  dda,',-=m^-,  dd^,„~o 

d’où,  en  observant  qu’on  a,  par  hypothèse,  au  prémicr instant' 

I . 1 ! 

a,  — O,  a,,— O,  /=o, 

Kda,  = c,dtj  da,,-=c,,dt)  da„,  — c,,d 
( — c,t  J a,,  = c,,  t ; a,,,  = c„,  t 

les  sommes  des  produits  des  masses  par  les  projections  des  aires  décrites 
pendant  le  temps  /,  sont  proportionnelles  à ce  temps;  c'est,  dans  le 
sens  le  plus  étendu,  le  théorème  de  l’art.  840,  et  la  propriété  énoncée 
par  les  équations  (3)  constitue,  spécialement  , ce  qu’on  appelle  le 
principe  de  la  conservation  des  aires. 
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1276.  L’idcniitÉ  entre  les  expressions  des  aires  et  celles  des  luomems 
a été  démontrée,  avec  tous  les  développements  necessaires,  dans  la 
Stalif/uc , art.  200  et  suivants;  les  questions  de  mouvement  nous  ont 
fourni,  art.  889,  une  première  occasion  de  faire  le  rapprocitement  de 
ces  expressions,  et  les  équations  (2)  de  l’art.  1272  nous  en  offrent  une 
seconde  dans  un  cas  général  qui  comprend  celui  de  l’art.  83ç.  Il  est 
aisé  de  voirque  les  équations  citées  énoncent  l'égalité  k zéro  des  sommes 
des  moments,  tant  des  forces  motrices  imprimé’cs,  que  des  forces  motrices 
qui  ont  lieu,  en  prenant  les  forces  de  l'une  de  ces  deux  classes  avec  des 
sens  d’actions  contraires  à ceux  suivant  lesquels  elles  agissent  effec- 
tivement. C’est  de  ces  mêmes  équations  que  j’ai  ensuite  déduit  les 
éxiuations  (2)  de  l’art.  1274  et  les  é-quations  (3)  de  l’art.  1276,  qui 
renferment  le  principe  de  la  conservation  des  aires , dans  le  sens  qu’on 
attribue  ordinairement  à cette  dénomination. 

Les  premiers  termes  de  ces  équations  {2),  article  1274,  sont 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  ont 
lieu , prises  par  rapport  ù chacun  des  axes  des  a j et  .y  ^ les 
composantes  parallèles  aux  x , jr  et  z,  de  ces  quantités  de  mouve- 
ment, étant,  pour  la  molécule  m , dont  x y,  et  a sont  les  coor- 
données, égales  à m , m - 'J-  ■ . m ; dans  le  cas  de  l’article 

cité,  les  sommes  des  moments  dont  il  s’agit  sont  constantes  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement , et  je  les  ai  représentées  par  N , M et  L. 
Soient  .B  et  C tes  angles  respectifs  que  forme  avec  les  x,  lesjr 
et  les  Z,  la  droite,  passant  par  l’irrigine,  par  rapport  à laquelle  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  est  un 
maximum , on  aura,  art.  170,  en  désignant,  par  K ce  moment 
maximum. 


i).  ...A  = (/.»+iW>-pA'«) 


(2). 


. .cos.y^  = cos.  B= 
A 


M „ N 
_;cos.B= 


Ces  valeurs,  applicables  à un  instant  quelconque  du  mouvement,  étant 
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constantes  , le  plan  passant  par  l’origine  et  j>erj)endiculairc  à l’axe 
détermine  par  les  angles  yt , li , C,  a,  par  conséquent,  une  position 
invariable,  d’où  on  a donné  à ce  plan,  qui  forme  avec  ceux  desj''î. 
Xi  et  rjy  les  angles  respectifs,  .4 , H cl  C , le  nom  de  plan  invariable. 
J’ai  donné,  art.  1 148  et  suivants,  un  exemple  de  son  emploi,  dans  les 
problèmes  de  dynamitpie,  très-propres  à en  faire  connaître  les  avantages  ; 
on  a vu  aussi,  art.  aoy.sa  propriété  relativement  aux  aires , mais  les 
déterminations  qui  concernent  ce  plan  , sont  présentées  ici  sous  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1277.  Le  plan  invariable  existera  toutes  les  fois  que  les  corps  du 
système  ne  seront  soumis  qu’à  leurs  attractions  mutuelles  et  à des 
forces  extérieures  constamment  dirigées  sur  l’origine.  Sa  détermination 
exige  que  l’on  connaisse,  à un  certain  instant  du  mouvement,  les  masses, 
les  positions,  les  vitesses  et  les  directions  de  tous  les  corps  du  système, 
données  au  moyen  desquelles  on  calculera  les  premiers  membres  des 
équations  (a)  de  l’article  1274,  respectivement  égaux  aux  sommes  de 
moments  L et  JV. 

Si  après  avoir  déterminé  la  position  de  ce  plan,  on  le  prend  pour 
un  des  plans  coordonnés,  pour  le  plan  des  x , j- , par  exemple,  la 
somme  A' des  moments,  par  rapport  à l’axe  des  s,  deviendra  le  moment 
maximum , et  on  aura,  art.  176,  ^/=o,  /.  = o,  ces  derniers  mo- 
ments se  rapportant  à des  axes  situés  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  du  plus  grand  moment.  C’est  cette  propriété  qui  constitue  l’avan- 
tage principal^du  plan  invariable,  et  on  a vu,  en  efl'et,  art.  1162, 
qu’en  prenant  ce  plan  pour  un  des  plans  coordonnés . deux  des  cons- 
tantes arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  éspiations  du 
mouvement  de  rotation,  s’évanouissent. 

1278.  x,j,  et  a,  étant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  comp- 
tées sur  les  axes  fixes  des  x,  jy  et  s,  faisons  passer,  , par  ce  centre, 
trois  axes  rectangulaires,  parallèles  aux  axes  fixes  des  x , y,  et  i,  dési- 
gnons parf , ri  et  fies  coordonnées,  rapportées  à ces  axes,  respective- 
ment parallèles  aux  x,y  et  z,  nous  aurons  , en  substituant  dans  les 
équations  (2)  de  l’article  1274,  les  valeurs  x,  + ( —x , y,  -\-ri=:y  et 
X, -bf=3,  les  équations  suivantes  correspondantes  aux  équations(i) 
de  l'article  1 123 


= N 


dl  ' lit 

(.ryî,  — 8,/3'.r,).£(CT) 

dt  dt 

{r,d-r,  — T,dy^X{m)  X\»i{Sdn —yd^)\ 

dt  “*■  de 


or  le  mouvement  du  centre  de  gravité  étant  unift.rme  et  rectiligne, 
et  dt  étant  constant,  dx, , dj,,  et  dz,  le  sont  aussi  et  on  a , en  dési  - 
gnant,  par  A,  et  R,,  Us  valeurs  que  prennent  x,  et  lorsque  :,  = o 

^Zl.  — ~ r=  -/  . 

dz,  »,  ■’  de,  X,  — A,  ^ dj,  J,  — B, 

. z.dr,  — r.di,  B,Jz  x,di,  — t/ix,  A,dz, 

ir^ di — 


y,dx  — x,dy,  _ B,dx,~  A,dv, 
dt,  dt 

Les  2'*.  membres  de  ces  équations  sont  invariables  puisque  dx,,dj,,dz, 
et  dl  sont  des  diiréremiclles  constantes  ; les  i<®*.  membres  sont  donc 
aussi  invariables,  et  À,  //  étant  des  constantes,  les  équations  (/n) 
prennent  les  formes  suivantes,  qui  sont  le»  même»  que  celles  des  équa- 
tions (2)  de  l'art.  1274,  et  deviennent  exclusivement  applicables  aux 
coordonnées  dont  ce  centre  de  gravité  est  l'origine,  et  aux  mouvements 
des  molécules  du  système,  par  rapporrâ  ce^xenrre.  • 


(3). 


Faisant  le  moment  maximum 
Cv*  = I« 

angles  respectifs  forméspar  le 
plan  invariable  et  par  les  plant 
et^a  auront,  pour 

valeur.,  T " T ' 


Les  valeurs  des  moments  constants  v , (>■ , ^ ,a  substituer  à N , M 
et  Z<,  dans  les  équations  (2)  de  l’art.  1276,  pour  avoir  la  position  du 
plan  invariable  passant  par  le  centre  de  gravité, sont  donc  absolument 
indépendantes  de  la  vitesse  propre  de  ce  centre  et  de  sa  position  dan# l’es- 
pace; ce  plan  se  détermine  par  la  connaissance  tant  de  la  forme  du  système 
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fjuc  des  mouvements  de  ses  difTérents  points  autour  du  centre  de  gravité. 

1279.  Lorsque  les  calculs  de  la  position  du  plan  invariable,  passant 
par  le  centre  de  gravité  du  système,  sont  faits  d’après  des  valeurs  de 

dP  dr  dr‘  . ,,  , 

g,  ri,  Q,  , - lit  ’ ^ existantes  ensemble,  a une  époque 

particulière  du  mouvement,  cette  position  se  trouve  déterminée  pour 
tous  les  instants  du  mouvement  tant  anterieurs  que  postérieurs  à celui 
auquel  se  rapportent  les  calculs,  le  plan  dont  il  s’agit  demeurant  toujours 
parallèle  à un  plan  fixe,  dans  l’espace,  pendant  qu’il  se  meut  avec  le  centre 
de  gravité;  (le  mouvement  du  système  n’est  censé  dû  qu’à  des  impulsions 
initiales  et  aux  attractions  que  ses  diverses  parties  exercent  les  unes  sur 
les  autres,  et,  par  conséquant,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est 
uniforme  et  rectiligne).  Cette  belle  propriété  est  une  conséquence  immé- 
diate des  é(|ualions  (3)  de  l’art,  précédent,  par  lesquelles  on  voit  que  les 
angles  formés  par  le  plan  invariable  et  par  des  axes  parallèles  à des 
lignes  fixes,  dépendent,  exclusivement,  des  quantités  v , fi.  et  À qui 
sont  les  mêmes  à chaque  instant  ; mais  il  sera  bon  de  remarquer  qu’elle 
est , aussi , une  des  conséquences  importantes  de  la  théorie  des  momenis 
et  des  aires  exposées  art.  167  et  suivants,  et  Icslhéorémcs  d’où  elle  se  dé- 
duit particulièrement  sont  consignés  dans  les  art.  182  et  i83.  On  voit,  par 
ces  articles,  que  l’axe  du  moment  maximum,  qui  est  perpendiculaire 
au  plan  invariable,  forme  un  angle  constant  avec  chacun  des  axes  co- 
ordonnés lorsque  l’origine  se  meut  sur  une  parallèle  à l’axe  que  j’ai 
désigné  par  ligne  (/<) , cl  t|ui  est  parallèle  à la  résultante  générale 
qu’auraient  lés  forces  si  elles  étowixt..  chacune  |»rallèlemcnt  à sa 
direction,  appliquées  à un  même  point  de  l’eapace.  O/jL^dans  le  cas 
dont  il  s’agit  ici,  les  forces  à considérer  sont  les  quantités  de  mouve- 
ment qui  animent  tous  les  éléments  de  masse  du  système;  les  moments 
de  ces  forces,  seules  données  du  calcul,  sont  invariables,  et,  d’après 
les  propositions  précédemment  démontrées  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gravité,  la  ligne  droite  qu’il  parcourt  est  précisément  sur  la 
direction  de  la  résultante  de  toutes  les  quantités  de  mouvement  dont 
je  viens  de  parler,  en  les  supposant  dirigées  sur  ce  centre  parallèlement 
à leurs  directions  respectives. 

Les  pressions  et  les  chocs  que  les  corps  du  système  peuvant  exercer 
les  uns  sur  les  autres  n’apportant  aucun  changement  aux  phénomènes 
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€]ui  dcpeiulont  de  la  conservation  des  aires  et  de  celle  des  momenis 
Àf  fi  et  fj  ne  doivent,  par  consé(|iient,  avoir  aucune  influence  sur  la 
position  du  plan  invariable  qui  est  déterminée  par  ces  moments;  il  est 
bien  entendu  que  les  chocs  dont  il  s’agit  ici  sont  censés  être  indépen- 
dants de  toute  action  de  forces  exiérieures  , et  provenir,  uniquement, 
du  mouvement  des  corps,  déterminé  par  des  impulsions  primitives 
et  par  des  forces  internes.  (*) 

Du  principe  des  foren  vives. 

lïBo.  L'équation  générale  du.  mouvement,  donnée  article  ia63. 


S \ m (P  J P + Çà^  -I-  flàr  + etc.)  j 


renferme  les  variations  àp,  ôq,  etc.  àx,  âjr , âz,  qui  sont  les  pro  - 
jeetions,  sur  les  direetions  tant  des  forces  motrices  imprimées,  que 
décolles  qui  ont  lieu,  des  distances  infiniment  petites  entre  chaque 
point  du  système  que  l’on  considère,  et  chaque  point  d’un  autre  système 
fictif,  ce  dernier  étant  assujetti  i cette  seule  condition  que  les  (loinls 
du  système  réel  puissent,  sans  que  les  lois  de  leurs  liaisons  soient  violées, 
prendre  la  place  de  leui-s  correspondants  dans  le  système  fictif. 

Or , le  mouvement  même  du  système  faisant , à chaque  instant  , 
changer  tous  scs  points  de  pogit  ion , «Kr-ve  tUnganKot  étant  supposé 


(*)  Notre  système  planélaire  doit,  très- probablement,  être  soumis  à des 
actions  de  furees  extérieures,  capables  de  lui  donner  un  mouvement  général 
de  translation,  dans  l'espace,  mais  on  peut  conclure  des  observations  faites 
depuis  bien  des  siècles,  que  ces  forces  sont  dans  le  cas  de  l’art.  1181,  et  que 
la  translation  qui  en  résulte  ne  dérange  pat  sensiblement  les  mouvements  dfit 
aux  impulsions  initiales  et  aui  actions  réciproques;  il  existe  donc,  dans  ce 
système,  un  plan  imariabla  dont  la  position  se  trouve  déterminée  dans  /'ex- 
positinn  du  système  du  monde,  4'.  édition , page  207 , où  on  voit  que  la  longi  ■ 
tude  de  son  na-ud  ascendant,  rapportée  au  commencement  do  ce  siècle,  cloit 
de  114° ,7008  et  son  inclinaison  à récliplique  de  i’,yS6S  {division  cenlésiniale 
du  cercle).  Voyez  les  formules  particulièrement  relatives  à cette  détermina- 
tion, dans  la  mécanique  céleste  livre  2,  art.  62. 
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avoir  lieu  sans  que  le  système  soit  dénaturé,  l’équation  précédente  doit 
être  satisfaite,  si,  à un  instant  quelconque,  on  prend,  pour  système 
fictif,  le  système  des  jxiints  dont  ceux  du  système  réel  occuperont  les 
places  dans  l'instant  suivant,  le  système  fictif,  qu’on  choisit  alors,  rem- 
jtlissant  évidemment  la  seule  condition  à laquelle  il  est  assujetti;  mais, 
dans  ce  cas,  les  variations  d.r,  <Jy,  tJs  deviennent  identiques  avec  les 
diflérentielles  (/.r,  r/y,  c/a.,  donc  l’équation,  équivalente  k celle  qui 
précède,  posée  art.  1268, 

se  change  en 

^ J + J7/J-+  7M)  | 

lîRt.  L’emploi  de  l’éi-uation  précédente  donne  lieu  à quelques  ob- 
servations que  je  vais  d’abord  piésenter  aux  élèves. 

Les  variations,  par  â,  qui  entrent  dans  les  équations  générales  des 
art.  1263  et  1268,  sont  indépendantes  du  mouvement  réel  du  système  ; 
la  translation,  de  laquelle  on  les  fait  dépendre,  est  entièrement  hypo- 
thétique, et  il  sulTît  que  cette  translation  puisse  avoir  lieu  sans  Violer 
certaines  conditions;  mais  il  peut  arriver  que  les  é-quations  qui  ex- 
priment ces  conditions  renferment .lc.iciiips;  tel  serait,  par  exemple, 
le  cas  dans  lequel  un  des  corps  du  système  se  mouverait  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  assujettie,  elle -même,  h un  mouvement , qui  suivrait 
une  certaine  loi,  et  dont  d’équation  devrait  nécessairement  contenir 
le  temps  l i cette  quantité  t pourrait  être  assimilée  à un  paramètre 
variable  dont  chaque  valeur  déterminée  correspondrait  à une  position 
déterminée  de  la  surface;  ainsi  une  des  équations  de  condition  du  sys- 
tème serait  de  la  forme 

(c)....y(r,  s, J ï„,  ctc.)  = o 

X, ,x„,  etc.  etc.  s,,  3,,,  etc.  étant  les  coordonnées  des  difTc- 

Tcnts  points  du  système,  et  les  conditions  de  ce  système  étant  exprimées 
par  des  équations  entre  ces  coordonnées. 
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I.a  translation  hypothétique  et  arbitraire  de  laquelle  dépend  l'équation 
donnée  parle  principe  des  vitesses  virtuelles,  et,  par  conséquent,  l’une 
quelconque  des  équations  générales  ci-dessus  citées,  change,  par  les 
projections  des  dista’  ces,  entre  les  points  homologues,  sur  les  directions 
di-3  puis',ances,x,,  J',,  z,\  x„,  rtc.  on  x,  + ct.r,,  j,  + i)j,,  z,  + cfi,; 
x„-f(^.r„,  etc.;  et  ces  dernières  coordonnées  doivent  satisfaire  .’i 
réquation  de  condition  (c);  donc  la  dillércntielle,  ou  varia/ion  j de 
cette  équation,  parti,  prise  en  regardant  t comme  constant,  doit  être 
égale  à zéro,  ce  qui  donne 


-(•  etc.  = O 


mais  la  difTcientiellc  complète  de  (c)  prise  par  rapport  au  temps  t. 
en  considérant  toutes  les  coordonnées  des  points  du  système  comme 
des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  à cette  équation,  cette  difléren- 
tie'’c , dis-je,  doit  aussi  être  égale  à zéro,  ce  qui  donne 


-f  etc.=o 


on  voit  que  cette  équation  satisfait  U celle  qui  précède , en  faisant 
= r/y,  — fix,,  iij'i  = (lz,,  tlx,,=  r/x„,  etc.,  et  supposant 
le  ternie  TJt  nul  ; et  puisque, sans  cette  dernière  condition,  la  coïn- 
cide.nce  des  deux  équations  est  impossible,  il  est  évident  que  l’équation 
(C)  de  l’article  précédent,  établie  d'après  les  valeurs  hypothétiques 
ôx,  = dx,,  dy , — d y,,  etc. , n’a  lieu  qu’autant  que  les  équations  de 
condition  du  système  ne  renferment  pas  le  temps;  c’est  une  restriction, 
i l’usage  de  cette  équation,  qu’il  était  nécessaire  d’indiquer. 

laSz.  J’ai  démontré,  art.  8a3,  que  l’expression  Xdx-\-Vdy-\-  Zdz 
était  intégrable  par  elle-même,  lorsque  les  forces  P',  P" , etc.,  dont 
X,  F et  Z sont  les  sommes  des  composantes,  respectivement  pa- 
rallèU-s  aux  x ,y  et  s,  se  trouvaient  dirigées  sur  des  centres  fixes  et 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d’application  à ces  centres.  Il 
s’agissait,  dans  l’article  cité,  de  forces  appliquées  à un  point  unique, 
et  l’expression  X j m{Xd x F dy-\-  Zdi)'\  qui  forme  le  i'  membre 
de  l’équation  (C)  de  l’art.  ia8o,  se  rapporte  à un  nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à différents  points;  mais  cette  expression  repré- 
sente la  somme  des  termes  m'  {^X'  d x'  F'  d y'  Z'  d z‘  ) 

m"  {X'  d x"  F"  dy"  -\-Z."  d z") , etc.,  relatifs  aux  forces  qui  solli- 
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citent  les  niasses  m' , m" , etc.  du  système,  et  ou  peut  faire  sur  chariui 
de  ces  termes,  le  même  raisonnement  qu’on  a fait  sur  le  terme  unique 
de  l’art.  828;  la  propriété  démontrée  dans  cet  article  est  donc  appli- 
cable à un  système  quelconque. 

Cette  même  propriété  s’étend  au  cas  des  attractions  mutuelles  des 
corps  du  système,  dans  riiypotlièsc  où  ces  attractions  suivent  la  loi 
de  celles  du  système  du  monde,  en  substituant,  seulement,  à l’inverse 
du  quarré  de  la  distance,  une  fonction  quelconque  de  cette  dis- 
tance. Pour  le  démontrer,  je  désigne,  par  m'  et  m" , deux  masses  du 
système;  par  r , leur  distance,  et  par,/" (r)  une  fonction  de  cette  dis- 
tance telle  que  la  force  accélératrice,  imjiriméT  à /»",  en  vertu  de 
l’action  de  m',  soit  m'J'(r),\a  force  accélératrice  imprimée  a m' , en 
vertu  de  l’action  de  m"  étant  m" J~{r);  ces  expressions  et 

représentent  et  - l'I-  de  l’article  916,  dans  le  cas  de  l’attraction 

newtonienne,-^-  étant  représenté  par J^{r). 

Soient  maintenant  x' ,y,  x"  ,j" , z"  les  coordonnées  respec- 
tives de  m'  et  m" , les  cosinus  des  angles  formés  par  la  ligne  r et  par 

et  les 


x'- 


Y — Y Z —t 


les  axes  des  x . r et  x seront 

r ' r ' r 

composantes  de  m'  f(r)  et  m"J'(_r)  parallèles  aux  mêmes  axes  seront , 
en  faisant  attention  que  ces  deux  forces  accélératrices; dirigées  en  sens 
opposés,  doivent  avoir  dos  signes  dllTérents 

— s'  — s" 


-"/W 


r-y 


’'/W- 


d’où  on  tire 

:x'Ar'+y'ify+z'dz'—  (y'—y)dy+  y )aY  ( 

n'/lr) 


:p'dx>'-Yr^'dy'-Yz"(U"z 


■ 1 (y-x")rfy'+(y-y')rfy'-Ky-y')rfi„ 


et  la  quantité 

m'  ( ^dx'  -I-  vdyyz'dz'  )+  tn"  ( x"dx" + r'dj"yz"dz") 


5a|  Dynamique  é i.  é m e n t a i r e. 

<]uo  les  forces  d’aUr.ietions  muluelleSj  de  m'  et  /«".introduisent  dans 
la  somme  i’  { y dj-\-  Zdz)  ja,  pour  valeur, 

m'mf'  f fr} 

or,  le  quarré  de  la  distance  r a pour  valeur 

et  en  dilTérentianl  celle  équation  on  trouve  une  valeur  de  dr  égale  à 
la  quantité  qui  imilllplie  m' m" f(^r) , dans  l’expression  (/'"),  prise  avec 
un  signe  contraire,  donc 

’ + m"  ( x"d.v"  + y"  dj"  + Z"  d-j'  ) ( ~ 
équation  dont  le  a'  membre  est  la  dlfTércntielIc  d’une  certaine  fonction 
d'une  seule  variable,  et  par  conséquent  intégrable  par  lui  • même. 

laSii.  Si  on  suppose  que  le  système  en  mouvement  se  trouve  dans 
les  cas  dont  il  est  question  aux  deux  articles  précédents,  et  si  on  fait 
X \ rn{Xd  -T-^  y dy-\-Zdz)\=-d  d> , on  déduira  de  l’équation  (C) 


de  l'art.  1280,  en  faisant  attention  que 
( U) 2’(«7i'»)  = A 4-  2 tf* 


d.zi->fdY^-\-di^  _ 


dt* 


K r>l  U constante  arbitraire  introduite 
par  l’intégration. 

I.e  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  forces  vives 
du  système;  le  itcond  membre  se  compose  d’une  quanlilc  invariable  A’ 
et  d’une  quantité  2 qui  est  une  femciion  d«  coordonnées  des  points 
du  système;  ainsi  la  somme  des  forces  vives  , est,  à un  instant  quel- 
conque , donnée  uniquement,  par  les  positions  des  points  du  système  , 
ou  par  leurs  coordonnées,  la  constante  A étant  préalablement  déduite 
de  valeurs  simultanées  et  connues,  de  X{mv^)  et  de  iP-,  est 

absolument  indépendante  des  courbes  parcourues  par  les  corps  en 
mouvement  depuis  l’instant  correspondant  à la  détermination  de  la  cons- 
tante A , qui  peut  être  ou  le  premier  ou  tout  autre  instant  du  mouve- 
ment, jusqu’à  l’instant  quelconque  auquel  se  rapporte  l’évaluation  de 
cette  somme,  laquelle  redevient  la  même  cbaque  fois  que  les  positions 
des  points  du  système  et,  par  conséquent,  la  fonction  <P  redeviennent 
aussi  les  mêmes;  et  si  les  corps  du  système  ne  sont  sollicités  par  aucune 
puissance,  c’est-à-dire,  si  <P=o,  elle  est  constante  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 
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L'équation  (D)  de  laquelle  sont  conclues  toutes  ces  proi)riét« , 
énonce  le  principe  appelé  pr/nciffe  gt-néral  de  la  conscreation  des 
forces  vires.  Les  élèves  se  rappelleront  que  ce  principe  a déjà  été 
vérifié  dans  le  choe  des  corps  élastiques,  et  que  des  questions  traitées 
dans  cette  seconde  partie  du  cours  nous  ont  conduit  a des  équations 
qui  sont  des  cas  particuliers  de  l'équation  Ul)- 

laSq.  On  peut  imaginer  que  les  corps  du  système  agissent  les  uns  sur 
les  autres  par  rinicrmède  de  ressorts  ; et  pour  fixer  les  idées,  à cet 
égard,  on  peut  siqiposer  que  ces  ressorts  sont  de  l'espèce  de  ceux  qu’on 
appelle,  à boudin  , formés  de  fils  élastiques,  tournés  en  spirales.  Un 
de  ces  ressorts,  contracté,  qui  se  trouverait  être  le  moyen  de  liaison 
entre  deux  corps,  pourrait  faire  alternativement  l'office  d'une  force  ré- 
pulsive ou  d'une  force  attractive  tendant  ou  à éloigner  ou  à rapproclier 
ces  corps  l'un  de  l’autre,  et  comme  l’hypothèse  la  plus  naturelle,  sur 
la  loi  de  cette  répulsion  ou  de  cette  attraction, est  de  dire  qu'elles  sont 
fonctions  de  la  longueur  du  ressort,  puisque  cette  longueur  détermine 
son  plus  ou  moins  de  contraction  ou  de  tension,  la  force  dont  je  parle 
se  trouve  dans  la  classe  de  celles  qui  rendent  intégrable  le  2'  membre 
de  l’équation  (C)  de  l’art.  1280. 

Les  pliénomèneg  du  choc  des  corps  élastiques , depuis  l’instant  du 
contact  jusqu’à  celui  de  la  séparation  des  cor|)S  jieuvent  être  assimilés 
à ceux  qui  auraient  lieu  si  on  interposait,  entre  ces  corps,  des  ressorts 
comme  ceux  dont  nous  venons  de  parler,  et  dont  la  ma.sse  serait  sup- 
posée négligeable;  d'où  on' conclut , d’après  ce  qui  est  dit  à l’article 
précédent , que  dans  le  cas  de  rélastTanr^arfaite,  la  somme  des  forces 
vives  est  la  même,  au  pommeneement  et  à la  fin  dn  choe,  les  corps 
du  système  reprenant  , au  2'  de  ces  instants,  leurs  figures  initiales, 
mais  que  cette  somme  doit  varier  pendant  la  durée  du  choc. 

Perte  do  forces  vives  occasionnée  par  les  changements  brusques  qui  peuvent 
survenir  dans  le  système. 

128-1.  Lorsque  les  mouvements  des  corps  du  système  sont  modifiés 
par  des  frottements  des  résistances  de  milieux,  et,  en  général,  par  des 
puissances  cl  des  résistances  dans  les  expressions  desquelles  entrent  les 
vitesses,  l’expression  X j m {Xdx--\- }’ dj -\-Zdz)  \ n’est  plus  inté- 
grable par  elle-même;  il  y a une  perte  de  force  vive  qui  peut  aller 
graduéllcment  jusqu’à  son  extinelion  totale. 
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LVvalual’mn  de  celte  perte  dépend  de  la  loi  des  réiiislancos  dont  la 
détermination  exacte  est  presrjue  toujours  d’une  grande  difliculté;  il 
est  une  autre  cause  de  perte  sur  laquelle  on  a un  tliéorêine  général, 
dû  à M.  Carnot,  celle  qui  est  relative  aux  changements  brusques  pro- 
venants des  chocs  qui  s’exercent  entre  les  corp  du  système.  Soit , 
pour  une  moliciilc  >n  , quelconque,  £/,,  V„,  É/,„;  l',,  f'i,>  ^$n> 
composantes,  respectives,  de  sa  vitesse  au  moment  oii  le  choc  va 
s’exercer,  et  immédiatement  après  le  choc,  prises  parallèlement  aux 
axes  des  et  ; , les  vitesses  perdues,  évaluées  dans  tes  .sens  pa- 

rallèles aux  mêmes  axes  seront  V, — V,,  V„ — IJ,„ — V,„  \ or, 
art.  io36  , les  conditions  de  l’équilibre  doivent  exister  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  m{V,  — A',),  in  ( V„ — f^„),  ru  ( t’,„ — 
perdues  dans  l’étendue  entière  du  système,  et,  d’une  autre  part,  par 
l’edèt  du  déplacement  des  points  de  ce  système.  Immédiatement  après 
le  choc,  la  molécide  quelconque  ///  parcourt  dans  les  sens  des  et  î 
dos  espaces  élémentaires  respectifs  V „dl , au  moyen 

des  vitesses  V„,  V qui  lui  restent;  ces  espaces  peuvent  donc, 
an.  is8o,  être  introduits  comme  facteurs  des  puissances,  ou  des  quan- 
tités de  mouvement  qui  représentent  ces  puissances,  dans  l'équation  , 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  par  laquelle  on  exprimera 
les  conditions  de  l’équilibre  dont  je  viens  de  parler;  et  on  aura,  en 
supprimant  le  facteur  commun  dl , 

2\rr,[(u,  - y,)  y,Hu„  - yuV^.Mv,„-y,„)y,„]\  = o 
cette  équation  est  Identique  avec  la  suivante 

LxUm{u,Y  - - (ü„  _ ] J = O 

y„Y-{u,„- y,„Y]  i 

ce  dont  on  s’assurera  aisément,  en  développant  les  carrés  et  réduisant. 

Or  1/  et  étant  respectivement,  les  vitesses  absolues  la  molécule 
quelconque  m , avant  et  aprè'S  le  choc  on  a 

U-  = Ü,r  + V„^  -P  V,„ 

v^  = y,^  + y,Y  + y„Y 

et  faisant  pour  abréger 

^*  = ( î/,  - y, Y Hü„-  y, Y) + - y,„  y 
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l’équation  précédente,  divisée  par  -j,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(E) 2(/«  U^)  — = 2,'(ot 

ainsi  la'perte  2'(/«  L’»)  — 2^{in  F^)  de  forces  vives  a pour  valeur  une 
somme  de  forces  vives,  liypothétique,  celle  qu’aurait  le  système  si 
cliacun  de  scs  points  materiels  se  trouvoit  animé  de  la  vitesse  qu’il  a 
perdue  par  l’cU'et  du  choc. 

Positions  (lu  système  correspondantes  aux  niasima  et  roinima  des  sommes 
(les  forces  vives,  à ta  stabilité  et  à la  non  stabilité  de  l'équilibre. 

1286.  La  propriété  du  mouvement  dont  je  vais  donner  une  démons- 
tration générale  a déjà  é-té,dans  la  1”.  partie  du  cours,  art.  5 16,  déduite 
par  anticipation  de  l’équation  des  forces  vives,  ou  équation  (é7)dc 
l’art.  ia83,  et  il  est  convenable  que  je  rappelle  cette  propriété  puisque 
j'ai  démontré  l’é-qualioii  citée  ; on  voit  en  cfTet  par  la  relation 
2.  ( /«  v’  ) = A -t-  î (P 

qu’elle  établit  entre  2’(rne>)  et  iP,  que  la  somme  2(/«e^)des  forces 
sera  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque  r/'2(//sea)  sera  nul  ou 
lorsqu’on  aura  r/lP=o;  mais  art.  1288, 

(/  (P  = 2 { m ( AVx  + Ft/j'  -f  Z r/c  ) j 
ainsi  2(/7»  c*)  est  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque 
2 { /«  ( AV.r  + r r/jr  -H  Z r/i  1 = O. 

Le  système  en  mouvement  se  trouvant  dans  les  cas  ènonctrs  aux  art. 
1281  et  1282  et,  par  conséquent,  la  substitution  des  diiTérentirlles  par  d, 
aux  variations  par  rt,  étant  permise,  céfreèquation  est  celle  qui  doit 
être  satisfaite  d.ans  le  cas  où  les  puissances  appliquées  atr  système  se 
font  équilibre,  donc  la  somme  des  forces  vives  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  ou,  pour  donner  une  énonciation  plus  complète,  la  diffé- 
rentielle  de  cette  somme  est  égale  à zéro  lorsque  le  système  passe  par 
les  positions  dans  lesquelles  il  faudrait  le  mettre,  d’abord,  pour  que  les 
forces  qui  y sont  appliquées  se  fissent  équilibre;  il  ne  franchit  ces  posi- 
tions qu’en  vertu  des  mouvements  acquis  par  les  différents  Corps  qui  le 
composent.  C’est  le  théorème  de  Conrlivron  conclu,  par  anticipation, 
à l’art.  5i6,  ainsi  que  j’en  ai  prévenu  ci-dessus,  de  l’équation  générale 
qui,  ensuite,  a été  démontrée  art.  1288. 
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1 287.  On  a vu , art.  5 14,  que,  lorsqu’il  s’agissait  d’un  système  pesant, 
l’équation  0 = o exprimait  que  le  centre  de  gravité  du  système  était 
ou  à son  plus  grand  abbaissenient  ou  à sa  plus  grande  élévation.  La  pre- 
mière position  eorrespund  au  maximum  et  la  seconde  au  minimum  de 
forces  vives.  De  plus,  ces  mêmes  positions  sont  respectivement  l’une  celle 
de  l’équilibre  sliihtc , à laquelle  le  système  revient  lorsqu’il  en  a été 
écarté  d’une  tjuanlité  qui  ne  passe  pas  certaines  limites,  et  l’autre  celle 
de  l’équilibre  non  stable  dont  le  système  continue  à s’éloigner  pour  peu 
qu’il  en  ait  été  primitivement  écarté  ; cette  propriété  est  assez  manifeste 
tpiand  il  s’agit  des  systèmes  pesants,  mais  sa  démonstration,  étendue  à 
un  système  quelconque,  est  un  peu  compliquée,  et  même  pour  la  rendre 
complète,  et  l’appliquer  au  second  cas,  j’aurais  besoin  de  m’appuyer 
d’une  des  tbéories  que  je  n’ai  point  exposées  dans  ce  traité  par  la  néces- 
sité lie  le  ress.''rrer  dans  des  bornes  convenables. 

On  trouvera  cette  démonstration  dans  la  Mccani<jue  aiialj  liquc  de 
Lagrange,  if',  partie  section  S,  et  2'.  partie  section  éT,-(*)  et  on 
verra  qu’après  avoir  démontré  le  i".  ras,  dans  la  première  partie,  il  a 
été  obligé  de  renvoyer  le  complément  de  la  dé*monstration  du  2'.  ca.s, 
au  § oit  il  traite  des  oscillations  trés~petites  d’un  système  de  corps 
autour  de  leurs  points  d'ctiuiiibrc. 

Principe  de  la  moindre  action. 

1288.  Le  principe  de  la  moindre  «et!»»  a. été  démontré,  art.  844, 
d.vns  le  mouvement  d’un  pt>int  niaté.  icl  ; et  il  s’agit  ici  d’étendre  la 
démonstration  h un  système  quelconque,  ou  de  prouverque  Z{mfvds) 
est.  toujours  un  tnarimum  ou  un  minimum  lorsque  le  système  en 
mouvement  se  trouve,  d’ailleurs,  dans  les  cas  énonct-s  art.  1281  et  1 282, 
tu  étant  la  masse  d’un  des  points  matériels  du  système,  esa  vitesse  et 
ds  l’élément  delà  trajectoire  qu’il  décrit  ; la  marche  de  raisonnement 
(|ui  va  me  conduire  au  ré-sultat  tlicrché,  est  entièrement  semblable  à 
celle  que  j’ai  suivie  à l’article  cité.  On  a 
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dt  dt^ 

on  a,  de  plus,  art.  laSS 

f . 'S\m{^Xdx  Jr  T dy  ■\-7,dz)\ 

Pt  IVqiiation  X(ot  v^)  = K+  a <P,  de  cet  article,  peut,  en  profitant  de  la 
faculté  qu'on  a de  transposer  les  signes  /"et  se  mettre  sous  la  forme 
2S  \ m/ (A‘</x  + y dy  + Zdz) 


f vds 

dt 

) ]+a( 

dx^  + d )-»  + r/a» 

ITT» 


■) 


+ ^ 


difiTérentiant  par  d , observant,  comme  à l’art.  844,  que  la  fonction 
finieyK-Yr/x  4-  Y dy  + Zr/î)j  doit  avoir  les  mêmes  coefficients  dif- 
férentiels soit  qu’on  la  différentie  par  d soit  qu’on  la  dilTérentie  par  ô , 
et  qu’ainsi  <f  J {^Xdx  -p  i^dy  Zr/s)  = AV-r  + Yày  -p  Zrfs  on  a , 
■ S\  m{Xdx-\-Yày->f-  Zds)\ 


d-T  ô dx-  djâdj  -f-  dzôdzi 
di^ 


) 


substiluant  a Z leurs  valeurs 


ddx 


ddy 


ddz 


, usant 


dl^  ’ dp  ^ dp 
de  la  faculté  qu’on  a de  transposer  les  signes  d et  d,  observant  que 
dd  rdx  -P  dxddx  -p  ddyây  -P  dyddy  -P  ddzâz  -p  dzddz-=d{d.rdx  -p  dyôy  -P  dzdiS 
et  multipliant  par  dt,  diflêrcnticllc  constante,  l’équation  précédente 
devient 

d{d.rdx  4-  dydy  dz  d;)  ) 


àX  {mvds)  = X Im 


dt 


et  on  en  déduit,  par  l’intégration  sous  le  signe  X, 


à X(^mf\>ds)  = constante -\-X  Im 


{dxâx  -(-  dydy-j-  dzàz) 


dt 


les  trajectoires  effectives  et  les  trajectoires  variées  étant  supposées 
avoir  des  origines  communes , ce  qui  donne  aux  premières  limites, 
r/x  = 0,  dj'  =0,  dï  = o,  on  a,  en  même  temps  àX  {mf  vds)  = o et 
d.rdx-(-dydy-|- dvdi  , 

1=0,  d ou  constante  — o;  si , de  plus, 

ces  trajectoires,  effectives  et  variées,  se  terminent  aux  mêmes  points,  ou 
I 67 
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qu’on  ait,  encore,  aux  secondes  limites,  Jt  = o,  cfy  = o , ài  = o , 
chacune  des  intégrales,  par qui  forment  la  somme  ^ {mf  vds)  sera 
nulle , d’où 

à ^{mf vds)  — o 

ainsi  E{m  f vds)  sera  un  maximum  ou  un  minimum  ; c’est  le  théorème 
de  l’art.  844  étendu  h un  système  quelconque. 


Fin  de  la  quatrième  section  de  la  Dynamique 

ET  DE  LA  SECONDE  PARTIE  DES  LEÇONS  DE  MÉCANIQUE. 
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Théorie  de  la  machine  d’Atwood.  790 

Récapitulation  des  principes  généraux  de  la  Dynamique.  798 

Conformité  des  principes  généraux  de  la  Dynamique  aux  phénomènes  ob- 
servés. 811 

SECTION  II. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DH  MOUrEME.KT  PO/XT M^TÉRIEl, 

EN  AYANT  ÉGAAD  AUX  DIVERSES  CONDITIONS 

AUXQUELLES  CE  MOUVEMENT  PEUT  ÊTRE  ASSUJETTI. 

Équations  générales  du  mouvement  liftre  d’un  point  matériel  sollicité  par  des 
forces  quelconques.  816 

Valeur  générale  de  la  vitesse,  déduite  des  équations  précédentes.  Observations 
sur  la  fonctiou  qui  donne  cette  valeur.  82a 

De  la  force  tangentielle  et  de  la  force  normale.  Expression  de  la  vitesse  en 
foitctioii  des  composantes  tangentielles.  828 

Considérations  générales  sur  la  trajectoire  ou  courbe  décrite  par  le  mobile. 
Valeur  générale  de  son  rayon  de  courbure.  Equation  du  plan,  de  position 
variable,  qui  renferme  l’arc  élémentaire  décrit  de  ce  rayon.  833 

Propriétés  générales  du  mouvement  libre  d’un  point  matériel  , sollicité  par 
des  puissances  quelconques.  Relations  entre  les  aires  et  les  moments.  Cas 
qui  rend  les  aires  proportionuelles  aux  temps.  Propriétés  particulières  qui  en 
dépendent.  Principe  de  la  moindre  actim  véri6é  dans  le  mouvement  d’un 
point  matériel  dû  à des  forces  centrales.  837 

Mouvement  Aes  projectiles  dans  le  vide,  ou  mouvement  curviligne  d’un  point 
matériel  pesant  qui  a re^u  une  impulsion  initiale  dans  une  direction  formant 
un  angle  quelconque  avec  la  verticale.  846 

Mouvomeut  curviligne  des  projectiles  pesants  dans  un  milieu  résistant.  Formules 
générales  indépendantes  de  toute  hypothèse,  sur  la  loi  de  la  résistance.  859. 
Analyse  particulière  du  problème  de  la  trajccloirc  dans  le  cas  où  la  résistanco 
du  milieu  est  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse.  Equations  difieren  - 
tiellcs  de  la  courbe  , scs  asymptotes  , sa  forme  générale.  86.î 

Calcul , par  parties,  des  coordonnées  de  la  trajectoire  et  construction  de  celte 
courbe  par  points.  0-2 
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Expressions  de  la  iitesse  et  du  temps.  Limite  de  la  vitesse  datis  la  branche 
desceirlaiitc , sur  laquelle  le  mouvement  tend  ù devenir  uniforme.  873 
jVnalysc  ultérieure  du  prubicœc  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant , au 
moyen  de  laquelle  on  eircciue,  en  faisant  quclcpies  hypothèses  qui  n*aitèrent 
pas  sensiblement  rcxaclitudc  des  rcsuUais,  des  intégrations  qui,  sans  ces  hy- 
pothèses, seraient  impossibles.  876 

K<juation  très-approchcc  de  la  trajectoire,  lorsque  Pattgle  de  projection  e;iC 
petit,  ce  qui  est  le  ens  du  Ricoché.  8"q 

Données  expérimentales  d'après  lesquelles  on  peut  établir  des  calculs  absoli  s 
sur  les  trajectoires  décrites  dans  les  milieux  résistants.  881 

Noms  des  principaux  Astronomes  qui  sc  sont  occupés  du  Système  du  Monde. 

Lois  de  Kepler.  884 

Équation  polaire  des  courbes  du  deuxième  ordre,  pour  servir  de  préparation 
à la  théorie  d i mouvesuent  des  planètes.  886 

Les  ^ois  tic  KcpL'r  étant  supposées  connues  par  Tobservation  des  mouvenierits 
«‘éiestes,  déduire,  de  ces  lois,  Pexpression  de  la  force  qui  agît  sur  cbaipie 
planète.  8B7 

Solution  du  problème  inverse  de  celui  qu'on  vient  de  résoudre , dans  lequel  on 
se  propos?  de  déterminer  Torbitc , lorsque  la  lui  de  raclioii  de  la  force  cen- 
trale est  donnée.  BH8 

Dé'rrinination  des  rapports  entre  1rs  actions  respectives  du  soleil  sur  diiré, 
rimes  planètes  , lor.'iqu'on  connaît  les  rapports  des  distances  entre  le  centre 
d'action  et  les  centres  des  astres  sir  lesquels  celte  action  s'exerce.  Consé- 
quences de  cette  déiermination  niailves  û l'universalité  de  la  loi  d'attrac- 
tion entre  les  corps.  mouvement  des  graves,  près  la  surface  de  la  Terre, 
peut  fournir  des  mesures  absolues  pour  toutes  les  forces  qui  s'exercent  dans 
le  système  planétaire.  Boo 

E\prci«sion  générale  de  la  vitesse;  son  inaxînllilTl  et  ron  minimum  qui  ont  lieu 
rrspcctivrrnrut  nu  m'r/A  lie  et  à VuphéUc.  894 

T‘Uc*ns  tant  effective  que  moyenne.  Évaluation  de  l'une  et  de 

rnutre.  Points  de  l'orbite  où  elles  sont  égales  entr'clles.  897 

Définition  do  VunomaUe  vntic  , de  l'avom  tUe  moyenne ^ de  Vé'^ualion  du  ccttlre 
et  de  Vitnoma^ic  exccnfrûjuc.  Fonoules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces  di- 
xcrtirs  q iaiitiivs.  yoa 

J'rlfiticns  qui  e\islrnt,  soit  entre  le  temps  et  r<s/Jomii/<V  cj:centnque , soit  entre 
h i diverses  n-'f-ymulicf.  Détermination  du  iieu  vrai  de  la  planète  à un  instant 
donné.  Pr-d/'tne  de  Kepler,  906 

Kvamen  des  circonstances  d'après  lesquelles  l'orbîte  est  une  ellipse ^ une  pttra~ 
hde  nu  une  hyperbole.  Détermination  de  toutes  les  quantités  qui  donnent  la 
forme,  les  dimensions  et  la  position  de  celle  orbite.  908 

TCclaireisscments  tirés  de  la  considération  du  moureoient  elliptique,  sur  quel- 
ques dlHiniliés  que  présente  la  théorie  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  ma- 
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fêriel  aftiré,  Tcra  un  cenlre  fi’sc,  en  raison  inverse  de»  qtiarrés  dr»  dii- 
tancet.  911 

Comment  on  a égard  auv  actions  que  les  planètes  exercent  sur  le  soleil  dans  les 
expressions  analytiques  relatives  à leurs  mouvements.  Petites  anomalies  qu'c- 
prouve  la  troisième  lot  de  Kepler.  Formules  pour  calculer  les  rapports  entre 
les  masses  des  corps  du  système  planétaire.  Force  de  la  pesanteur  à la  sur- 
face de  chaque  planète.  Lots  du  moiivcmeiii  de  deux  corps  célestes  dans  l'hy- 
poihèsc  où  ils  n'auraient  reru  aucune  impulsion  initiale.  Immobilité  ^ danf 
celle  hypothèse,  de  leur  centre  de  gravité  commun.  912“ 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  iissiijetti  à se 
mDUVoir  sur  une  courbe  donnée.  Expression  générale  de  la  viti\sso.  (k*Uc 
vitesse  est  constante  lorsque  le  mobile  no  se  meut  qu'en  vertu  d’une  impul- 
sion initiale.  917 

Considérations  générales  sur  la  pression  quVxcrce  contre  ta  paroi  inléricuro 
d'un  tube,  ou  canal  fixe,  de  courbure  quelconque  canUnuey  un  corps  obligé 
de  se  mouvoir  dans  ce  tube.  Evaluation  générale  de  la  partie  de  cette  pres- 
sion duc  à la  vitesse  du  mobile.  Défînition  de  ta  ftree  vcntrlfuge.  Cas  où  le 
mouvement  est  modifie^  soit  par  le  frottement,  soit  par  la  résîatiAce  d'un 
milieu.  924 

De  la  pression,  totale  qu'un  corps  fait  éprouver  à une  courbe  quelconque , sur 
laquelle  il  es.  obligé  de  se  niouvoV,  due  tint  à sa  forve  centrifuge  qu’à  l’ac- 
(ioQ  des  puissances  auxquelles  ce  corps  est  soumis.  917 

De  la  pression  que  fait  éprouver  à une  courbe  plane , sur  laquelle  il  est  obligé 
de  se  mouvoir,  un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  quelconques , diri- 
gées dans  le  plan  de  cotte  couibe  , en  ayant  égard  , tant  aux  actions  des 
forces  qu'à  la  vitesse  du  mobile.  929 

Moyen  de  faire  décrire  une  courbe  donnée  à un  point  matériel,  sans  le  ren- 
fermer daoe  un  tube  ou  canal.  Équation  fondatoentalc  de  U théorie  des 
forces  centrales,  déduite  des  conditions  d’équilibre  entre  la  force  centiifuge 
et  l'action  normale  des  puissances  qui  agissent  sur  le  nro4>rti».  9.3a 

Digrcssio'i  sur  la  vérification  du  principe  de  la  pesanteur  universelle  que  le 
mouvement  de  la  lune  a fourni  à Ncw'ton.  934 

Formules  diverses  relatives  à la  force  centrifuge  qui  dérive  du  mouvement 
circulaire.  Désermination  de  lu  force  accélératrice  due  à la  pesanteur  dans 
le  cas  où  la  terre  n'aurait  aucun  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe. 
Valeur  de  la  vitesse  horizontale  qui  annulerait  l'efTct  de  la  gravité.  o36 
Observations  et  exemple  relatifs  à l'effet  que  produit,  sur  un  mobile  assujetti 
à parcourir  une  ligne  donnée  , la  solution  de  cnniinuitd  de  la  direction  de 
celte  ligne.  Propriétés  générales  du  mouvement  d*un  corps  pesant  assujetti 
à parcourir  une  courbe  fixe  quelconque.  9^0 

Propriétés  générales  du  mouvement  d’un  point  matériel  pesant  assujetti  à par- 
courir une  courbe  quelconque  fixe  et  continue.  9^5 
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D«‘fît)iiion  du  pendulu  simple.  Proprictét  de  ann  mouvement  dans  le  vide.  Ica 
amplitudes  des  oscillations  étant  cjuciconqucs.  Vitesses  absolue  et  angulaire. 
Tension  du  fil.  949 

Valeur  du  temps  employé  par  le  pendule  simple  à Taire,  dans  le  vide,  une 
oscillation  de  grandeur  finie  quelconque.  954 

Examen  particulier  du  mouvement  du  pendule  simple  faisant  de  petites  oscil* 
iatiotis  dans  le  vide.  Dcfiniiioni  de  Visochronisme  et  du  synchronisme.  967 
Usage  du  pendule  simple  pour  déterminer  la  loi  de  la  pesanteur  près  de  1a  surface 
de  la  terre.  Yértlés  physiques  dont  on  doit,  à cet  initrumeut,  la  découverte 
ou  la  confirmation.  96a 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sor  une  cycUndc.  971 

ExpresMon  de  la  force  accélératrice  qui,  lorsqu'elle  a lieu  sur  une  courbe  quel- 
conque , rend  cette  courbe  tautuchrone.  976 

Du  tautochronisme  considéré  sous  un  point  de  vue  plus  général  qu'il  ne  l*a  été 
- dans  le  chapitre  précédent.  I..e  mouvement  dans  le  vide,  dû  ii  la  seule  pc* 
sauteur,  comporte  une  JnHtiitc  de  courbes  lautochrones.  Cas  dans  lequel  le 
tautochronisme  appartient  exclusivement  à la  cycloïde.  978 

Du  tautochronisme  considéré  dans  les  courbes  à double  courbure.  ^80 

Définition  de  la  propriété  qui  rend  une  courbe  brachyslochrone.  Solution  eJe- 
mrntaire  du  problème  de  la  brachyslochrone  dans  le  vide,  les  deux  points 
extrêmes  de  ]a  courbe  parcourue  étant  fixes.  987 

Principes  de  la  méthode  des  variations  pour  servir  d'iiilroduclioii  à la  solution 
générale  du  problème  de  la  brachyslochrone.  991 

Application  des  principes  exposés  dans  le  chapitre  précédent,  à une -solution 
du  problème  de  la  brachyslochrone  , plus  générale  que  celle  des  articles 
989  et  990.  100a 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d*un  point  matériel  qui  a lieu  sur 
une  surface  courbe  donnée.  Équations  de  cr~ mmivcineut.  Kxpresston  géné- 
rale delà  vitesse.  Autres  propriétés  générales.  Principe  delà  moindre  action. 
Équation  diffiérentirlle  de  la  trajectoire,  lorsque  le  corps  ne  se  meut  qu'en 
vertu  d'une  impulsion  initiale.  1016 

Détermination  générale  de  la  pression  qu'exerce,  contre  une  surface  courbe, 
un  point  matériel  sollicitépar  des  puissances  quelconques  et  assujetti  à se  mou- 
voir sur  celle  surface.  joa6 

Application  de  la  théorie  démontrée  dans  le  chapitre  précédent,  à la  recherche 
des  lois  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  assujetti  à te  mouvoir  sur 
une  surface  sphérique.  Pendule  à oscillations  coniques.  1017 
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SECTION  MI. 

TnÉORlF.  GÈNÈR.4LE  DV  MOUf'EMK^r 

SOIT  I>’UN  SYSTl^.ME  HE  POINTS  MATÉRIELS, 

SOIT  D’UN  CORPS  SOLIDE  CONTINU,  EN  AYANT  ÉGARD 

A LKVR  ÉTESnUE  ET  A 1.EVR  EORME  ^ 

ET  EN  SUPPOSANT  LEUR  FORME  INVARIABLE. 

Olmrvalloni  préliminaires.  Principe  général  du  mmivement  applicable,  pans 
exception  , à tous  les  problèmes  de  Dynanii<jue.  io35 

Exemples  de  rapplicalion  du  principe  général  du  mouvement,  au  choc  des 
corps  jouissant  d’un  degré  {Quelconque  d’élasticité.  io3q 

Mouvement  de  deux  corps  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossés,  en  suppo** 
sant  que  l’un  de  ces  corps  , {{ui  descend,  détermine  l’ascension  de  l’autre,  par 
rinlermt'de  d’un  treuil,  et  en  ayant,  ou  non,  égard  au  frottement.  loqt 
Mouvement  de  deux  corps  Q)csanls  suspendus  respectivement  à la  roue  et  à l’arbre 
d’un  treuil , en  ayant  égard  à la  masse  du  treuil  et  à celles  des  cordes.  104$ 
Théorie  de  la  machine  d’Atwood , en  faisant  entrer  en  considération  la  masse 
de  U corde  ou  du  fit  et  ceUc  (]e  la  }>ou1ie.  lo5i 

Mouvement  d’un  corps  sollicité  Q>ar  des  puissances  quelconques  et  assujettià  se 
mouvoir  autour  d'un  axe  fixe.  1059 

Des  moments  d’inertie  considérés  par  rapport  aux  axes  et  par  rapj>ort  aux 
plans.  1064 

Considérations  particulières  sur  les  moments  d’inertie  pris  par  rapport  aux 
axes.  1077 

Formules  pour  le  calcul  des  moments  d’inertie  de  diflerents  corps.  1087 

Du  pendule  composé  et  du  centre  d’oscillation.  ioq.5 

Propriétés  et  usages  du  pendule  composé  j appareil  nouveau  pour  mesurer  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les  secondes.  1100 

Suite  de  ce  qui  a été  dit,  dans  la  première  section  de  cette  seconde  partie  du 
Cours  , sur  la  conformité  des  principes  généraux  de  la  Dynamique  aux 
phénomènes  observes.  iilt 

Du  mouvement  du  centre  de  gravité  d’un  système  de  corps  ou  de  points  maté- 
riels, de  forme  variable  ou  invariable.  Conservation  du  mouvement  de  ce 
centre  et  do  la  somme  des  moments,  lorsque  le  système  n’esl  pas  sollicité 
par  des  forces  extérieures.  1x14 

Application  de  la  théorie  précédente  au  mouvement  d’un  corps  solide  de  forme 
invariable.  liât 

Détermination  des  chocs  exercés,  contre  un  axe  fixe,  en  vertu  des  impulsions 
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clonuées  à un  corps  assujetti  à tourner  autour  de  cet  axe.  Condiüoitt  d*apret 
K'S({ucllcs  il  ne  résulte  des  chocs  donnés  au  corps,  aucun  choc  sur  l’axe.  Théo* 
rie  générale  du  centre  de  percussion.  1x47 

Des  cfTorls  que  supporte  Taxe  immobile  de  rotation,  lorsque  le  corps  a reru 
rimpulsioD  initiale  qui  lui  imprime  son  mouvement.  Conditions  qui  rendent 
ces  eObrts  nuis.  fi36 

Formules  de  géométrie  analytique  pour  servir  de  préparation  à la  théorie  gé- 
nérale du  mouvement  de  rotation  d’un  corps  solide.  ii38 

I3c  Taxe  instantané  de  rotation  dans  le  mouvement  d*un  corps  de  forme  in- 
invariable,  autour  d*uii  point  fixe.  1141 

Vitesse  angulaire  du  corpsautour  de  Taxe  instantané  de  rotation;  composantes, 
parallèles  aux  axes,  des  forces  accélératrices  de  ses  diflerenlt  points.  1145 
Déterminations  relatives  au  moment  principal  qui  se  rapporte  au  point  fixe 
autour  duquel  le  mobile  est  assujetti  à tourner.  1148 

Déterminations  ultérieures,  relatives  à la  iluHirîc  générale  du  mouvement  d’un 
corps  solide  autour  d*un  point  fixe.  ix53 

Application  de  la  théorie  exposée  dans  les  chapitres  précédents,  au  cas  de  la 
pesanteur  terrestre.  ii56 

Examen  particulier  du  cas  où  le  corps,  mu  par  une  impulsion  initiale,  nVst, 
après  cette  impulsion  reçue,  soumis  à aucune  force  cxiériexire.^ Usage  des 
propriétés  de  J'axe  principal  et  du  plan  principal  des  moments,  pour  simpli- 
fier l'analyse  du  mouvement  do  rotaiion.  iiSy 

Premier  exemple  de  l'application  des  formules  du  mouvetueul  de  rotation.  1164 
Second  exemple  de  rapplicalion  des  formules  du  mouvemeiU*de  rotation.  1173 
Observations  sur  l'application  de  la  théorie  exposée  dans  les  chapitres  pre- 
précédents,  au  mouvement  d’un  corps  libre.  1181 

Du  mouvement  d'un  corps  solide  sur  un  plan  fixe.  1186 

SECTION  IV. 

ÇUI  TRAITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS 

ET  DES  SYSTEMES  DE  CORPS  DE  FORME  VARIABLE. 


Observations  préliminaires.  iiq6 

Des  variations  qu'éprouvent  les  durées  des  oscillations  d*un  pendule  composé, 
lorsqu'on  déplace  une  partie  de  la  masse  de  ce  pendule.'  1198 

Mouvement  d'un  système  de  corps  composé  d'un  corps  M , tournant  autour 
d'un  axe  fixe,  et  d'un  nombre  quelconque  de  corps  assujettit  h se  mouvoir 
sur  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  gravite  du  corps  .V  sur  l'axe  fixe 
de  rotation.  120X 
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Vilcfie  angulaire  et  conservation  des  forces  vives  dans  le  cas  où  le  système, 
mu  en  vertu  d*une  impulsion  initiale,  nVst  sollicité  par  aucune  puissance 
extérieure.  iao6 

Application  des  formules  précédentes  à quelques  exemples.  iao8 

Effets  des  impulsions  initiales  données  au  système  de  corps  dont  il  a été  question 
dans  les  trois  chapitres  précédents;  phénomènes  do  mouvement  qui  ont  lieu 
lorsqu'un  corps,  assujetti  à tourner  autour  d'un  axe  fixe,  en  choque  plusieurs 
autres.  iai3 

Mouvement,  d'un  corps  pesant,  sur  une  courbe  attachée  à un  autre  corps , ce 
dernier  corps  étant  assujetti  à sc  mouvoir  sur  un  plan.  1219 

Oscillations  d'un  corps  pesant,  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  courbe  tenant 
à un  corps  mobile.  Dcterminaiiou  de  la  courbe  tautochronc , pour  Cette 
espèce  d'oscillation.  laaS 

Chocs  de  plusieurs  corps  sphériques  par  un  seul,  le  corps  choquant  et  les 
corps  choqués  étant  ou  parfaitement  durs,  ou  doués  d'un  degré  quelconque 
d'élasticité.  1226 

Vitesses  relatives,  somme  et  perte  des  forces  vives,  après  le  choc.  1229 

Choc  de  deux  corps,  durs  ou  élastiques,  et  de  formes  quelconques.  laSa 

Mouvement  d'un  fil  élastique  dans  le  sens  de  sa  longueur  et  retenu  par  deux 
points  fixes.  12.I6 

Propriété  et  construction  de  l'équalibu  qui  donne  le  mouvement  de  la  corde 
vibrante.  1241 

Consr.|tienres  déduites  de  la  théorie  précédente.  Divers  détails  relatifs  à la 
corde  vibrante  et  sonore. 

Equation  du  mouvemcni  applicable  à tout  système  de  corps,  quelles  que  soieut 
fenme  et  les  conditions  auxquelles  il  est  assujetti.  126a 

Ptincipc  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  1267 

Principes  des  aires.  1270 

Du  plan  invariable.  1276 

Principe  des  forces  vires.  1280 

Perte  de  forces  vives  occasionnée  par  les  changements  brusques  qui  peuvent 

survenir  dans  le  système.  128.$ 

Principe  de  la  moindre  action.  128H 


Fin  de  ia  table  des  matières  contenues  dans  la  seconde  partie. 


ERRATA. 


Page  iS  ligne  l3  {à  compter  du  haut'),  lisez  j r/" 

Jd.  ^ ( du  h.),  lisez 

70  ligne  ^{du  h.)  RT  V -J-  Usez  M'  V + 

104  lig.  14  {lin  h.),  des  millimêlrcs,  lisez  de  millimètre 
lai  lig.  lû  (du  h,),  — -î  ^ JT  lisez  z,jyet  — x 

id.  lig.  (du  ~a„jr,  lisez  = — "«JK 
i3o  lig.s.  (rtC.*'''  du  bas),  aè/sin.  (Lcni.O,  lisezillsin.  Ûcoi.  0 
iq3  lig.  ^ (du  b.),  — S lit  J lisez  — T dt 
245  lig.  6.(du  b.)  le  plan  qui  la,  lisez  le  plan  vertical  qui  la 
248  lig.  S (du  h.),  écrivez  en  marge , Fig.  8. 
a68  lig.  iB  (du h.)  en  même  temps,  lisez  on  même  temps  et  aux 
extrémités  d’un  même  diamètre. 

2Qt  lig.  (du  h.)gdt,  lisez  — gdt 
3o4  lig.  &(dub.),  a inertie  lisez  A’ inertie 
320  lig.  8 (du  h.  ) des  z^  lisez  des  5^ 


ddA 

dt* 


d.m 

~dïT 


ddC  dA  dit  dC 

dfs  de  ' dt  ■’  ~dt  ■ 


35 1 lig.  3 ( du  h.) 

Id.  lig.  b.  (du  b.),  1 TQ,  lisez  1119. 

35o  lig.  8 (du  b.),  ne  peut  donc  agir,  lisez  n’agit  donc 
377  lig.  Ê (du  b.),  =ijfæ,,  lisez  — t/x, 

483  lig.  i^(<sé//i.),est  la  valeur  lisez  est  double  delà  valeur 
Id.  lig.  (du  b.)  , à l’ordonnée,  lisez  à la  moitié  de  l’ordonnée, 
494  lig.  6.  (du  b.)  de  l2  serait  i lisez j de  2 serait  12. 

497  lig.  4 (du  bA,  r 48689 , lisez  1 4868 

499 , note  , lig.  & (du  b)  ic  m àc  k J ey,  en  cela,  lisez } de  m 
et  de  k , dans  des  ])roporlions  difTércnles,  et,  en  cela 
5qi  lig.  l2  (du  IA2  Claladni , lisez  Chladiii 
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